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Приложение тройного интеграла

• Объём тела 𝑇:

• Масса неоднородного  тела 𝑇 с плотностью 

𝜌 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

T

V dxdydz= 

( , , )
T

m f x y z dxdydz= 
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Приложение тройного интеграла

• Координаты центра тяжести пластины 𝐷:

0

( , , )

,T

x f x y z dxdydz

x
m

=


0

( , , )

,T

y f x y z dxdydz

y
m

=


0

( , , )
T

z f x y z dxdydz

z
m

=

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Цилиндрические координаты

𝑟 = |OM0|

𝜑 − наименьший угол от 

оси Ox до вектора O𝑀0

(𝑥, 𝑦, 𝑧) − декартовы координаты точки 𝑀
(𝑟, 𝜑, 𝑧) − цилиндрические координаты точки 𝑀

x

y
 r

z
( ), ,M x y z

( )0 , ,0M x y

O 0 r  +
0 2  

z−   +
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Цилиндрические координаты. Примеры

𝜑 =?𝑟 =?

O

𝑧 =?

x

y
 r

z
( )1,1,2M

x
y

r ( )1,0,0MO

z

𝜑 =?𝑟 =?

𝑧 =?
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах

( ), ,

r z

r z

r z

x x x

J r z y y y

z z z









  

  = =

  

(упр.)r

cos

sin

x r

y r

z z





=


=
 =

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

r

r

 

 

−

= =

Якобиан
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах

формула перехода от декартовых координат к 

цилиндрическим в тройном интеграле

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=ම
𝛵′
𝑓(𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑 , 𝑧) ⋅ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧
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Вычисление тройного интеграла в 
цилиндрических координатах

Теорема 1. Пусть

• функция 𝑢 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 непрерывна в 

пространственной области (теле) T;

• область 𝑇′ в цилиндрической системе 

координат задана неравенствами

𝜶 ≤ 𝝋 ≤ 𝜷, 𝒓𝟏 𝝋 ≤ 𝒓 ≤ 𝒓𝟐 𝝋 ,
𝒛𝟏 𝒓,𝝋 ≤ 𝒛 ≤ 𝒛𝟐 𝒓,𝝋

для непрерывно дифференцируемых 

функций 𝑟1 𝜑 , 𝑟2 𝜑 , 𝑧1 𝑟, 𝜑 , 𝑧2 𝑟, 𝜑 .
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Замена переменных в тройном интеграле

Тогда (вычисление тройного интеграла I способом) 

= න
𝛼

𝛽

𝑑𝜑න
𝑟1 𝜑

𝑟2 𝜑

න
𝑧1 𝑟,𝜑

𝑧2 𝑟,𝜑

𝑓 𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑, 𝑧 𝑟𝑑𝑟

=ම
𝛵′
𝑓 𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑 , 𝑧 ⋅ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧 =

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑟𝑑𝜑න
𝑧1 𝑟,𝜑

𝑧2 𝑟,𝜑

𝑓 𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑, 𝑧 𝑟𝑑𝑧 =
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

Пример 1. Вычислить объем конуса с радиусом 

основания R и высотой H.

Уравнение конуса (упр.):

𝑧2 =
𝐻2

𝑅2
𝑥2 + 𝑦2

⇓

𝑧 =
𝐻

𝑅
𝑥2 + 𝑦2

𝑧 = 𝐻

𝑃(𝑥, 𝑦)

Способ-
СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

2 2 2

2 2
:

x y R

T H
x y z H

R

 + 



+  


cos

sin

x r

y r

z z





=


=
 =



2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin

:
cos sin

r r R

T H
r r z H

R

 

 

 + 


 
+  



Способ-
СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)



2 2

2
:

r R

T H
r z H

R

 


 
 





0

:

r R

T H
r z H

R

 


 
 



 1 2

1 2

( ) ( )

( , ) ,

:

( )

T rr r

z zr z r



 

 

   
 

   
   

0 2

: 0T r R

H
r z H

R

 

  


  

  


Способ-
СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

 𝑉 =ම
𝛵

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

(см. приложения тройного интеграла)

=ම
𝛵′
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧 = (см. теорему 2)

=ඵ
𝐷𝑥𝑦

𝑑𝑟𝑑𝜑න
𝐻
𝑅𝑟

𝐻

𝑟𝑑𝑧 = (см. 𝐼 способ

вычисления тройного интеграла)

Способ-
СПИЧКИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

𝐷𝑥𝑦
𝑥

𝑦

𝑂

𝑅

const =

= න

0

2𝜋

𝑑𝜑න

0

𝑅

𝑟𝑑𝑟 න

𝐻
𝑅𝑟

𝐻

𝑑𝑧 =

= න

0

2𝜋

𝑑𝜑න

0

𝑅

𝑟𝑑𝑟 ቚ𝑧 𝐻
𝑅𝑟

𝐻
=

Способ-
СПИЧКИ
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= න
0

2𝜋

𝑑𝜑න
0

𝑅

𝑟 𝐻 −
𝐻

𝑅
𝑟 𝑑𝑟 =

= න
0

2𝜋

𝑑𝜑 อ
𝑟2

2
𝐻 −

𝐻

𝑅

𝑟3

3
0

𝑅

=

1

3
𝜋𝑅2𝐻

Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)

Способ-
СПИЧКИ

න
0

2𝜋

𝑑𝜑
𝑅2

6
𝐻 =

=
𝑅2𝐻

6
න
0

2𝜋

𝑑𝜑 =
𝑅2𝐻

6
2𝜋 =



Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ
УрФУ Нагребецкая Ю.В.

15

Замечание 1.

• Цилиндрическая система координат

является обобщением полярной системы

координат. 

• Интегрирование в цилиндрической

системе координат удобно использовать, 

когда область 𝐷𝑥𝑦 ограничена дугами

окружностей. 

Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (I способ)
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

𝑆𝑧

𝑧 = 𝐻
𝑧 =

𝐻

𝑅
𝑥2 + 𝑦2

1) Фиксируем 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻 ⇒
𝑧 = 0 − дно,
𝑧 = 𝐻 − верх

Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

2) 𝑉 =ම
𝛵

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=ම
𝛵′
𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝑧 = (см. теорему 2)

= න
0

𝐻

𝑑𝑧ඵ
𝑆𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦 = (см. 𝐼𝐼 способ

вычисления тройного интеграла)
Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

= න
0

𝐻

𝐼(𝑧)𝑑𝑧 , где 𝐼(𝑧) = 𝑆𝑧׭
𝑑𝑥𝑑𝑦

3) Вычисляем 

𝐼(𝑧) = ඵ
𝑆𝑧

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋𝑟2 = 𝜋
𝑅2

𝐻2
𝑧2

Способ -СЛОИ

𝑟 =
𝑅

𝐻
𝑧 − упр. , см. рис.
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

4) Вычисляем

𝑉 = න
0

𝐻

𝐼 𝑧 𝑑𝑧 = න
0

𝐻

𝜋
𝑅2

𝐻2
𝑧2 𝑑𝑧 =

= 𝜋
𝑅2

𝐻2
න
0

𝐻

𝑧2 𝑑𝑧 = 𝜋
𝑅2

𝐻2
อ

𝑧3

3
0

𝐻

=
1

3
𝜋𝑅2𝐻

Способ -СЛОИ
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 1 (II способ)

Способ -СЛОИ

2 2 2

2 2
:

x y R

T H
x y z H

R

 + 



+  


( )

2 2 2

2
2 2 2 2 2

2
:T

x y R

H H
z x y z x y

R R
z H

+ =

 
  = + = + 

 
 

=



Теорема о вычислении тройного 

интеграла. Пример 1 (II способ)
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Способ -СЛОИ

Γ𝑆𝑧: 𝑥
2+𝑦2 =

𝑅2

𝐻2
𝑧2 − окружность с радиусом 𝑟 =

𝑅

𝐻
𝑧

Из Γ𝐷 получаем:

r

x

y

𝑂 𝑆𝑧

( )
2

2 2 2
2

H
z x y

R
= + 

Γ𝑆𝑧

2
2 2 2

2

R
x y z

H
 + =
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Сферические координаты

𝑟 = |O𝑀|

𝜑 − наименьший угол от 

оси Ox до вектора O𝑀0

(𝑟, 𝜑, 𝜃) − сферические

координаты точки 𝑀

x

y


r

z
( ), ,M x y z

( )0 , ,0M x y

O  𝜃 − наименьший угол от 

O𝑀0 до O𝑀.
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Сферические координаты. Примеры

𝜑 =?𝑟 =?

𝜃 =?

𝜑 =?𝑟 =?

x

y


r

z
( )1,1,2M

( )0 1,1,0M

O 

x
y

r ( )1,0,0MO

z

𝜃 =?



24
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Тройной интеграл в сферических 
координатах

( ), ,

r

r

r

x x x

J r y y y

z z z

 

 

 

 

  

  = =

  

2

(упр.)

cosr 

cos cos

sin cos

sin

x r

y r

z r

 

 



=


=
 =

Якобиан

cos cos sin cos cos sin

sin cos cos cos sin sin

sin 0 cos

r r

r r

r

     

     

 

− −

= − =
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Тройной интеграл в сферических 
координатах

формула перехода от декартовых координат к 

сферическим в тройном интеграле

ම
𝛵

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=ම
𝛵′
𝑓(𝑟 cos𝜑 cos 𝜃 , 𝑟 sin𝜑 cos 𝜃 ,

𝑟 sin 𝜃) ⋅ 𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

Пример 2. Вычислить объем шара радиуса R.

𝑉шара =ම
𝛵

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =ම
𝛵′
𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃 =

= න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

𝑑𝜃න
0

2𝜋

𝑑𝜑න
0

𝑅

𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟 =
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

( ), ,M x y z

y

z

x

y

r

x

z





0 r R 

0 2  

2 2

 
−  
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

= න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

𝑑𝜃න
0

2𝜋

𝑑𝜑 cos 𝜃න
0

𝑅

𝑟2𝑑𝑟 =

= න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

cos 𝜃 𝑑𝜃න
0

2𝜋

𝑑𝜑න
0

𝑅

𝑟2𝑑𝑟 =

= න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

cos 𝜃 𝑑𝜃න
0

2𝜋

𝑑𝜑
𝑅3

3
=
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Тройной интеграл в цилиндрических 
координатах. Пример 2

= න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

cos 𝜃 𝑑𝜃
2𝜋𝑅3

3
=
2𝜋𝑅3

3
න
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2

cos 𝜃 𝑑𝜃 =

=
2𝜋𝑅3

3
ቚsin 𝜃
− Τ𝜋 2

Τ𝜋 2
=
4𝜋𝑅3

3
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Замечание 2.

• Сферическая система координат тоже

является обобщением полярной системы

координат. 

• Интегрирование в сферической системе 

координат удобно использовать, когда тело 

𝑇 ограничена дугами больших окружностей

шара.  

Тройной интеграл в сферических 
координатах. 


