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Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé,

ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+
G A:

A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà.

Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Öèêëè÷íûå è àöèêëè÷íûå ÊÑ ãðàììàòèêè. Îïðåäåëåíèå

Öèêëîì â ÊÑ ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ âûâîä A⇒+
G A.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

Ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â íåé íåò öèêëîâ.

Î÷åâèäíî, öèêëè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîõèì¿ ñâîéñòâîì ãðàììàòèêè, ïîñêîëüêó
îäíà è òà æå öåïî÷êà ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âûâîäîâ (è äåðåâüåâ
âûâîäà) â öèêëè÷åñêîé ãðàììàòèêå. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ýòî óñòðàíåíèå öèêëè÷íîñòè.

Ïðèìåð 1. Ãðàììàòèêà G : {S → A | ε,A→ B | a,B → C | b,C → A},
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íîé, ïîñêîëüêó â íåé åñòü öèêë A⇒+

G A:
A⇒ B ⇒ C ⇒ A.

Ïðèìåð 2. Ãðàììàòèêà G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε}, òîæå
öèêëè÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B ⇒ CA⇒ A.

Ïðèìåð 3. Ãðàììàòèêà G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb}
öèêëè÷íà è ñîäåðæèò öèêë

A⇒ C ⇒ A.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6
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Òåîðåìà 1 (îá óäàëåíèè öèêëîâ â ÊÑ ãðàììàòèêå)
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Â ε-ñâîáîäíîé ÊÑ ãðàììàòèêå ëþáîé öèêë ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì
âûâîäîì (óïð.1).
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Òåîðåìà 1 (îá óäàëåíèè öèêëà â ÊÑ â ε-ñâîáîäíîé
ãðàììàòèêå)

Âåçäå íèæå â ýòîé ëåêöèè, à òàêæå âåçäå, ãäå ïîéäåò ðå÷ü î ãðàììàòèêå â
íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ÿçûêè,
êîòîðûå íå ñîäåðæàò ε.

Òåîðåìà 1 (îá óäàëåíèè öèêëà ÊÑ â ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå)

Ïóñòü â ÊÑ ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå G = (Γ,Σ,P,S) åñòü öèêë A0 ⇒+ A0:
A0 ⇒ A1 ⇒ A2, . . . ,An−2 ⇒ An−1 ⇒ A0 îáóñëîâëåííûé íàëè÷èåì öåïî÷êè
ïðàâèë âûâîäà A0 → A1,A1 → A2, . . . ,An−2 → An−1,An−1 → A0. Çàìåíèì â
êàæäîì ïðàâèëå êàæäûé íåòåðìèíàë Ai , i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, íà íåòåðìèíàë A
è óäàëèì ïðàâèëî A→ A. Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà H íå áóäåò ñîäåðæàòü öèêë
A0 ⇒+ A0 è áóäåò ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé.
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Èëëþñòðàöèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäöèêëà â ëþáîì öèêëå

Ðèñ. 1

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ïîâòîðåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîíÿòèé

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî âñïîìíèòü íåêîòîðûå
àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ.

×òî íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé (ìîíîèäîì)?

×òî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïîé (ìîíîèäîì)?

Êàê ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå ϕ, äåéñòâóþùåå íà ìíîæåñòâå (àëôàâèòå) L
íà ñâîáîäíûé ìîíîèä L∗?

×òî íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï (ìîíîèäîâ)?

×òî òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå?

×òî òàêîå ãîìîìîðôèçì áèíàðíûõ îòíîøåíèé?

×òî òàêîå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå?

×òî òàêîå ãîìîìîðôèçì ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ?

×òî òàêîå îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâî?

×òî òàêîå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå?

×òî òàêîå êîëüöî Zn âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n?
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Òåîðåìà 1 îá óäàëåíèè öèêëè÷íûõ ïðàâèë âûâîäà.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà

(1) Ïóñòü Γ′ = (Γ\A ∪ {A}), ãäå A = {A0,A2, . . . ,An−1}.
(Ìíîæåñòâî Γ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà Γ çàìåíîé âñåõ íåòåðìèíàëîâ èç A
íà íåòåðìèíàë A).

(2) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : A → {A}: ϕ(Ai ) = A, i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
(3) Oòîáðàæåíèå ϕ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïðîäîëæèòü äî

ãîìîìîðôèçìà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà (Γ ∪ Σ)∗ íà ñâîáîäíûé ìîíîèä
(Γ′ ∪ Σ)∗.
(Oòîáðàæåíèå ϕ â êàæäîì ñëîâå íàä àëôàâèòîì Γ ∪ Σ çàìåíÿåò
íåòåðìèíàë èç A íà íåòåðìèíàë A).

(4) Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà ñâîáîäíûé ìîíîèä
((Γ\{A}) ∪ Σ)∗ � åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

(5) Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϕ ïåðåâîäèò ñèìâîë èç Γ â
ñèìâîë èç Γ′, à ñèìâîë èç Σ â ñèìâîë èç Σ è, êàê ñëåäñòâèå ñîõðàíÿåò,
äëèíó ñëîâ.
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(4) Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà ñâîáîäíûé ìîíîèä
((Γ\{A}) ∪ Σ)∗ � åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

(5) Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϕ ïåðåâîäèò ñèìâîë èç Γ â
ñèìâîë èç Γ′, à ñèìâîë èç Σ â ñèìâîë èç Σ è, êàê ñëåäñòâèå ñîõðàíÿåò,
äëèíó ñëîâ.
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Òåîðåìà 1 îá óäàëåíèè öèêëè÷íûõ ïðàâèë âûâîäà.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà

(1) Ïóñòü Γ′ = (Γ\A ∪ {A}), ãäå A = {A0,A2, . . . ,An−1}.
(Ìíîæåñòâî Γ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà Γ çàìåíîé âñåõ íåòåðìèíàëîâ èç A
íà íåòåðìèíàë A).

(2) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : A → {A}: ϕ(Ai ) = A, i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
(3) Oòîáðàæåíèå ϕ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïðîäîëæèòü äî

ãîìîìîðôèçìà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà (Γ ∪ Σ)∗ íà ñâîáîäíûé ìîíîèä
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((Γ\{A}) ∪ Σ)∗ � åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

(5) Êðîìå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ϕ ïåðåâîäèò ñèìâîë èç Γ â
ñèìâîë èç Γ′, à ñèìâîë èç Σ â ñèìâîë èç Σ è, êàê ñëåäñòâèå ñîõðàíÿåò,
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ãîìîìîðôèçìà ñâîáîäíîãî ìîíîèäà (Γ ∪ Σ)∗ íà ñâîáîäíûé ìîíîèä
(Γ′ ∪ Σ)∗.
(Oòîáðàæåíèå ϕ â êàæäîì ñëîâå íàä àëôàâèòîì Γ ∪ Σ çàìåíÿåò
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Àëãåáðàè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðàììàòèêè G1

(6) Ìíîæåñòâî P (P ′) ìîæíî, î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíûå
îòíîøåíèÿ íà (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗) (ïî÷åìó?).

(7) Äàëåå, ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå ϕ äî ãîìîìîðôèçìà áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ P ⊆ ((Γ ∪ Σ)∗)2 íà áèíàðíîå îòíîøåíèå P ′ ⊆ ((Γ′ ∪ Σ)∗)2:
äëÿ C → α ∈ P ãäå C ∈ Γ, α ∈ (Γ ∪ Σ)∗,
ïîëîæèì ϕ(C → α) = ϕ(C )→ ϕ(α).
È òîãäà P ′ = ϕ(P).
(Ìíîæåñòâî ïðàâèë P ′ ãðàììàòèêè G ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà ïðàâèë P
ãðàììàòèêè G çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé íåòåðìèíàëîâ èç A íà íåòåðìèíàë
A.)

(8) Îïðåäåëèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ′,Σ,P ′,S). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ãðàììàòèêà G ′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ϕ(G ) ãðàììàòèêè G .
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Àëãåáðàè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðàììàòèêè G1

(6) Ìíîæåñòâî P (P ′) ìîæíî, î÷åâèäíî, ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíûå
îòíîøåíèÿ íà (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗) (ïî÷åìó?).

(7) Äàëåå, ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå ϕ äî ãîìîìîðôèçìà áèíàðíîãî
îòíîøåíèÿ P ⊆ ((Γ ∪ Σ)∗)2 íà áèíàðíîå îòíîøåíèå P ′ ⊆ ((Γ′ ∪ Σ)∗)2:
äëÿ C → α ∈ P ãäå C ∈ Γ, α ∈ (Γ ∪ Σ)∗,
ïîëîæèì ϕ(C → α) = ϕ(C )→ ϕ(α).
È òîãäà P ′ = ϕ(P).
(Ìíîæåñòâî ïðàâèë P ′ ãðàììàòèêè G ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà ïðàâèë P
ãðàììàòèêè G çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé íåòåðìèíàëîâ èç A íà íåòåðìèíàë
A.)

(8) Îïðåäåëèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ′,Σ,P ′,S). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ãðàììàòèêà G ′ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ϕ(G ) ãðàììàòèêè G .
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Àëãåáðàè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ãðàììàòèêè G1
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îòíîøåíèÿ P ⊆ ((Γ ∪ Σ)∗)2 íà áèíàðíîå îòíîøåíèå P ′ ⊆ ((Γ′ ∪ Σ)∗)2:
äëÿ C → α ∈ P ãäå C ∈ Γ, α ∈ (Γ ∪ Σ)∗,
ïîëîæèì ϕ(C → α) = ϕ(C )→ ϕ(α).
È òîãäà P ′ = ϕ(P).
(Ìíîæåñòâî ïðàâèë P ′ ãðàììàòèêè G ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà ïðàâèë P
ãðàììàòèêè G çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé íåòåðìèíàëîâ èç A íà íåòåðìèíàë
A.)

(8) Îïðåäåëèì ãðàììàòèêó G ′ = (Γ′,Σ,P ′,S). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèÿ ⇒G ′

(8) Çàìåòèì, ÷òî ⇒G (⇒G ′), êàê è P (P ′) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗).

Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G íà áèíàðíîå îòíîøåíèå
⇒G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)∗ åñëè α1 ⇒G α2, òî ϕ(α1)⇒G ′ ϕ(α2). Òàêèì
îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇒G ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî � óïð.2.
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Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèÿ ⇒G ′

(8) Çàìåòèì, ÷òî ⇒G (⇒G ′), êàê è P (P ′) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗).

Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G íà áèíàðíîå îòíîøåíèå
⇒G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)∗ åñëè α1 ⇒G α2, òî ϕ(α1)⇒G ′ ϕ(α2). Òàêèì
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íà áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇒G ′ .
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Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèÿ ⇒G ′

(8) Çàìåòèì, ÷òî ⇒G (⇒G ′), êàê è P (P ′) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗).

Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G íà áèíàðíîå îòíîøåíèå
⇒G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)∗ åñëè α1 ⇒G α2, òî ϕ(α1)⇒G ′ ϕ(α2). Òàêèì
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Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèÿ ⇒G ′

(8) Çàìåòèì, ÷òî ⇒G (⇒G ′), êàê è P (P ′) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗).

Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G íà áèíàðíîå îòíîøåíèå
⇒G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)∗ åñëè α1 ⇒G α2, òî ϕ(α1)⇒G ′ ϕ(α2). Òàêèì
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íà áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇒G ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî � óïð.2.
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Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèÿ ⇒G ′

(8) Çàìåòèì, ÷òî ⇒G (⇒G ′), êàê è P (P ′) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗).

Ëåììà 2 î ãîìîìîðôèçìå ϕ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G íà áèíàðíîå îòíîøåíèå
⇒G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)∗ åñëè α1 ⇒G α2, òî ϕ(α1)⇒G ′ ϕ(α2). Òàêèì
îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ⇒G

íà áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇒G ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî � óïð.2.
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Ëåììà 3 î ãîìîìîðôèçìå ϕ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⇒∗G íà
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⇒∗G ′

(9) Çàìåòèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇒∗G ( ⇒∗G ′) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì
ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå (Γ ∪ Σ)∗ ((Γ′ ∪ Σ)∗) (ïî÷åìó?).

Ëåììà 3 î ãîìîìîðôèçìå ϕ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⇒∗G íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
⇒∗G ′

Äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ∪Σ)∗ åñëè α1 ⇒∗G α2 ∈ P, òî ϕ(α1)⇒∗G ′ ϕ(α2) ∈ P ′, ò.å.
îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ⇒∗G íà
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⇒∗G ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 2 è òðàíçèòèâíîñòè áèíàðíûõ îòíîøåíèé
⇒∗G , ⇒∗G ′
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Ëåììà 4 î öèêëè÷íîì âûâîäå
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Â ãðàììàòèêå G äëÿ ëþáûõ i , j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} åñòü âûâîä Ai ⇒∗G ′ Aj .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü ī � îñòàòîê îò äåëåíèÿ i íà n èç êîëüöà âû÷åòîâ Zn. Òîãäà, î÷åâèäíî,
Ai = Aī , Aj = Aj̄ .

Ðàññìîòðèì âûâîä Ai = Aī ⇒G Ai+1 ⇒G . . .⇒G Aj−1 ⇒G Aj̄ = Aj . Äëÿ j > i
ýòîò ôàêò èëëþñòðèðîâàí íà ðèñ.2, à äëÿ j ≤ i � íà ðèñ.3.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 4 î öèêëè÷íîì âûâîäå

Ëåììà 4 î öèêëè÷íîì âûâîäå

Â ãðàììàòèêå G äëÿ ëþáûõ i , j ∈ {0, 1, . . . , n − 1} åñòü âûâîä Ai ⇒∗G ′ Aj .

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Èëëþñòðàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 äëÿ j > i

Ðèñ. 2
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Èëëþñòðàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 äëÿ j ≤ i

Ðèñ. 3
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Ëåììà 5 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàììàòèê G è G ′

Ëåììà 5 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàììàòèê G è G ′

Ãðàììàòèêè G è G ′ ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.

(10) Äîêàæåì, ÷òî L(G ) = L(G ′).

(11) Ïóñòü w ∈ L(G ), òîãäà S ⇒∗G w . Ïî ëåììå 3 èìååì ϕ(S)⇒∗G ′ ϕ(w).
Î÷åâèäíî (ïî÷åìó?), ϕ(S) = S , ϕ(w) = w . Ñëåäîâàòåëüíî, S ⇒∗G ′ w , ò.å.
w ∈ L(G ′). Çíà÷èò, L(G ) ⊆ L(G ′).
(Ñòèðàÿ èíäåêñû ó íåòåðìèíàëîâ Ai , î÷åâèäíî, ïîëó÷èì âûâîä w â G ′.
Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ L(G ′)).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 (ïðîäîëæåíèå)

(12) Ïóñòü w ∈ L(G ′), òîãäà åñòü âûâîä S ⇒∗G ′ w :
S ⇒G ′ β1 ⇒G ′ β2 ⇒G ′ . . .⇒G ′ βk ⇒G ′ βk+1 ⇒G ′ . . .⇒G ′ βm = w , ãäå
β1, β2, . . . , βm ∈ (Γ′ ∪ Σ)∗.

(13) Êîíñòðóêòèâíî äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k ∈ {1, 2, . . . ,m}, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ñëîâî αk ∈ (Γ ∪ Σ)∗, ÷òî S ⇒∗G αk è βk = ϕ(αk).

(14) Òàêèì îáðàçîì, ìû êàê áû âîññòàíàâëèâàåì âûâîä
S ⇒G ′ α1 ⇒G ′ α2 ⇒G ′ . . .⇒G ′ αk ⇒G ′ αk+1 ⇒G ′ . . .⇒G ′ αm = w ïî
âûâîäó S ⇒G ′ β1 ⇒G ′ β2 ⇒G ′ . . .⇒G ′ βk ⇒G ′ βk+1 ⇒G ′ . . .⇒G ′ βm = w .
À âîññòàíàâëèâàòü âñåãäà ñëîæíåå, ÷åì ðàçðóøàòü :-)

(15) Ïîñêîëüêó βm = w , à ϕ−1(w) = w = αm (ïî÷åìó?), èç ï.(13) áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî S ⇒G w , ò.å. w ∈ L(G ), à çíà÷èò, L(G ′) ⊆ L(G ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 (ïðîäîæåíèå)

(16) Á.È. k = 1. Âûâîä S ⇒∗G ′ β1 ìîã ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà S → β1 ∈ P ′, ãäå β1 ∈ (Γ′ ∪ Σ)∗. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðàâèë èç P ′

(ñì.ï.5) (S → β1) = ϕ(S → α1) äëÿ α1 ∈ (Γ ∪ Σ)∗, ïðè÷åì (S → α1) ∈ P.
À ýòî çíà÷èò, ÷òî β1 = ϕ(α1) è S ⇒∗G α1.

(17) Ø.È. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ñëîâî αk ∈ (Γ ∪ Σ)∗, ÷òî S ⇒∗G αk è
βk = ϕ(αk). È ïóñòü âûâîä βk ⇒ βk+1 ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà B → β äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ (Γ′ ∪ Σ)∗. Òîãäà βk = γ1Bγ2,
βk+1 = γ1βγ2 äëÿ íåêîòîðûõ γ1, γ2 ∈ (Γ′ ∪ Σ)∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 (îêîí÷àíèå)

(21) Ïóñòü B 6= A, òîãäà ïî (5) C = D = ϕ−1(B) = B. Òîãäà (B → α) ∈ P (ñì.
ï.(18)) è αk = δ1Bδ2, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò âûâîä αk ⇒G αk+1 äëÿ
αk+1 = δ1αδ2, ò.å. S ⇒∗G αk+1. È, êðîìå òîãî,
ϕ(αk+1) = ϕ(δ1)ϕ(α)ϕ(δ2) = γ1βγ2 = βk+1.

(22) Òåïåðü ïóñòü B = A, òîãäà ïî ï.(18)-(19) C ,D ∈ ϕ−1(B), à ïî ï.(2)
C = Aj , D = Ai äëÿ íåêîòîðûõ i , j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Ïî ëåììå 4
ñóùåñòâóåò âûâîä Ai ⇒∗G Aj . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âûâîä
αk ⇒∗G %k+1 äëÿ %k+1 = δ1Ajδ2. Íî, êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî
(Aj → α) ∈ P (ñì. ï.(18)), çíà÷èò, åñòü âûâîä %k+1 ⇒ βk+1 äëÿ
βk+1 = δ1αδ2. Ñëåäîâàòåëüíî, S ⇒∗G αk ⇒G %k+1 ⇒G αk+1, ò.å.
S ⇒∗G αk+1. È, êðîìå òîãî, ϕ(αk+1) = ϕ(δ1)ϕ(α)ϕ(δ2) = γ1βγ2 = βk+1.

(23) Ø.È., à âìåñòè ñ íèì è ëåììà 5 äîêàçàíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

(24) Óäàëÿÿ èç ìíîæåñòâà ïðàâèë P ′ ãðàììàòèêè G ïðàâèëî A→ A, ïîëó÷èì
ãðàììàòèêó H = (Γ′,Σ,PH ,S) (PH = P ′\{A→ A}), ýêâèâàëåíòíóþ
ãðàììàòèêå G ′, à çíà÷èò è èñõîäíîé ãðàììàòèêå G .
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Ïðèìåðû 4-6 óäàëåíèÿ öèêëà

Ïðèìåð 4. Ïåðåïèøåì ãðàììàòèêó èç ïðèìåðà òàê, ÷òîáû ê íåé ìîæíî áûëî
ïðèìåíèòü òåîðåìó 1: G : {S → A0 | ε,A0 → A1 | a,A1 → A2 | b,A2 → A0}.

Òîãäà ãðàììàòèêà G ′ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
G ′ : {S → A | ε,A→ A | a,A→ A | b,A→ A}

.

À èñêîìàÿ ãðàììàòèêà H èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
H : {S → A | ε,A→ a | b}

.

Ïðèìåð 5. Ê ãðàììàòèêå G : {S → A,A→ B | a,B → CA | b,C → c | ε} èç
ïðèìåðà 2 íåëüçÿ ïðèìåíÿòü òåîðåìó 1 (ïî÷åìó? è ÷òî äåëàòü?), õîòÿ â íåé
åñòü öèêë

.

Ïðèìåð 6. Äëÿ ãðàììàòèêè
G : {S → aBa | B,A→ C | b,B → C | a,C → A | bb} èç ïðèìåðà 3 ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó
{S → aBa | B,A→ b,B → A | a,A→ bb}

.
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{S → aBa | B,A→ b,B → A | a,A→ bb}

.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ïðèìåðû 4-6 óäàëåíèÿ öèêëà

Ïðèìåð 4. Ïåðåïèøåì ãðàììàòèêó èç ïðèìåðà òàê, ÷òîáû ê íåé ìîæíî áûëî
ïðèìåíèòü òåîðåìó 1: G : {S → A0 | ε,A0 → A1 | a,A1 → A2 | b,A2 → A0}.

Òîãäà ãðàììàòèêà G ′ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
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À èñêîìàÿ ãðàììàòèêà H èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
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ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó
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.
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Ñëåäñòâèå (î ñóùåñòâîâàíèè àöèêëè÷íîé ãðàììàòèêè
äëÿ äàííîé ÊÑ ãðàììàòèêè)

Ñëåäñòâèå (î ñóùåñòâîâàíèè àöèêëè÷íîé ãðàììàòèêè äëÿ äàííîé ÊÑ
ãðàììàòèêè)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ïðèâåäåííàÿ
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Ïî òåîðåìàõ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè
ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå (ñì. ëåêöèþ 5) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî G � ε-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà.

Åñëè â ãðàììàòèêå G , ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí öèêë A0 ⇒+
H A0, óäàëèì åãî,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1. Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà H ′ ýêâèâàëåíòíà ãðàììàòèêå G
è òàêæå ε-ñâîáîäíà (ïî÷åìó?).

Åñëè â H ñíîâà åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë, ñíîâà óäàëèì åãî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó
1, ïîëó÷èì ãðàììàòèêó H ′′ è ò.ä, ïîêà íå ïîëó÷èì ãðàììàòèêó áåç öèêëîâ.
(Ïî÷åìó ýòîò ïðîöåññ ðàíåå èëè ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ?).
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Ñëåäñòâèå (î ñóùåñòâîâàíèè àöèêëè÷íîé ãðàììàòèêè
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Ëåììà 6

Ëåììà 6 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé àöèêëè÷íîé
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ëèáî íåòåðìèíàëüíû, ëèáî ñîñòîÿò èç
îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w , ëèáî w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà
G � ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà.
Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà a ∈ Σ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ââåäåì íîâûé
íåòåðìèíàë Ca è ïîëîæèì Γ1 = Γ ∪ {Ca | a ∈ Σ}. Çàìåíèì êàæäîå âõîæäåíèå
òåðìèíàëa a â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà P ãðàììàòèêè G íà
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íåòåðìèíàë Ca è äîáàâèì ïðàâèëà Ca → a. Ïîëó÷èì
íîâîå ìíîæåñòâî ïðàâèë P1. Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S)
ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ε-ñâîáîäíîé (ïî÷åìó?),
àöèêëè÷íîé (óïð. 3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.
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ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w , ëèáî w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà
G � ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà.
Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà a ∈ Σ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ââåäåì íîâûé
íåòåðìèíàë Ca è ïîëîæèì Γ1 = Γ ∪ {Ca | a ∈ Σ}. Çàìåíèì êàæäîå âõîæäåíèå
òåðìèíàëa a â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà P ãðàììàòèêè G íà
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íåòåðìèíàë Ca è äîáàâèì ïðàâèëà Ca → a. Ïîëó÷èì
íîâîå ìíîæåñòâî ïðàâèë P1.

Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S)
ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ε-ñâîáîäíîé (ïî÷åìó?),
àöèêëè÷íîé (óïð. 3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 6

Ëåììà 6 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé àöèêëè÷íîé
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ëèáî íåòåðìèíàëüíû, ëèáî ñîñòîÿò èç
îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w , ëèáî w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà
G � ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà.
Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà a ∈ Σ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ââåäåì íîâûé
íåòåðìèíàë Ca è ïîëîæèì Γ1 = Γ ∪ {Ca | a ∈ Σ}. Çàìåíèì êàæäîå âõîæäåíèå
òåðìèíàëa a â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà P ãðàììàòèêè G íà
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íåòåðìèíàë Ca è äîáàâèì ïðàâèëà Ca → a. Ïîëó÷èì
íîâîå ìíîæåñòâî ïðàâèë P1. Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G1 = (Γ1,Σ,P1,S)
ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ε-ñâîáîäíîé (ïî÷åìó?),
àöèêëè÷íîé (óïð. 3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7

Ëåììà 7 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íóþ
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñëîâà äëèíû íå ìåíåå, ÷åì
äâà, ëèáî ñîñòîÿò èç îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ãðàììàòèêà G2 = (Γ2,Σ,P2,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w ,
ëèáî w ∈ Γ∗ è |w | ≥ 2, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.

1. Ïî ëåììå ëåììû 6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà G � ε-ñâîáîäíàÿ,
àöèêëè÷íàÿ è ëþáîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè G èìååò âèäà A→ w , ãäå ëèáî
w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

2. Ïóñòü â ãðàììàòèêå G åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî A1 → A2. Ïîñêîëüêó G
� àöèêëè÷íà, íàéäóòñÿ òàêèå íåòåðìèíàëû A1,A2, . . . ,Ak , k ≥ 2, Ai 6= Aj

ïðè i 6= j , ÷òî â ãðàììàòèêå G åñòü ïðàâèëà A1 → A2, A2 → A3, . . .,
Ak−1 → Ak , íî íåò ïðàâèëà Ak → Ak+1 íè äëÿ êàêîãî íåòåðìèíàëà Ak+1.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7

Ëåììà 7 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íóþ
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñëîâà äëèíû íå ìåíåå, ÷åì
äâà, ëèáî ñîñòîÿò èç îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ãðàììàòèêà G2 = (Γ2,Σ,P2,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w ,
ëèáî w ∈ Γ∗ è |w | ≥ 2, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.

1. Ïî ëåììå ëåììû 6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà G � ε-ñâîáîäíàÿ,
àöèêëè÷íàÿ è ëþáîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè G èìååò âèäà A→ w , ãäå ëèáî
w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

2. Ïóñòü â ãðàììàòèêå G åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî A1 → A2. Ïîñêîëüêó G
� àöèêëè÷íà, íàéäóòñÿ òàêèå íåòåðìèíàëû A1,A2, . . . ,Ak , k ≥ 2, Ai 6= Aj

ïðè i 6= j , ÷òî â ãðàììàòèêå G åñòü ïðàâèëà A1 → A2, A2 → A3, . . .,
Ak−1 → Ak , íî íåò ïðàâèëà Ak → Ak+1 íè äëÿ êàêîãî íåòåðìèíàëà Ak+1.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7

Ëåììà 7 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íóþ
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñëîâà äëèíû íå ìåíåå, ÷åì
äâà, ëèáî ñîñòîÿò èç îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ãðàììàòèêà G2 = (Γ2,Σ,P2,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w ,
ëèáî w ∈ Γ∗ è |w | ≥ 2, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.

1. Ïî ëåììå ëåììû 6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà G � ε-ñâîáîäíàÿ,
àöèêëè÷íàÿ è ëþáîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè G èìååò âèäà A→ w , ãäå ëèáî
w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

2. Ïóñòü â ãðàììàòèêå G åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî A1 → A2. Ïîñêîëüêó G
� àöèêëè÷íà, íàéäóòñÿ òàêèå íåòåðìèíàëû A1,A2, . . . ,Ak , k ≥ 2, Ai 6= Aj

ïðè i 6= j , ÷òî â ãðàììàòèêå G åñòü ïðàâèëà A1 → A2, A2 → A3, . . .,
Ak−1 → Ak , íî íåò ïðàâèëà Ak → Ak+1 íè äëÿ êàêîãî íåòåðìèíàëà Ak+1.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7

Ëåììà 7 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íóþ
ãðàììàòèêå, ïðàâûå ÷àñòè ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñëîâà äëèíû íå ìåíåå, ÷åì
äâà, ëèáî ñîñòîÿò èç îäíîãî òåðìèíàëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ãðàììàòèêà G2 = (Γ2,Σ,P2,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ w ,
ëèáî w ∈ Γ∗ è |w | ≥ 2, ëèáî w ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.

1. Ïî ëåììå ëåììû 6 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàììàòèêà G � ε-ñâîáîäíàÿ,
àöèêëè÷íàÿ è ëþáîå ïðàâèëî ãðàììàòèêè G èìååò âèäà A→ w , ãäå ëèáî
w ∈ Γ∗, ëèáî w ∈ Σ.

2. Ïóñòü â ãðàììàòèêå G åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî A1 → A2. Ïîñêîëüêó G
� àöèêëè÷íà, íàéäóòñÿ òàêèå íåòåðìèíàëû A1,A2, . . . ,Ak , k ≥ 2, Ai 6= Aj

ïðè i 6= j , ÷òî â ãðàììàòèêå G åñòü ïðàâèëà A1 → A2, A2 → A3, . . .,
Ak−1 → Ak , íî íåò ïðàâèëà Ak → Ak+1 íè äëÿ êàêîãî íåòåðìèíàëà Ak+1.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7 (îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà)

3. Óäàëèì ïðàâèëî Ak−1 → Ak , è äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà Ak → β äîáàâèì
ïðàâèëî Ak−1 → β. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà M áóäåò ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé, áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè èç ï.1. (ïî÷åìó?) è â íåé áóäåò
ìåíüøå ïðàâèë âèäà íåòåðìèíàë â íåòåðìèíàë.

4. Åñëè â ãðàììàòèêå M åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî B1 → B2, òî ïîâòîðÿÿ
äåéñòâèÿ èç ï.2.�3. ïîëó÷èì íîâóþ ãðàììàòèêó M ′. Ïðîäîëæàåì ýòîò
ïðîöåññ, ïîêà íå ïîëó÷èì èñêîìóþ ãðàììàòèêó G2, íå ñîäåðæàùóþ íè
îäíîãî ïðàâèëà âèäà íåòåðìèíàë â íåòåðìèíàë (ïî÷åìó ýòîò ïðîöåññ
êîãäà-íèáóäü çàêîí÷èòñÿ?).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 7 (îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà)

3. Óäàëèì ïðàâèëî Ak−1 → Ak , è äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà Ak → β äîáàâèì
ïðàâèëî Ak−1 → β. Òîãäà ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà M áóäåò ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé, áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâàìè èç ï.1. (ïî÷åìó?) è â íåé áóäåò
ìåíüøå ïðàâèë âèäà íåòåðìèíàë â íåòåðìèíàë.

4. Åñëè â ãðàììàòèêå M åñòü õîòÿ áû îäíî ïðàâèëî B1 → B2, òî ïîâòîðÿÿ
äåéñòâèÿ èç ï.2.�3. ïîëó÷èì íîâóþ ãðàììàòèêó M ′. Ïðîäîëæàåì ýòîò
ïðîöåññ, ïîêà íå ïîëó÷èì èñêîìóþ ãðàììàòèêó G2, íå ñîäåðæàùóþ íè
îäíîãî ïðàâèëà âèäà íåòåðìèíàë â íåòåðìèíàë (ïî÷åìó ýòîò ïðîöåññ
êîãäà-íèáóäü çàêîí÷èòñÿ?).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 8

Ëåììà 8 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íîé
ãðàììàòèêå, íåòåðìèíàëüíûå ÷àñòè ïðàâèë âûâîäîâ êîòîðîé ñîñòîÿò èç äâóõ
ñèìâîëîâ, à òåðìèíàëüíûå � èç îäíîãî ñèìâîëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G3 = (Γ2,Σ,P3,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ α ëèáî α = BC , ëèáî α = a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.

Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ëåììó 7 è çàòåì äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà
A→ B1B2 . . .Bm èç P ââåäåì íîâûå íåòåðìèíàëû D1, . . . ,Dm−2 è çàìåíèì ýòî
ïðàâèëî íà íàáîð íîâûõ ïðàâèë:
A→ B1D1, D1 → B2D2, . . . ,Dm−3 → Bm−2Dm−2, Dm−2 → Bm−1Bm.

Î÷åâèäíî, A⇒∗ B1B2 . . .Bm.

Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B1D1 ⇒ B1B2D2 ⇒ . . .⇒ B1B2 . . .Bm−3Dm−3 ⇒
B1B2 . . .⇒ Bm−3Bm−2Dm−2 ⇒ B1B2 . . .Bm−3Bm−2Bm−1Bm.

Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G3 ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ëåììû (ïî÷åìó?).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 8

Ëåììà 8 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íîé
ãðàììàòèêå, íåòåðìèíàëüíûå ÷àñòè ïðàâèë âûâîäîâ êîòîðîé ñîñòîÿò èç äâóõ
ñèìâîëîâ, à òåðìèíàëüíûå � èç îäíîãî ñèìâîëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G3 = (Γ2,Σ,P3,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ α ëèáî α = BC , ëèáî α = a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.

Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ëåììó 7 è çàòåì äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà
A→ B1B2 . . .Bm èç P ââåäåì íîâûå íåòåðìèíàëû D1, . . . ,Dm−2 è çàìåíèì ýòî
ïðàâèëî íà íàáîð íîâûõ ïðàâèë:
A→ B1D1, D1 → B2D2, . . . ,Dm−3 → Bm−2Dm−2, Dm−2 → Bm−1Bm.

Î÷åâèäíî, A⇒∗ B1B2 . . .Bm.

Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B1D1 ⇒ B1B2D2 ⇒ . . .⇒ B1B2 . . .Bm−3Dm−3 ⇒
B1B2 . . .⇒ Bm−3Bm−2Dm−2 ⇒ B1B2 . . .Bm−3Bm−2Bm−1Bm.

Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G3 ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ëåììû (ïî÷åìó?).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 8

Ëåììà 8 (îá ýêâèâàëåíòíîñòè ÊÑ ãðàììàòèêè ε-ñâîáîäíîé, àöèêëè÷íîé
ãðàììàòèêå, íåòåðìèíàëüíûå ÷àñòè ïðàâèë âûâîäîâ êîòîðîé ñîñòîÿò èç äâóõ
ñèìâîëîâ, à òåðìèíàëüíûå � èç îäíîãî ñèìâîëà)

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè G = (Γ,Σ,P,S) ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé
ε-ñâîáîäíàÿ, àöèêëè÷íàÿ ãðàììàòèêà G3 = (Γ2,Σ,P3,S) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ïðàâèëà âèäà A→ α ëèáî α = BC , ëèáî α = a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.

Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ëåììó 7 è çàòåì äëÿ êàæäîãî ïðàâèëà âèäà
A→ B1B2 . . .Bm èç P ââåäåì íîâûå íåòåðìèíàëû D1, . . . ,Dm−2 è çàìåíèì ýòî
ïðàâèëî íà íàáîð íîâûõ ïðàâèë:
A→ B1D1, D1 → B2D2, . . . ,Dm−3 → Bm−2Dm−2, Dm−2 → Bm−1Bm.

Î÷åâèäíî, A⇒∗ B1B2 . . .Bm.

Äåéñòâèòåëüíî, A⇒ B1D1 ⇒ B1B2D2 ⇒ . . .⇒ B1B2 . . .Bm−3Dm−3 ⇒
B1B2 . . .⇒ Bm−3Bm−2Dm−2 ⇒ B1B2 . . .Bm−3Bm−2Bm−1Bm.

Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G3 ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ëåììû (ïî÷åìó?).

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ëåììà 8
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Íîðìàëüíàÿ ôîðìà Õîìñêîãî

Ãîâîðÿò, ÷òî ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé
ôîðìå Õîìñêîãî (ÍÔÕ), åñëè G ε-ñâîáîäíàÿ è êàæäîå åå ïðàâèëî âûâîäà
èìååò âèä A→ BC , ëèáî A→ a.

Òåîðåìà 2 î íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ãðàììàòèêà â ÍÔÕ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç ëåììû 8.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïî ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêå åé
ýêâèâàëåíòíîé â ôîðìå ÍÔÕ

1. Ïîñòðîèòü ε-ñâîáîäíóþ, àöèêëè÷íóþ ãðàììàòèêó G0, ýêâèâàëåíòíóþ
äàííîé, êàê â ñëåäñòâèè èç òåîðåìû 1.

2. Ïîñòðîèòü ïî ãðàììàòèêå G0 ε-ñâîáîäíóþ, àöèêëè÷íóþ, ýêâèâàëåíòíóþ åé
ãðàììàòèêó G1, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ëèáî íåòåðìèíàëüíû, ëèáî ñîñòîÿò
èç îäíîãî òåðìèíàëà êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 6.
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ãðàììàòèêó G2, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ëèáî íåòåðìèíàëüíûå ñëîâà äëèíû
íå ìåíåå, ÷åì äâà, ëèáî ñîñòîÿò èç îäíîãî òåðìèíàëà êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.

4. Ïîñòðîèòü ïî ãðàììàòèêå G2 èñêîìóþ ãðàììàòèêó G3 â ÍÔÕ, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 8 (òåîðåìû 2).

Åñëè èñõîäíàÿ ãðàììàòèêà G � ïðèâåäåííàÿ, áóäåò ëè ãðàììàòèêà G3 â ÍÔÕ,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîé (óïð.4)?
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4. Ïîñòðîèòü ïî ãðàììàòèêå G2 èñêîìóþ ãðàììàòèêó G3 â ÍÔÕ, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 8 (òåîðåìû 2).

Åñëè èñõîäíàÿ ãðàììàòèêà G � ïðèâåäåííàÿ, áóäåò ëè ãðàììàòèêà G3 â ÍÔÕ,
ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîé (óïð.4)?
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Ïðèìåð 7

Ïðèìåð 7 Ïðèâåñòè ãðàììàòèêó G ê íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî

S → aBa | B
A→ b | C
B → C | a
C → A | bb

1. Èñõîäíàÿ ãðàììàòèêà G óæå ÿâëÿåòñÿ ε-ñâîáîäíîé. Óäàëèì èç íåå
åäèíñòâåííûé öèêë A⇒G C ⇒G A, çàìåíÿÿ êàæäîå âõîæäåíèå
íåòåðìèíàëà C íà A è óäàëÿÿ ïðàâèëî A→ C . Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G0

ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 1 ε-ñâîáîäíà, àöèêëè÷íà è ýêâèâàëåíòíà
ãðàììàòèêå G :

S → aBa | B
A→ b | bb
B → A | a
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Ïðèìåð 7

Ïðèìåð 7 Ïðèâåñòè ãðàììàòèêó G ê íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî

S → aBa | B
A→ b | C
B → C | a
C → A | bb

1. Èñõîäíàÿ ãðàììàòèêà G óæå ÿâëÿåòñÿ ε-ñâîáîäíîé. Óäàëèì èç íåå
åäèíñòâåííûé öèêë A⇒G C ⇒G A, çàìåíÿÿ êàæäîå âõîæäåíèå
íåòåðìèíàëà C íà A è óäàëÿÿ ïðàâèëî A→ C . Ïîëó÷åííàÿ ãðàììàòèêà G0

ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 1 ε-ñâîáîäíà, àöèêëè÷íà è ýêâèâàëåíòíà
ãðàììàòèêå G :

S → aBa | B
A→ b | bb
B → A | a
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

2. Ââåäåì íåòåðìèíàëû Ca è Cb, çàìåíèì â êàæäîì ïðàâèëå òåðìèíàëû a, b
íà íåòåðìèíàëû Ca,Cb è äîáàâèì ïðàâèëà Ca → a, Cb → b. Ïîëó÷åííàÿ
ãðàììàòèêà G1 óäîâëåòâëðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 6, ýêâèâàëåíòíà
ãðàììàòèêå G0, à çíà÷èò è ãðàììàòèêå G :

S → CaBCa | B
A→ Cb | CbCb

B → A | Ca

Ca→ a

Cb→ b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

3. Ïîðÿäîê óäàëåíèÿ ïðàâèë â òåêóùåé ãðàììàòèêå G1:

S

B

A Ca

Cb

(4)

(3)(2)

(1)
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

3. Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà G1:

S → CaBCa | B
A→ Cb | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b

3.1. Â ãðàììàòèêå G2 åñòü ïðàâèëî A→ Cb, íî íåò ïðàâèëà Cb → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî Cb → b. Óäàëÿåì ïðàâèëî
A→ Cb, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî A→ b. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

3. Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà G1:

S → CaBCa | B
A→ Cb | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b

3.1. Â ãðàììàòèêå G2 åñòü ïðàâèëî A→ Cb, íî íåò ïðàâèëà Cb → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî Cb → b. Óäàëÿåì ïðàâèëî
A→ Cb, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî A→ b. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b

3.2. Â ãðàììàòèêå M åñòü ïðàèâèëî B → A, íî íåò ïðàâèëà A→ F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëà A→ b | CbCb. Óäàëÿåì
ïðàâèëî B → A, è äîáàâëÿåì ïðàâèëà B → b | CbCb. Ïîëó÷àåì
ãðàììàòèêó M ′ :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | Ca

Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → A | Ca

Ca → a,Cb → b

3.2. Â ãðàììàòèêå M åñòü ïðàèâèëî B → A, íî íåò ïðàâèëà A→ F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëà A→ b | CbCb. Óäàëÿåì
ïðàâèëî B → A, è äîáàâëÿåì ïðàâèëà B → b | CbCb. Ïîëó÷àåì
ãðàììàòèêó M ′ :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | Ca

Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M ′:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | Ca

Ca → a,Cb → b

3.3. Â ãðàììàòèêå M ′ åñòü ïðàèâèëî B → Ca, íî íåò ïðàâèëà Ca → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî a → a. Óäàëÿåì ïðàâèëî
B → Ca, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî B → a. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M ′′ :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M ′:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | Ca

Ca → a,Cb → b

3.3. Â ãðàììàòèêå M ′ åñòü ïðàèâèëî B → Ca, íî íåò ïðàâèëà Ca → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî a → a. Óäàëÿåì ïðàâèëî
B → Ca, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî B → a. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M ′′ :

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M ′′:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b

3.4. Â ãðàììàòèêå M ′′ åñòü ïðàèâèëî B → Ca, íî íåò ïðàâèëà Ca → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî a → a. Óäàëÿåì ïðàâèëî
B → Ca, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî B → a. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M ′′′ = G2 :

S → CaBCa | b | CbCb | a
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b
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Ïðèìåð 7 (ïðîäîëæåíèå)

Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà M ′′:

S → CaBCa | B
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b

3.4. Â ãðàììàòèêå M ′′ åñòü ïðàèâèëî B → Ca, íî íåò ïðàâèëà Ca → F äëÿ
íåòåðìèíàëà F , è êðîìå òîãî, åñòü ïðàâèëî a → a. Óäàëÿåì ïðàâèëî
B → Ca, è äîáàâëÿåì ïðàâèëî B → a. Ïîëó÷àåì ãðàììàòèêó M ′′′ = G2 :

S → CaBCa | b | CbCb | a
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
Ca → a,Cb → b

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 6



Ïðèìåð 7 (îêîí÷àíèå)

4. Òåêóùàÿ ãðàììàòèêà G2:

S → CaBCa | b | B1Cb | a
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
A1 → a,Cb → b

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ó êîòîðûõ äëèíû áîëüøå äâóõ.
Çàìåíèì åäèíñòâåííîå òàêîå ïðàâèëî S → CaBCa íà ïðàâèëà S → CaD,
D → BCa, è ìû ïîëó÷èì ãðàììàòèêó â íîðìàëüíîé ôîðìå Õîìñêîãî.

S → CaD | b | CbCb | a
A→ b | CbCb

B → b | CbCb | a
D → BCa

A1 → a,Cb → b
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