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ε-ñâîáîäíàÿ ãðàììàòèêà. Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà. Íåòåðìèíàë A íàçûâàåòñÿ
àííóëèðóþùèì, åñëè A⇒∗ ε.

Ìíîæåñòâî àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ ãðàììàòèêè G îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ann(G ).

ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ ε-ñâîáîäíîé, åñëè îíà ëèáî íå
ñîäåðæèò àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ, ëèáî åå åäèíñòâåííûé
àííóëèðóþùèé íåòåðìèíàë � ýòî àêñèîìà S , è àêñèîìà S íå ñîäåðæèòñÿ
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë âûâîäà ãðàììàòèêè.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè Ann(G ) = ∅ ëèáî
Ann(G ) = {S}.
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Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ann(G )

(1) Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà, íàéäåì ìíîæåñòâî σ = Ann(G )
åå àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.

(2) Ïîëîæèì σ1 = {A ∈ Γ | ñóùåñòâóåò ïðàâèëîA→ ε ∈ P}.
(3) Îïðåäåëèì

σi+1 = σi ∪ {B ∈ Γ | B → α ∈ P, α ∈ (σi )
∗}

(4) Íà íåêîòîðîì øàãå íàéäåòñÿ i òàêîå, ÷òî σi+1 = σi (ïî÷åìó?). Òîãäà
ïîëàãàåì σ = σi .

(5) Äîêàæåì, ÷òî Ann(G ) = σ.
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Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ann(G ) (ïðîäîëæåíèå)

(6) Äîêàæåì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ σ ⊆ Ann(G ). À èìåííî: äîêàæåì èíäóêöèåé
ïî i , ÷òî σi ⊆ Ann(G ).

(7) Á.È.: σ1 ⊆ Ann(G ) (ñì.ï.(1)). Ø.È.: ïóñòü σi ⊆ Ann(G ). È ïóñòü
A ∈ σi+1\σi . Òîãäà â ãðàììàòèêå G åñòü ïðàâèëî A→ α, ãäå α ∈ (σi )

∗. Íî
êàæäûé íåòåðìèíàë èç σi ïî Ï.È. ïðèíàäëåæèò Ann(G ), è çíà÷èò èç íåãî
ìîæíî âûâåñòè ε. Ñëåäîâàòåëüíî, α⇒∗ ε, îòêóäà A⇒∗ ε, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî A ∈ Ann(G ). Ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî σi+1 ⊆ Ann(G ).

(8) Ïîñêîëüêó σ = σi äëÿ íåêîòîðîãî i , ïî ï.(6) èìååì òðåáóåìîå.
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Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ann(G ) (îêîí÷àíèå)

(9) Äîêàæåì, ÷òî Ann(G ) ⊆ σ. Ïóñòü B ∈ Ann(G ). Òîãäà B ⇒∗ ε. Ñíà÷àëà
äîêàæåì, ÷òî âî âñåõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë, ïðèìåíÿåìûõ â âûâîäå
B ⇒∗ ε ó÷àñòâóþò òîëüêî íåòåðìèíàëû.

(10) Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò ïðàâèëî C → α ∈ P, ïðèìåíÿåìîå â âûâîäå
B ⇒∗ ε, íî α 6∈ Γ∗, ò.å. α ñîäåðæèò íåêîòîðûå òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû.
Ïîñêîëüêó ãðàììàòèêà G � ÊÑ, ëåâûå ÷àñòè ïðàâèë, ïðèìåíÿåìûå â
âûâîäå B ⇒∗G ε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèíî÷íûå íåòåðìèíàëüíûå
ñèìâîëû, è ïîýòîìó òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû èç α îñòàþòñÿ âî âñåõ äðóãèõ
ñëîâàõ ýòîãî âûâîäà ïîñëå α. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñàìîå
ïîñëåäíåå ñëîâî âûâîäà - ýòî ε.

(11) Ïóñòü äëèíà âûâîäà B ⇒∗G ε ðàâíà i . Òîãäà, î÷åâèäíî, ïî ïîñòðîåíèþ
ìíîæåñòâ σi èìååì B ∈ σi ⊆ σ.

(12) Èòàê, Ann(G ) ⊆ σ. À çíà÷èò ïî (6)-(8), Ann(G ) = σ.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 5



Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ann(G ) (îêîí÷àíèå)

(9) Äîêàæåì, ÷òî Ann(G ) ⊆ σ. Ïóñòü B ∈ Ann(G ). Òîãäà B ⇒∗ ε. Ñíà÷àëà
äîêàæåì, ÷òî âî âñåõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë, ïðèìåíÿåìûõ â âûâîäå
B ⇒∗ ε ó÷àñòâóþò òîëüêî íåòåðìèíàëû.

(10) Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò ïðàâèëî C → α ∈ P, ïðèìåíÿåìîå â âûâîäå
B ⇒∗ ε, íî α 6∈ Γ∗, ò.å. α ñîäåðæèò íåêîòîðûå òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû.
Ïîñêîëüêó ãðàììàòèêà G � ÊÑ, ëåâûå ÷àñòè ïðàâèë, ïðèìåíÿåìûå â
âûâîäå B ⇒∗G ε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèíî÷íûå íåòåðìèíàëüíûå
ñèìâîëû, è ïîýòîìó òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû èç α îñòàþòñÿ âî âñåõ äðóãèõ
ñëîâàõ ýòîãî âûâîäà ïîñëå α. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñàìîå
ïîñëåäíåå ñëîâî âûâîäà - ýòî ε.

(11) Ïóñòü äëèíà âûâîäà B ⇒∗G ε ðàâíà i . Òîãäà, î÷åâèäíî, ïî ïîñòðîåíèþ
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Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà Ann(G ). Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 1. Äëÿ ãðàììàòèêè G

S → AB | cC
A→ ε | aA
B → AB | ε
C → ABC | c

íàéòè ìíîæåñòâî Ann(G ) åå àííóëèðóþùèõ íåòåðìèíàëîâ.

Ðåøåíèå.

σ1 = {A,B}, ïîñêîëüêó åñòü ïðàâèëà A→ ε, B → ε.

σ2 = σ1 ∪ {S} = {A,B,S}, ïîñêîëüêó åñòü ïðàâèëî S → AB, AB ∈ (σ1)∗.

Ann(G ) = σ = σ3 = σ2 = {A,B,S}, ïîñêîëüêó íåò äðóãèõ ïðàâèë F → α äëÿ
F ∈ Γ, α ∈ (σ2)∗ êðîìå òåõ, êîòîðûå áûëè óêàçàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå.
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ôîðìóëèðîâêà è
äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè èñõîäíîé

Äëÿ ëþáîé ÊÑ ãðàììàòèêè ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ åé ε-ñâîáîäíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(1) Oïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå (Σ ∪ Γ)∗ îòíîøåíèå �G : äëÿ α, β ∈ (Σ ∪ Γ)+

ïîëîæèì α �G β òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî β ïîëó÷åíî èç ñëîâà α
ñòèðàíèåì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòîãî) íåòåðìèíàëîâ èç
Ann(G ), âõîäÿùèõ â ñëîâî α. (Î÷åâèäíî, �G � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
(óïð.1)). Îáîçíà÷èì α �G β, åñëè α �G β, íî α 6= β. Çàìåòèì, ÷òî èç
α �G β ñëåäóåò α⇒G β (óïð.2).
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ïðîäîëæåíèå
äîêàçàòåëüñòâà

(2) Ïóñòü G = (Γ′,Σ,P ′,S ′), ãäå ìíîæåñòâî P ′ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà P
ïðàâèë ãðàììàòèêè G äîáàâëåíèåì ïðàâèë âèäà A→ β äëÿ êàæäîãî
ïðàâèëà A→ α èç P, åñëè A ∈ Γ, α, β ∈ (Σ ∪ Γ)∗, α �G β, è äîáàâëåíèåì
ïðàâèëà S ′ → S â ñëó÷àå, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè õîòÿ áû îäíîãî ïðàâèëà èç
P ïðèñóòñòâóåò íåòåðìèíàë S . Åñëè íåòåðìèíàë S îòñóòñòâóåò âî âñåõ
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë èç P, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî S ′ = S .
Γ′ = Γ ∪ {S ′}.

(3) Äàëåå, ïóñòü G ′′ = (Γ,Σ,P ′′,S ′), ãäå ìíîæåñòâî P ′′ ïîëó÷åíî
èñêëþ÷åíèåì èç ìíîæåñòâà P ′ âñåõ ïðàâèë âûâîäà âèäà A→ ε, B → B è
äîáàâëåíèåì çàòåì ïðàâèëà S ′ → ε â òîì ñëó÷àå, åñëè S ∈ Ann(G ).
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ïðîäîëæåíèå
äîêàçàòåëüñòâà

(4) Ïîêàæåì, ÷òî ãðàììàòèêà G ′′ ε-ñâîáîäíà.

(5) Âî ïåðâûõ, ïî ï.(2) äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû àêñèîìà S ′ îòñóòñòâóåò âî
âñåõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë èç P ′, à çíà÷èò, ïî ï.(3) è â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
ïðàâèë èç P ′′.

(6) Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò íåòåðìèíàë A, íå ÿâëÿþùèéñÿ àêñèîìîé
ãðàììàòèêè G ′′ (ò.å. A 6= S ′), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì â
ãðàììàòèêå G ′′ (ò.å. A ∈ Ann(G ′′)). Òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä A⇒G ′′ ε.
Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ â P ′′ íåò ïðàâèëà A→ ε (ñì. ï.(3)), ýòîò âûâîä
èìååò äëèíó, áîëüøóþ äâóõ. À ýòî çíà÷èò, ÷òî A⇒G ′′ . . .⇒G ′′ w ⇒G ′′ ε,
ãäå w ∈ (Γ ∪ Σ)∗. Òàê êàê è ãðàììàòèêà G ′, è ãðàììàòèêà G ′′ ïî
ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ÊÑ (ñì.ï.(2)�(3)), ñëîâî w ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ïðîäîëæåíèå
äîêàçàòåëüñòâà

(8) Ïîêàæåì, ÷òî L(G ′′) = L(G ).

(9) Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî L(G ′′) ⊆ L(G ).

(10) Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ α1, α2 ∈ (Γ ∪ Σ)+ èç α1 ⇒G ′′ α2 ñëåäóåò
α1 ⇒∗G α2. Åñëè α1 ⇒G ′′ α2, òî α1 = γ1Aγ2, α2 = γ1βγ2 äëÿ íåêîòîðûõ
γ1, γ2, β ∈ (Γ ∪ Σ)∗, A ∈ Γ è ïðàâèëà A→ β ∈ P ′′. Ïðè÷åì β 6= ε ïî ï.(3).
Â ÷àñòíîñòè, A⇒G ′′ β ∈ P ′′. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà P ′′ (ñì. ï.(2)-(3))
òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîâî α ∈ (Γ ∪ Σ)+, ÷òî α �G β. Êàê áûëî îòìå÷åíî â
ï.(1) α⇒∗G β. Ñëåäîâàòåëüíî, γ1Aγ2 ⇒∗G γ1βγ2, ò.å. α1 ⇒∗G α2.

(11) Ïóñòü w ∈ L(G ′′). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w 6= ε.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè w = ε, òî S ′ ⇒∗G ′′ ε. Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ,
÷òî è â ï.(6)�(7), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëèí âûâîäà S ′ ⇒∗G ′′ ε ðàâíà
åäèíèöå, ò.å. S ′ → ε ∈ P ′′. À ýòî ïî ïîñòðîåíèþ P ′′ â ï.(3) îçíà÷àåò, ÷òî
S ∈ Ann(G ), ò.å. w = ε ∈ L(G ).
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ïðîäîëæåíèå
äîêàçàòåëüñòâà

(12) Èòàê, w ∈ L(G ) è w 6= ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò âûâîä
S ⇒G ′′ η1 ⇒G ′′ η2 ⇒G ′′ . . .⇒G ′′ ηi ⇒G ′′ ηi+1 . . .⇒G ′′ w , ãäå
η1, η2, . . . , ηi , ηi+1, . . . ∈ (Γ ∪ Σ)∗, w ∈ Σ∗\{ε}.

(13) Íî òîãäà, ïî ï.(10) èìååì
S ⇒G η1 ⇒G η2 ⇒G . . .⇒G ηi ⇒G ηi+1 . . .⇒G w , ò.å. w ∈ L(G ). Òàêèì
îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî L(G ′′) ⊆ L(G ).
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Òåîðåìà îá ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêå. Ïðîäîëæåíèå
äîêàçàòåëüñòâà

(14) Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî L(G ) ⊆ L(G ′′). Ïóñòü w ∈ L(G ). Òàê æå, êàê â ï.(11)
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè w = ε, òî w ∈ L(G ′′) (óïð.4). Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî w 6= ε.

(15) Âûâîä ñëîâà w â ãðàììàòèêå G ïðåäñòàâëåí íåêîòîðûì äåðåâîì T .
Îáðåæåì ýòî äåðåâî, óäàëèâ âñå ïîääåðåâüÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå âûâîä
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Ïîñòðîåíèå ε-ñâîáîäíîé ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2

Ïðèìåð 2. Äëÿ ãðàììàòèêè G èç ïðèìåðà 1

S → AB | cC
A→ ε | aA
B → AB | ε
C → ABC | c

ïîñòðîèòü ε-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó.

Ðåøåíèå.

Σ = {a, c}, Γ = {S ,A,B,C}.

Ðàíåå, â ïðèìåðå 1, áûëî íàéäåíî ìíîæåñòâî Ann(G ) = {A,B,S}.
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Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)

Ñòðîèì ãðàììàòèêó G = (Γ′,Σ,P ′,S ′) ïî ãðàììàòèêå G êàê â ï.(2)
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû:

Äîáàâëÿåì ïðàâèëà S → A, S → B, S → ε, ïîñêîëüêó AB �G A, AB �G B,
AB �G ε.

Äîáàâëÿåì ïðàâèëî A→ a, ïîñêîëüêó aA �G a.

Äîáàâëÿåì ïðàâèëà B → A, B → B, B → ε, ïîñêîëüêó AB �G A, AB �G B,
AB �G ε.

Äîáàâëÿåì ïðàâèëà C → BC , C → AC , C → C , ïîñêîëüêó ABC �G BC ,
ABC �G AC , ABC �G C .

Ïðàâèëî S ′ → S êàê â ï.(2) íå äîáàâëÿåì, òàê êàê àêñèîìà S îòñóòñòâóåò âî
âñåõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðàâèë èç P. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî S ′ = S .
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Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)

Èìååì ïðîìåæóòî÷íóþ ãðàììàòèêó G ′:

S → AB | A | B | ε | cC
A→ ε | aA | a
B → AB | A | B | ε
C → ABC | BC | AC | C | c

Äàëåå, ïî ãðàììàòèêå G ′ ïîñòðîèì ãðàììàòèêó G ′′ = (Γ,Σ,P ′′,S ′), êàê â ï.(3)
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Èñêëþ÷èì èç ìíîæåñòâà ïðàâèë P ′ ãðàììàòèêè ïðàâèëà S → ε, A→ ε, B → ε,
B → B è C → C è äîáàâèì ïðàâèëî S ′ → ε, ãäå S ′ = S (ñì. ïðåä.ñëàéä),
ïîñêîëüêó S ∈ Ann(G ).
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Ïðèìåð 2 (îêîí÷àíèå)

Èìååì ε-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó G ′′, ýêâèâàëåíòíóþ äàííîé:

S → AB | A | B | ε | cC
A→ aA | a
B → AB | A | B
C → ABC | BC | AC | c
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Ïðèìåð 2. Èëëþñòðàöèÿ äåðåâà âûâîäà ñëîâà caa â G

Ðèñ. 1
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