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Äåðåâüÿ âûâîäà

Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà, S ⇒ α1 ⇒ . . .⇒ αn = w ∈ Σ∗ � âûâîä, òîãäà äåðåâîì
âûâîäà öåïî÷êè w íàçûâàåòñÿ êîðíåâîå äåðåâî, ïîñòðîåííîå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

Êîðåíü äåðåâà ïîìå÷åí àêñèîìîé,
Âñå âíóòðåííèå óçëû äåðåâà ïîìå÷åíû íåòåðìèíàëàìè, ïðè ýòîì åñëè âíóòðåííèé óçåë
ïîìå÷åí íåòåðìèíàëîì A è A→ X1X2 . . .Xs � ïðàâèëî âûâîäà, êîòîðîå áûëî ïðèìåííî â
âûâîäå, òîãäà ó ýòîãî óçëà ñûíîâüÿìè áóäóò óçëû, ïîìå÷åííûå X1,X2, . . .Xs â óêàçàííîì
ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî,
Ëèñòüÿ äåðåâà ïîìå÷åíû òåðìèíàëàìè èëè ε, ïðè ýòîì åñëè óçåë ïîìå÷åí ε, òî ó íåãî íåò
áðàòüåâ.

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì ãðàììàòèêó
S → AB,A→ aA | ε,B → Bb | ε.
Ïîñòðîèì âûâîä öåïî÷êè abb:

S ⇒ AB

⇒ aAB ⇒ aB ⇒ aBb ⇒ aBbb ⇒ abb

Òåïåðü öåïî÷êó abb ìîæíî ïðî÷èòàòü íà
ëèñòüÿõ äåðåâà ïðè èõ îáõîäå ñëåâà íàïðàâî
(òî÷íåå, â ãëóáèíó îò êîðíÿ S , çàïèñûâàÿ
òîëüêî ëèñòüÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ε).
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Ïðèìåð 1 íåîäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêè

(1) Îäíîçíà÷íî ëè ìîæíî âîññòàíîâèòü âûâîä ïî äåðåâó âûâîäà? Ïî÷åìó?

(2) Îäíîçíà÷íî ëè ìîæíî âîññòàíîâèòü äåðåâî âûâîäà ïî öåïî÷êå?

Îòâåòèì íà âîïðîñ (1).
Äëÿ îäíîãî äåðåâà âûâîäà äëÿ äàííîé öåïî÷êè èç (Γ ∪ Σ)∗ ìîæåò áûòü
íåñêîëüêèõ âûâîäîâ. Âñå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë
âûâîäà. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàâîñòîðîííèå (ëåâîñòîðîííèé)
âûâîäû è äð.

Îòâåòèì íà âîïðîñ (2).
Ðàññìîòðèì ãðàììàòèêó

S → S + S | S ∗ S | (S) | x
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Ïðèìåð 1 íåîäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêè

Ïîñòðîéòå äåðåâî âûâîäà öåïî÷êè x + x ∗ x .

Êàêîå äåðåâî ïîëó÷èëîñü?

S

S + S

x S ∗ S

x x

S

S ∗ S

xS + S

x x

Ïî÷åìó ëåâîå äåðåâî �ïðàâèëüíîå�?
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Ïðèìåð 1 íåîäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêè (ïðîäîëæåíèå)

Îáúÿñíåíèå.

Ãðàììàòèêà íå ó÷èòûâàåò ïðèâû÷íûé íàì ïðèîðèòåò îïåðàöèé, íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íîé.

Ëåâîå äåðåâî ìîæíî ïîñòðîèòü ïî âûâîäó

S ⇒

S + S ⇒ x + S ⇒ x + S ∗ S ⇒ x + x ∗ S ⇒ x + x ∗ x

(Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ýòî äåðåâî åùå ïî êàêîìó íèáóäü âûâîäó?)
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Ëåâîå äåðåâî ìîæíî ïîñòðîèòü ïî âûâîäó
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè

Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîñòè
ïðîèçâîëüíîé ãðàììàòèêè.

ÊÑ ãðàììàòèêà G = (Γ,Σ,P,S) íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
ñëîâà w ∈ L(G ) ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî äåðåâî âûâîäà äëÿ w .

Ïëîõèå íîâîñòè :-( íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ñòðîèë áû îäíîçíà÷íóþ
ãðàììàòèêó, ðàñïîçíàþùóþ òîò æå ÿçûê.

Ïîëó÷àåòñÿ, äëÿ îäíîçíà÷íîé ãðàììàòèêè äëÿ êàæäîé öåïî÷êè èç (Γ ∪ Σ)∗

âûâîäîâ èç ìîæåò áûòü è íåñêîëüêî, íî äåðåâî âûâîäà âñåãäà îäíî.
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2

Ïðèìåð 2 Ïîñòðîèì îäíîçíà÷íóþ ãðàììàòèêó, ðàñïîçíàþùóþ òîò æå
ÿçûê, ÷òî è ãðàììàòèêà èç ïðèìåðà 1:

S → S + S | S ∗ S | (S) | x

Ýòà ãðàììàòèêà ðàñïîçíàåò ÿçûê âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ
îïåðàíäîì x è îïåðàòîðàìè +, ∗, ãäå ñêîáêè íóæíû äëÿ èçìåíåíèÿ
ïîðÿäêà âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ. Áóäåì çàïèñûâàòü âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì
ïðèîðèòåòà îïåðàöèé.

Êàæäîå òàêîå âûðàæåíèå èìååò âèä u1 + u2 + . . .+ uk , ëèáî âèä u1, ãäå
êàæäàÿ ñòðîêà ui åñëè è ñîäåðæèò çíàê +, òî îí íàõîäèòñÿ âíóòðè ñêîáîê.
Òîãäà S → S + A | A âûâîäèò ñóììó, à êàæäîå èç ui âûâåäåì èç A.
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)

Êàæäîå èç âûðàæåíèé, âûâîäèìûõ èç A èìååò âèä v1 ∗ v2 . . . ∗ vs , ëèáî
âèä v1, ãäå êàæäîå vi � ýòî ëèáî x , ëèáî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, òîãäà
A→ A ∗ B | B

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, ìîæåò áûòü ëþáûì, ïîýòîìó B → x | (S)

Â èòîãå ïîëó÷èì ãðàììàòèêó

S → S + A | A
A→ A ∗ B | B
B → x | (S)
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå)

Êàæäîå èç âûðàæåíèé, âûâîäèìûõ èç A èìååò âèä v1 ∗ v2 . . . ∗ vs , ëèáî
âèä v1, ãäå êàæäîå vi � ýòî ëèáî x , ëèáî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, òîãäà
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2 (îêîí÷àíèå)

Íàïèøåì, íàïðèìåð, âûâîä âûðàæåíèÿ x ∗ (x + x ∗ x):

S ⇒ A⇒ A ∗ B ⇒ x ∗ B ⇒ x ∗ (S)⇒ x ∗ (S + A)⇒ x ∗ (x + A)⇒
x ∗ (x + A ∗ B)⇒ x ∗ (x + B ∗ B)⇒ x ∗ (x + x ∗ B)⇒ x ∗ (x + x ∗ x)

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàììàòèêà
ïîðîæäàåò íóæíûé íàì ÿçûê, ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà.
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Îäíîçíà÷íûå ãðàììàòèêè. Ïðèìåð 2 (îêîí÷àíèå)
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S ⇒
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