
� 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå (1)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îáúÿñíÿåò íàø èíòåðåñ ê ñàìîñîïðÿæåííûì è

èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðàì.

Òåîðåìà 20.1

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V ñóùåñòâóþò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B è

èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð C òàêèå, ÷òî A = BC. Îïåðàòîð B îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî. Åñëè îïåðàòîð A íåâûðîæäåí, òî îïåðàòîð C òàêæå îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî.

�àâåíñòâî A = BC, ãäå B � ñàìîñîïðÿæåííûé, à C � èçîìåòðè÷åñêèé

îïåðàòîð, íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì îïåðàòîðà A.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå (2)

Íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå òåîðåìó 20.1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Òåîðåìà 20.2

Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä ïîëåì C [íàä ïîëåì R℄ ñóùåñòâóþò

ýðìèòîâà [ñèììåòðè÷åñêàÿ℄ ìàòðèöà B è óíèòàðíàÿ [îðòîãîíàëüíàÿ℄

ìàòðèöà C òàêèå, ÷òî A = BC . Ìàòðèöà B îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Åñëè

ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà, òî ìàòðèöà C òàêæå îïðåäåëåíà

îäíîçíà÷íî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Íåîòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû (1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 20.1, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå

ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè A �

ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

V è x ∈ V , òî A(x) · x = x · A(x) = A(x) · x , è ïîòîìó A(x) · x ∈ R. Ýòî

äåëàåò êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì [ïîëîæèòåëüíûì℄, åñëè

A(x) · x > 0 [ñîîòâåòñòâåííî A(x) · x > 0℄ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V .

Â ñèëó ëåììû 18.1 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ýòî äåëàåò êîððåêòíûì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 20.1

Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íåîòðèöàòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå

åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû.
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Íåîòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, λ

� åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à x � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé

λ. Òîãäà λ(xx) = (λx)x = A(x) · x > 0. Ïîñêîëüêó x 6= 0 (ïî îïðåäåëåíèþ

ñîáñòâåííîãî âåêòîðà), èìååì xx > 0, è ïîòîìó λ > 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V . Â ñèëó òåîðåì 6.1 è 9.3 ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f
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Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Íåîòðèöàòåëüíûå è ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû (3)

Ïðåäëîæåíèå 20.2

Íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð A ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí

íåâûðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 20.1 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà A íåîòðèöàòåëüíû. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â

íåêîòîðîì áàçèñå. ×èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |A| = |A− 0 · E | = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð

A ïîëîæèòåëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íåâûðîæäåí.

Ëåììà 20.1

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V , îïåðàòîð AA∗
íåîòðèöàòåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð AA∗
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîñêîëüêó

(AA∗)∗ = (A∗)∗A∗ = AA∗
. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V èìååì:

(AA∗)(x) · x = A∗
(

A(x)
)

· x = A(x) · (A∗)∗(x) = A(x) · A(x) > 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Êâàäðàòíûé êîðåíü èç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 20.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà óòâåðæäåíèÿ.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ïåðâîå èç íèõ, ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç îïåðàòîðà V,
åñëè U2 = V.
�àçóìååòñÿ, íèîòêóäà íå âûòåêàåò, ÷òî êâàäðàòíûé êîðåíü èç äàííîãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ

îïåðàòîðîâ ýòî òàê.

Ïðåäëîæåíèå 20.3

Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, íåîòðèöàòåëüíûé

îïåðàòîð B, ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåëîæåíèÿ 19.6 áóäåò ïðèâåäåíî ïîçäíåå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Ëåììà î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ

Åùå îäíî óòâåðæäåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 20.1, �

ýòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 20.2 (ëåììà î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ)

Ïóñòü A è B � ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V òàêèå, ÷òî A(x) · A(y) = B(x) · B(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ V .

Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð C â V òàêîé, ÷òî A = BC.

Íàçâàíèå ëåììû 20.2 îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè A è B � îïåðàòîðû, î

êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ýòîé ëåììå, à x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, òî âåêòîðû

A(x) è B(x) èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ïîñêîëüêó

|A(x)| =
√

A(x) · A(x) =
√

B(x) · B(x) = |B(x)|.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Âûâîä òåîðåìû 20.1 èç ïðåäëîæåíèÿ 20.3 è ëåììû 20.2 (1)

Ïîêàæåì, êàê òåîðåìà 20.1 âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 20.3, ëåììû 20.2 è

íåêîòîðûõ áîëåå ðàííèõ óòâåðæäåíèé. Ïî ëåììå 20.1 è ïðåäëîæåíèþ 20.3

ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, íåîòðèöàòåëüíûé (â ÷àñòíîñòè,

ñàìîñîïðÿæåííûé) îïåðàòîð B, ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì èç

îïåðàòîðà AA∗
. Ïóñòü x, y ∈ V . Òîãäà:

A(x)·A(y) = x·A∗
(

A(y)
)

= x·(AA∗)(y) = x·B2(y) = B∗(x)·B(y) = B(x)·B(y).

Ïî ëåììå î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ, A = BC äëÿ íåêîòîðîãî

èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà C. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 20.1

äîêàçàíû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð A íåâûðîæäåí. Ïóñòü A � ìàòðèöà

îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Òîãäà îïåðàòîð

AA∗
èìååò â òîì æå áàçèñå ìàòðèöó A∗A. ßñíî, ÷òî

|A∗
A| = |A⊤ A| = |A⊤ | · |A| = |A⊤| · |A| = |A| · |A| = |A|2.

Èç íåâûðîæäåííîñòè îïåðàòîðà A âûòåêàåò, ÷òî |A| 6= 0, à çíà÷èò è

|A∗A| = |A|2 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð AA∗
íåâûðîæäåí. Ïîýòîìó èç

ëåììû 20.1 è ïðåäëîæåíèÿ 20.2 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð AA∗
ïîëîæèòåëåí.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Âûâîä òåîðåìû 20.1 èç ïðåäëîæåíèÿ 20.3 è ëåììû 20.2 (2)

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà B âûòåêàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà B � ýòî êîðíè êâàäðàòíûå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà

AA∗
. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð B òàêæå ïîëîæèòåëåí. Âíîâü ïðèìåíÿÿ

ïðåäëîæåíèå 20.2, ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð B íåâûðîæäåí. Íî òîãäà

îïåðàòîð C îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì A = BC, ïîñêîëüêó, â
ñèëó ýòîãî ðàâåíñòâà, C = B−1A. Ýòî äîêàçûâàåò òðåòüå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 20.1.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 20.3 è ëåììó 20.2.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 20. Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå



Òåîðåìà î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè (êîììåíòàðèé)

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 20.1 âûòåêàåò, ÷òî åå �îðìóëèðîâêó, à òàêæå

�îðìóëèðîâêó òåîðåìû 20.2, ìîæíî íåñêîëüêî óñèëèòü. À èìåííî:

ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð B, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â òåîðåìå 20.1,

îáÿçàí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, à â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð A
íåâûðîæäåí, � ïîëîæèòåëüíûì;

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â òåîðåìå

20.2, íåîòðèöàòåëüíû, à â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà, �

ïîëîæèòåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíûé (â

÷àñòíîñòè, ñàìîñîïðÿæåííûé) îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî

îäèí îïåðàòîð B òàêîé, ÷òî B2 = A.
Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî òåîðåìå 18.1 ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f
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,
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2
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ïðåäëîæåíèþ 20.1 âñå îíè íåîòðèöàòåëüíû. Îïåðàòîð B, èìåþùèé â
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2
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,

íåîòðèöàòåëåí â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 20.1. ßñíî, ÷òî B2 = A, è ïîòîìó

B2 = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3 (2)

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü α
1

, α
2

, . . . , αs � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî λ
1

= · · · = λk
1

= α
1

, λk
1

+1 = · · · = λk
2

= α
2

, . . . ,

λks−1

+1 = · · · = λn = αs . Òîãäà

A =









α
1

E
1

O . . . O

O α
2

E
2

. . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . αsEs









,

ãäå E
1

,E
2

, . . . ,Es � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ k
1

, k
2

, . . . , ks
ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç O îáîçíà÷åíû íóëåâûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ

ðàçìåðîâ. Ìàòðèöà B èìååò âèä

B =









√
α
1

E
1

O . . . O

O
√
α
2

E
2

. . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . .
√
αsEs









.

Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî C2 = A.
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî C = B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìàòðèöó îïåðàòîðà C
â áàçèñå f

1

, f

2

, . . . , fn. Òîãäà C 2 = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3 (3)

�àçîáüåì ìàòðèöó C íà áëîêè òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è ó ìàòðèöû A:

C =









C
11

C
12

. . . C
1s

C
21

C
22

. . . C
2s

. . . . . . . . . . . . . . .

Cs1 Cs2 . . . Css









.

Òîãäà ó ìàòðèöû AC áëîê â ïîçèöèè (i , j) ðàâåí αiCij , à ó ìàòðèöû CA â

òîé æå ïîçèöèè ñòîèò áëîê αjCij . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AC = C 3 = CA, ïîëó÷àåì,

÷òî αiCij = αjCij , îòêóäà (αi − αj )Cij = O. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè i 6= j ,

òî Cij = O. Òàêèì îáðàçîì,

C =









C
11

O . . . O

O C
22

. . . O

. . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . Css









.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè f

1

, f

2

, . . . ,

fk
1

. Èç ñòðîåíèÿ ìàòðèöû C âèäíî, ÷òî C(fi) ∈ M äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . , k
1

. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî M èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà C.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3 (4)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ M è x = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xk
1

fk
1

, òî

A(x) = A(x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xk
1

fk
1

) = x
1

A(f
1

) + x
2

A(f
2

) + · · ·+ xk
1

A(fk
1

) =

= x
1

α
1

f

1

+ x
2

α
1

f

2

+ · · ·+ xk
1

α
1

fk
1

= α
1

(x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xk
1

fk
1

) = α
1

x.

Â ÷àñòíîñòè, A(fi) = α
1

fi äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k
1

.

Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà C íà ïîäïðîñòðàíñòâî M � ýòî íåîòðèöàòåëüíûé

îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé C
11

. Âûáåðåì â M îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ g

1

, g

2

,

. . . , gk
1

, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà C. Ïóñòü γ
1

, γ
2

,

. . . , γk
1

� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûì âåêòîðàì g

1

, g

2

, . . . , gk
1

ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . , k
1

èìååì

α
1

fj = A(fj ) = C2(fj ) = C
(

C(fj )
)

= C(γj fj ) = γ
2

j fj .

Èòàê, γ2j = α
1

. Ïîñêîëüêó γj > 0, èìååì γj =
√
α
1

. Òàêèì îáðàçîì,

γ
1

= γ
2

= · · · = γk
1

=
√
α
1

. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k
1

ðàçëîæèì âåêòîð fi

ïî áàçèñó g

1

, g

2

, . . . , gk
1

: fi = xi1g
1

+ xi2g
2

+ · · ·+ xik
1

gk
1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 20.3 (5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

C(fi) = C(xi1g
1

+ xi2g
2

+ · · ·+ xik
1

gk
1

) =

= xi1C(g
1

) + xi2C(g
2

) + · · ·+ xik
1

C(gk
1

) =

= xi1γ1g
1

+ xi2γ2g
2

+ · · ·+ xik
1

γk
1

gk
1

=

= xi1
√
α
1

g

1

+ xi2
√
α
1

g

2

+ · · ·+ xik
1

√
α
1

gk
1

=

=
√
α
1

(xi1g
1

+ xi2g
2

+ · · ·+ xik
1

gk
1

) =
√
α
1

fi .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

C
11

=









√
α
1

0 . . . 0

0

√
α
1

. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . .
√
α
1









=
√
α
1

E ,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k
1

. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, äëÿ

âñÿêîãî i = 2, . . . , s, Cii =
√
αiE , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà ki .

Ñëåäîâàòåëüíî, C = B, è ïîòîìó C = B.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ. Èç óñëîâèÿ

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A(x) · A(x) = B(x) · B(x). Îòñþäà âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî A(x) = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B(x) = 0, ò. å. ÷òî KerA = KerB. Ïîëîæèì
dimV = n. Ïî òåîðåìå î ðàíãå è äå�åêòå

r(A) = n − dimKerA = n − dimKerB = r(B),

ò. å. dim ImA = dim ImB. Ïîëîæèì r = dim ImA = dim ImB. Âûáåðåì â

ImA íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f

1

, f
2

, . . . , fr . Ïîñêîëüêó

f

1

, f
2

, . . . , fr ∈ ImA, äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , r ñóùåñòâóåò âåêòîð gi ∈ V

òàêîé, ÷òî A(gi) = fi . Ïîëîæèì hi = B(gi ) äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , r . Òîãäà

hihj = B(gi) · B(gj) = A(gi ) · A(gj ) = fi fj =

{

1, åñëè i = j ,

0, åñëè i 6= j .

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû h

1

, h
2

, . . . , hr îðòîãîíàëüíû è îòëè÷íû îò 0

(ïîñêîëüêó |hi | = 1 äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n), à çíà÷èò, ëèíåéíî

íåçàâèñèìû (ñì. òåîðåìó 13.1). Èõ ÷èñëî ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà

ImB. Êðîìå òîãî, èõ äëèíû ðàâíû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ImB.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ (2)

Ïóñòü fr+1, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (ImA)⊥, à
hr+1, . . . , hn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (ImB)⊥. Òîãäà
f

1

, f
2

, . . . , fn è h

1

, h
2

, . . . , hn � äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

V . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 19.1 îïåðàòîð C, îïðåäåëÿåìûé ïðàâèëîì

C(hi ) = fi äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n, áóäåò èçîìåòðè÷åñêèì.

Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ A, B è C íà âåêòîðû fi , gi , hi ìîæíî

ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

fi

gi

hi

AB

C
Ïîêàæåì, ÷òî A = BC. Ïóñòü x ∈ V . �àçëîæèì âåêòîð A(x) ïî áàçèñó
f

1

, f
2

, . . . , fr ïðîñòðàíñòâà ImA: A(x) = α
1

f

1

+ α
2

f

2

+ · · ·+ αr fr . Òîãäà

A(x) = α
1

f

1

+ α
2

f

2

+ · · ·+ αr fr = α
1

A(g
1

) + α
2

A(g
2

) + · · ·+ αrA(gr ) =

= A(α
1

g

1

+ α
2

g

2

+ · · ·+ αrgr ).

Ïîëàãàÿ y = α
1

g

1

+ α
2

g

2

+ · · ·+ αrgr , èìååì A(x) = A(y), è ïîòîìó

A(x− y) = A(x)−A(y) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, x− y ∈ KerA.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î ìåòðè÷åñêè ðàâíûõ îïåðàòîðàõ (3)

Ïîñêîëüêó KerA = KerB, ïîëó÷àåì, ÷òî B(x)− B(y) = B(x− y) = 0, è

ïîòîìó

B(x) = B(y) = B(α
1

g

1

+ α
2

g

2

+ · · ·+ αrgr ) =

= α
1

B(g
1

) + α
2

B(g
2

) + · · ·+ αrB(gr ) =
= α

1

h

1

+ α
2

h

2

+ · · ·+ αrhr .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(BC)(x) = C
(

B(x)
)

= C(α
1

h

1

+ α
2

h

2

+ · · ·+ αrhr ) =

= α
1

C(h
1

) + α
2

C(h
2

) + · · ·+ αrC(hr ) = α
1

f

1

+ α
2

f

2

+ · · ·+ αr fr .

Ìû âèäèì, ÷òî A(x) = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xr fr = (BC)(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ V ,

ò. å. A = BC.

Òåì ñàìûì, ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 20.1.
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