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Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû (1)

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì, åñëè xy = A(x) · A(y) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

x, y ∈ V .

Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ñîõðàíÿþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Îòñþäà

àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò, ÷òî èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ñîõðàíÿþò äëèíû

âåêòîðîâ, òàê êàê |x| = √
xx =

√

A(x) · A(x) = |A(x)|. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 19.1

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |x| = |A(x)| äëÿ
âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïî óñëîâèþ xx = A(x) · A(x) äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V .

Ñëåäîâàòåëüíî, (x+ y)(x+ y) = A(x+ y) · A(x+ y) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

x, y ∈ V .
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Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû (2)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

xx+ xy+ yx+ yy =
(

A(x) +A(y)
)(

A(x) +A(y)
)

=

= A(x) · A(x) +A(x) · A(y) +A(y) · A(x) +A(y) · A(y) =

= xx+A(x) · A(y) +A(y) · A(x) + yy.

Ñëåäîâàòåëüíî,

xy+ yx = A(x) · A(y) +A(y) · A(x). (1)

Åñëè ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî (1) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

2xy = 2A(x) · A(y), îòêóäà xy = A(x) · A(y), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V óíèòàðíî. Ïîäñòàâèì â (1)

âìåñòî x âåêòîð ix. Ïîñêîëüêó

(ix)y+ y(ix) = ixy+ i yx = ixy− iyx, à

A(ix) · A(y) +A(y) · A(ix) = iA(x) · A(y) + i A(y) · A(x) =

= iA(x) · A(y)− iA(y) · A(x),

èìååì ixy− iyx = iA(x) · A(y)− iA(y) · A(x). Ñîêðàòèâ íà i , ïîëó÷àåì, ÷òî

xy− yx = A(x) · A(y)−A(y) · A(x). (2)

Ñêëàäûâàÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì 2xy = 2A(x) · A(y), îòêóäà
xy = A(x) · A(y).
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Ïðèìåðû èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Ñîõðàíåíèå óãëîâ

èçîìåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè

Òåîðåìà 19.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïîâîðîòû è ñèììåòðèè â

ïðîñòðàíñòâàõ R
2

è R
3

ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè. Áîëåå

òîãî, êàê ìû óâèäèì íèæå, äåéñòâèå ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå â íåêîòîðîì ñìûñëå ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòàì è

ñèììåòðèÿì.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà è îïðåäåëåíèÿ óãëà ìåæäó

âåêòîðàìè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 19.1

Åñëè A � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , à

x, y ∈ V , òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y ðàâåí óãëó ìåæäó âåêòîðàìè A(x)
è A(y).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå îá óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå èìååò ñìûñëà,

ïîñêîëüêó â óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè íå îïðåäåëåí.
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Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû è îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû (1)

Ïðåäëîæåíèå 19.1

Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) A � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð;

á) A ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

V â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ;

â) A ïåðåâîäèò íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V â

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. à)=⇒ á). Ïóñòü f

1

, f

2

, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Èç òåîðåìû 19.1 âûòåêàåò, ÷òî |A(fi)| = |fi | = 1 äëÿ

âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n, à èç îïðåäåëåíèÿ èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà

ñëåäóåò, ÷òî A(fi ) · A(fj ) = fi fj = 0 äëÿ ëþáûõ i , j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j .

Ñëåäîâàòåëüíî, A(f
1

), A(f
2

), . . . , A(fn) � îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Èç òåîðåìû 13.1 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû A(f
1

), A(f
2

),
. . . , A(fn) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà V , è ïîòîìó îíè îáðàçóþò åãî áàçèñ.
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Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû è îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû (2)

Èìïëèêàöèÿ á)=⇒ â) î÷åâèäíà.

â)=⇒ à) Ïóñòü F : f
1

, f

2

, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V òàêîé,

÷òî íàáîð âåêòîðîâ G : A(f
1

), A(f
2

), . . . , A(fn) òîæå ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â V . �àçëîæèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ V

ïî áàçèñó F : x = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xnfn. Òîãäà ðàçëîæåíèå âåêòîðà A(x) ïî
áàçèñó G èìååò âèä: A(x) = x

1

A(f
1

) + x
2

A(f
2

) + · · ·+ xnA(fn). Âû÷èñëÿÿ xx

ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðà x â áàçèñå F è A(x) · A(x) ïî êîîðäèíàòàì
âåêòîðà A(x) â áàçèñå G , ïîëó÷èì îäíî è òî æå âûðàæåíèå

x
1

x
1

+ x
2

x
2

+ · · ·+ xn xn . Ñëåäîâàòåëüíî, xx = A(x) · A(x), ò. å. îïåðàòîð A
èçîìåòðè÷åí.
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Êðèòåðèé èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà

Ïðåäëîæåíèå 19.2 (êðèòåðèé èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà)

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AA∗ = E .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â

V è x, y ∈ V . Òîãäà

xy = A(x) · A(y) = x · A∗
(

A(y)
)

= x · (AA∗)(y).

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî xy = x · (AA∗)(y) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

x ∈ V , èç îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì âûòåêàåò, ÷òî (AA∗)(y) = y. Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ V , ïîëó÷àåì, ÷òî AA∗ = E .
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü AA∗ = E è x, y ∈ V . Òîãäà

xy = x · (AA∗)(y) = x · A∗
(

A(y)
)

= (A∗)∗(x) · A(y) = A(x) · A(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, A � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.
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Íîðìàëüíîñòü èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Èç êðèòåðèÿ èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 19.1

Âñÿêèé èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 19.2 A∗ = A−1

, è ïîòîìó A∗A = E = AA∗
.
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Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü A �

ëèíåéíûé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V , èìåþùèé â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå F ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöó A. Îáîçíà÷èì

÷åðåç U óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî dimU = dimV . Çà�èêñèðóåì

íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ G ïðîñòðàíñòâà U è îáîçíà÷èì

÷åðåç AC ëèíåéíûé îïåðàòîð â U, èìåþùèé â ýòîì áàçèñå ìàòðèöó A.

Îïåðàòîð AC íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñè�èêàöèåé îïåðàòîðà A. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå F ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé îïåðàòîðà AC â

áàçèñå G , ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 19.2

Îïåðàòîðû A è AC èìåþò îäèí è òîò æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 19. Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû



Ýêâèâàëåíòíîñòü èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà è åãî êîìïëåêñè�èêàöèè

Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå êðèòåðèÿ èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà.

Ñëåäñòâèå 19.2

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èçîìåòðè÷åí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð AC èçîìåòðè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå òîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóåò ýòîò

îïåðàòîð. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà AC, åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå òîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóåò ýòîò

îïåðàòîð, ðàâíà A. Èç êðèòåðèÿ èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà è ëåììû 7.1

òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî èçîìåòðè÷íîñòü îïåðàòîðîâ A è AC ýêâèâàëåíòíà

îäíîìó è òîìó æå ðàâåíñòâó A∗A = E .
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Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Ëåììà 19.1

Åñëè λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èçîìåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî |λ| = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 19.2 îïåðàòîðû A è AC èìåþò îäèí è

òîò æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, à â ñèëó ñëåäñòâèÿ 19.2 îïåðàòîð

AC èçîìåòðè÷åí. Ïîëîæèì

B =

{

A, åñëè A äåéñòâóåò â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå,

AC, åñëè A äåéñòâóåò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òîãäà, â ëþáîì ñëó÷àå, îïåðàòîð B èçîìåòðè÷åí, à λ � åãî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà B,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òîãäà

xx = B(x) · B(x) = (λx)(λx) = λλ xx.

Ñëåäîâàòåëüíî, λλ = 1, îòêóäà |λ|2 = 1 è |λ| = 1.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñïðàâåäëèâî è óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê äîêàçàííîé

òîëüêî ÷òî ëåììå.
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Óíèòàðíûå è îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèÿ

Èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ

óíèòàðíûì, à èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì.

Ñðàâíèâàÿ ýòè îïðåäåëåíèÿ ñ îïðåäåëåíèÿìè óíèòàðíûõ è îðòîãîíàëüíûõ

ìàòðèö, ìû âèäèì, ÷òî

óíèòàðíûå [îðòîãîíàëüíûå℄ ìàòðèöû � ýòî ìàòðèöû óíèòàðíûõ

[îðòîãîíàëüíûõ ℄ îïåðàòîðîâ â óíèòàðíîì [åâêëèäîâîì℄ ïðîñòðàíñòâå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 19. Èçîìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû



Ìàòðèöà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 19.2

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå V óíèòàðåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ F , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì âñå åå äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó òåîðåìû 17.1 ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà.

Íà äèàãîíàëè â ýòîé ìàòðèöå ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (ñì.

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.3). Â ñèëó ëåììû 19.1 ýòè ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå F ÷åðåç A.

Òîãäà ìàòðèöà A∗
â áàçèñå F ðàâíà A∗ = A⊤

, è ïîòîìó òàêæå

äèàãîíàëüíà. Ìàòðèöà AA∗
òàêæå äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì íà åå ãëàâíîé

äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà âèäà λλ, ãäå λ � ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè ìàòðèöû A. Ïîñêîëüêó λλ = |λ|2 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî AA∗ = E .

Ñëåäîâàòåëüíî, AA∗ = E . Èç êðèòåðèÿ èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà

âûòåêàåò, ÷òî A � óíèòàðíûé îïåðàòîð.
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Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà (1)

Òåîðåìà 19.3

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V îðòîãîíàëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ F , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäûé

äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà èìååò ëèáî âèä (r), ãäå r ∈ {1,−1}, ëèáî âèä

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

(3)

äëÿ íåêîòîðîãî ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó òåîðåìû 17.2 ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A
êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäàÿ äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà èìååò ëèáî

âèä (r) äëÿ íåêîòîðîãî r , ëèáî âèä

r

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

äëÿ íåêîòîðûõ r è ϕ.
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Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà (2)

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 17.1 è 17.2 âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå r �

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, à âî âòîðîì r � ìîäóëü íåêîòîðîãî

êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà

ñëåäñòâèå 19.2 è ëåììó 19.1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå F ÷åðåç A.

Òîãäà ìàòðèöà A∗
â áàçèñå F ðàâíà A⊤

. Êàæäàÿ êëåòêà

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû èç �îðìóëèðîâêè òåîðåìû ïðè

óìíîæåíèè íà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó äàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Â

ñàìîì äåëå, åñëè r ∈ {1,−1}, òî (r) · (r) = (1), à åñëè

A =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

,

òî

AA
⊤ =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

·
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

=

(

1 0

0 1

)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, AA∗ = E . Èç êðèòåðèÿ èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà

âûòåêàåò, ÷òî A � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð.
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Äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà

Ïóñòü f

1

, f

2

, . . . , fn � òîò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â

êîòîðîì ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà A èìååò âèä, óêàçàííûé â

òåîðåìå 19.3. Åñëè êëåòêà ìàòðèöû A èìååò âèä (r) è ðàñïîëîæåíà,

ñêàæåì, â k-ì ñòîëáöå ìàòðèöû A, òî îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A íà

ïîäïðîñòðàíñòâî 〈fk〉 ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ ëèáî òîæäåñòâåííûì

îïåðàòîðîì (åñëè r = 1), ëèáî îïåðàòîðîì −E (åñëè r = −1). Âî âòîðîì

ñëó÷àå îãðàíè÷åíèå A íà óêàçàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðèåé. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êëåòêà ìàòðèöû A èìååò âèä (3)

äëÿ íåêîòîðîãî ϕ è ðàñïîëîæåíà, ñêàæåì, â k-ì è (k + 1)-ì ñòîëáöàõ

ìàòðèöû A. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî 〈fk , fk+1〉 ïðîñòðàíñòâà V èçîìîð�íî

R
2

, è îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ (ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç �îðìóë ïîâîðîòà ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè íà óãîë ϕ, èçâåñòíûõ èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè). Òàêèì îáðàçîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äåéñòâèå

èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê

ñèììåòðèÿì è ïîâîðîòàì.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (1)

Ïðåäëîæåíèå 19.3

Íîðìàëüíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà âûøå (ñì. ëåììó 19.1).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V óíèòàðíî. Â

ñèëó òåîðåìû 17.1 ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A
äèàãîíàëüíà. ×èñëà, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ýòîé ìàòðèöû, � ýòî

â òî÷íîñòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A. Ïî óñëîâèþ ìîäóëè

ýòèõ ÷èñåë ðàâíû 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 19.2 îïåðàòîð A èçîìåòðè÷åí.
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èçîìåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ (2)

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî. Â ñèëó òåîðåìû 17.1 ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà A

îïåðàòîðà A êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäàÿ äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà

èìååò ëèáî âèä (r), ëèáî âèä

r ·
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

äëÿ íåêîòîðûõ r è ϕ. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 17.2, â ïåðâîì

ñëó÷àå r � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, à âî âòîðîì r � ìîäóëü

íåêîòîðîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A. Â ñèëó

ëåììû 19.1 â ïåðâîì ñëó÷àå |r | = 1, à âî âòîðîì r = 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå

19.2 îïåðàòîð A èçîìåòðè÷åí.
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