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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A = A∗
, ò. å. åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ x, y ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A(x) · y = x · A(y).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íîðìàëåí.
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Îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü S �

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V . Â ñèëó

òåîðåìû 13.5 V = S ⊕ S⊥
. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà S ïàðàëëåëüíî S⊥

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïîäïðîñòðàíñòâî S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç PS . Èíûìè ñëîâàìè, îïåðàòîð PS

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó èç V åãî îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

íà S . Ïóñòü x, y ∈ V . Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

PS(x) · y = x⊥(y⊥ + y

⊥) = x⊥y⊥
+ x⊥y

⊥ = x⊥y⊥
+ 0 = x⊥y⊥

,

à ñ äðóãîé, �

x · PS(y) = (x⊥ + x

⊥)y
⊥
= x⊥y⊥

+ x

⊥
y

⊥
= x⊥y⊥

+ 0 = x⊥y⊥
.

Ñëåäîâàòåëüíî, PS(x) · y = x · PS(y), ò. å. PS � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (1)

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì C èëè R íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè

A = A
∗
.

Ïðåäëîæåíèå 18.1

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ïðîñòðàíñòâà V ýðìèòîâà;

â) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A ýðìèòîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ à)=⇒ á) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 16.3, à

èìïëèêàöèÿ á)=⇒ â) î÷åâèäíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü èìïëèêàöèþ â)=⇒ à).
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (2)

â)=⇒ à) Ïóñòü P � òîò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A ýðìèòîâà. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç A.

Òîãäà A = A⊤ = A
⊤
, è ïîòîìó A

⊤ = (A⊤)⊤ = A . Ïóñòü x, y ∈ V . Òîãäà

A(x) · y = [A(x)]⊤P · [y]P ïî ïðåäëîæåíèþ 12.2

= [x]⊤P · A⊤ · [y]P ïî �îðìóëå (3) èç � 6

= [x]⊤P · A · [y]P òàê êàê A
⊤ = A

= [x]⊤P · A · [y]P òàê êàê B · C = BC äëÿ ëþáûõ ìàòðèö B è C

= [x]⊤P · [A(y)]P ïî �îðìóëå (2) èç � 6

= x · A(y) ïî ïðåäëîæåíèþ 12.2.

Òàêèì îáðàçîì, A(x) · y = x ·A(y), è ïîòîìó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí.
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè A = A⊤
.

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R ýðìèòîâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé. Ïîýòîìó èç

ïðåäëîæåíèÿ 18.1 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 18.1

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ïðîñòðàíñòâà V ñèììåòðè÷íà;

â) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A ñèììåòðè÷íà.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå

Òåîðåìà 18.1

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà

äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì âñå ÷èñëà íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â

êîòîðîé âñå ÷èñëà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè äåéñòâèòåëüíû, ýðìèòîâà.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 18.1.
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Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

Íåîáõîäèìîñòü. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 18.1

Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî âñå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

îïåðàòîðà A. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ P ïðîñòðàíñòâà V è

îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå. Òîãäà âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî |A− λE | = 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9.3 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿

ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (A− λE)X = O èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

(x
1

, x
2

, . . . , xn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x
1

, x
2

, . . . , xn) â
áàçèñå P. Òîãäà (A− λE)(x) = 0, ò. å. A(x) = λx. Ñëåäîâàòåëüíî,

A(x) · x = (λx) · x = λ · xx è x · A(x) = x · (λx) = λ · xx.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, A(x) · x = x · A(x), è ïîòîìó

λ(xx) = λ (xx), ò. å. (λ− λ ) · xx = 0. Íî xx 6= 0, ïîñêîëüêó x 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ = λ, ò. å. λ ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 18.1

Íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 18.1 â ñëó÷àå óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 18.1 è òåîðåìû 17.1. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî V � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 17.2 â V

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A
êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäàÿ åå äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà ëèáî èìååò

ïîðÿäîê 1, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé âèäà

r ·

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ R è ϕ. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 17.2 âûòåêàåò, ÷òî

âñÿêàÿ êëåòêà âòîðîãî òèïà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó êîðíþ

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ

äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Â ñèëó ëåììû 18.1 â ñëó÷àå ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà òàêèõ êëåòîê íå âîçíèêàåò. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà.

ßñíî, ÷òî íà äèàãîíàëè ýòîé ìàòðèöû ñòîÿò êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A. Â ñèëó ëåììû 18.1 âñå îíè ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.
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Îá ýðìèòîâûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ (1)

Ïðåäëîæåíèå 18.2

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì C ýðìèòîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà T è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè òàêèå, ÷òî D = T ∗AT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà, P �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â V , èìåþùèé â áàçèñå P ìàòðèöó A. Èç ïðåäëîæåíèÿ 18.1

âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí. Â ñèëó òåîðåìû 18.1 â

ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Q, â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç D è ïîëîæèì T = TPQ .

Òîãäà D = T−1AT , à èç ïðåäëîæåíèÿ 13.2 âûòåêàåò, ÷òî T−1 = T ∗
.

Ñëåäîâàòåëüíî, D = T ∗AT .
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Îá ýðìèòîâûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü D = T ∗AT , ãäå ìàòðèöà T óíèòàðíà, à ìàòðèöà D

� äèàãîíàëüíàÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïî

îïðåäåëåíèþ óíèòàðíîé ìàòðèöû T
−1 = T

∗ = T⊤
. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = (T ∗)−1

DT
−1 = (T−1)−1

DT
−1 = TDT

−1

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D⊤ = D ,

èìååì

A
∗ = A⊤ = (TDT−1)⊤ = (T−1)⊤D⊤T⊤ = (T−1)⊤ · D⊤ · T⊤ =

=
(

T−1

)

⊤
DT

−1 =
(

T⊤

)⊤

DT
−1 = (T⊤)⊤DT−1 = TDT

−1 = A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A ýðìèòîâà.

Çàìåíèâ â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ññûëêó íà ïðåäëîæåíèå 13.2

ññûëêîé íà ñëåäñòâèå 13.3, ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 18.2

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì R ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T è äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà D òàêèå, ÷òî D = T⊤AT .
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