
� 17. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ (1)

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè AA∗ = A∗A.

Ëåììà 17.1

Ïóñòü A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà

A, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, òî îí ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A∗
, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì B = A− λE . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà è î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî E∗ = E , èìååì

B∗ = (A− λE)∗ = A∗ − (λE)∗ = A∗ − λ E∗ = A∗ − λ E .

Òàêèì îáðàçîì,

B∗ = A∗ − λ E . (1)

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð B íîðìàëåí, ò. å. ÷òî

BB∗ = B∗B. (2)
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ (2)

Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

x ∈ V âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(BB∗)(x) = B∗
(

B(x)
)

= (A∗ − λE)
(

(A− λE)(x)
)

=

= (A∗ − λE)
(

A(x)− λx
)

=

= A∗(A(x)− λx
)

− λE
(

A(x)− λx
)

=

= A∗(A(x)
)

−A∗(
λx

)

− λ
(

A(x)− λx
)

=

= (AA∗)(x)− λA∗(x)− λA(x) + λλx

è (B∗B)(x) = B
(

B∗(x)
)

= (A− λE)
(

(A∗ − λE)(x)
)

=

= (A− λE)
(

A∗(x)− λ x
)

=

= A
(

A∗(x)− λ x
)

− λE
(

A∗(x)− λ x
)

=

= A
(

A∗(x)
)

−A(λ x)− λ
(

A∗(x)− λ x
)

=

= (A∗A)(x)− λA(x)− λA∗(x) + λλ x.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî AA∗ = A∗A, ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî (2).
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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ (3)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2) è òîò �àêò, ÷òî (B∗)∗ = B, èìååì

B∗(x) · B∗(x) = x · B
(

B∗(x)
)

= x · B∗
(

B(x)
)

= (B∗)∗(x) · B(x) =

= B(x) · B(x) = (A− λE)(x) · (A− λE)(x) = 0 · 0 = 0.

Èòàê, B∗(x) · B∗(x) = 0. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî B∗(x) = 0. Â ñèëó (1)

èìååì (A∗ − λ E)(x) = 0, ò. å. A∗(x) = λ x.

Ñëåäñòâèå 17.1

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî

ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,

îòíîñÿùèåñÿ ê åãî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ
1

è λ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ëåììû 17.1 âåêòîð y ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì îïåðàòîðà A∗
, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ

2

. Ñ

ó÷åòîì ýòîãî �àêòà, èìååì

λ
1

(xy) = (λ
1

x) · y = A(x) · y = x · A∗(y) = x · (λ
2

y) = λ
2

(xy) = λ
2

(xy),

ò. å. (λ
1

−λ
2

)(xy) = 0. Ïîñêîëüêó λ
1

6= λ
2

, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî xy = 0.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (1)

Â ñëó÷àå óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà

íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà óñòðîåíà ñîâñåì ïðîñòî.

Òåîðåìà 17.1

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå V íîðìàëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ F , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è A∗

â áàçèñå F ÷åðåç A è A
′
ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óñëîâèþ, ìàòðèöà A

äèàãîíàëüíà. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 16.2 A
′ = A

∗ = A⊤
. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöà A
′
òîæå äèàãîíàëüíà. Èç äèàãîíàëüíîñòè ìàòðèö A è A

′
âûòåêàåò,

÷òî AA
′ = A

′
A. Ñ ó÷åòîì ëåììû 7.1, ïîëó÷àåì, ÷òî AA∗ = A∗A.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A íîðìàëåí.

Íåîáõîäèìîñòü áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî dimV .

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè dimV = 1, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 1, à âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà 1 äèàãîíàëüíà.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (2)

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü dimV > 1. Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A èìååò â ïîëå C ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí êîðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à çíà÷èò è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñîáñòâåííûé

âåêòîð.

Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, à f

1

� îðò âåêòîðà x. ßñíî,

÷òî f

1

� ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A. Ïî ëåììå 17.1, f
1

ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A∗
. Ïîëîæèì S = 〈f

1

〉. Ïóñòü dimV = n.

Òîãäà S
⊥
� ïîäïðîñòðàíñòâî â V è dim S

⊥ = dimV − dimS = n − 1.

Â ñèëó âûáîðà âåêòîðà f

1

, A(f
1

) = λf
1

äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C. Åñëè a ∈ S ,

òî a = tf
1

äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ C, è ïîòîìó

A(a) = A(tf
1

) = tA(f
1

) = t(λf
1

) = (tλ)f
1

∈ S .

Ìû âèäèì, ÷òî S èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî S èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A∗

. Â ñèëó ëåììû 16.1 ïîäïðîñòðàíñòâî

S
⊥
òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è A∗

. Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèÿ

ýòèõ îïåðàòîðîâ íà S è S
⊥
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà S è S

⊥

ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàòîðîâ A è A∗
íà V âûòåêàåò

ïåðåñòàíîâî÷íîñòü èõ îãðàíè÷åíèé íà S
⊥
.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 17. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû



Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå (3)

Ïîñêîëüêó dim S
⊥ < dimV , ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â S

⊥
ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f

2

, . . . , fn, â êîòîðîì ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ

îïåðàòîðà A íà S
⊥
äèàãîíàëüíà. Ïîñêîëüêó V = S ⊕ S

⊥
, f

1

, f

2

, . . . , fn �

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Èç ñëåäñòâèÿ 17.1 âûòåêàåò, ÷òî ýòîò áàçèñ

îðòîíîðìèðîâàí. Èç ï. 1) ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà

îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëüíà.
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Î ìàòðèöå íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Èç òåîðåìû 17.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â

óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèé èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà (ñì. òåîðåìó 9.3). Â ñëó÷àå

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìåñòà íå èìååò. Â

ñàìîì äåëå îáîçíà÷èì ÷åðåç U îïåðàòîð ïîâîðîòà ïëîñêîñòè (ò. å.

ïðîñòðàíñòâà R2

) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë α òàêîé, ÷òî

0 < α < π. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, åãî ìàòðèöà â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïëîñêîñòè èìååò âèä

U =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

.

Ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî UU
⊤ = U

⊤
U = E . Â ÷àñòíîñòè,

îïåðàòîð U íîðìàëåí. Â òîæå âðåìÿ, |U − tE | = 1− (2 cosα)t + t
2

.

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ðàâåí D = 4(cos2 α− 1).
Ïîñêîëüêó 0 < α < π, cosα 6= ±1, è ïîòîìó D < 0. Òàêèì îáðàçîì,

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà U íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îïåðàòîð íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, è

òåì áîëåå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ó îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë, íå êðàòíûé π, î÷åâèäíî è èç

ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: ÿñíî, ÷òî åñëè
~x 6= ~

0, òî
~x ∦ U(~x), è ïîòîìó

ðàâåíñòâî U(~x) = t~x íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî t ∈ R.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 17. Íîðìàëüíûå îïåðàòîðû



Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (1)

Òåîðåìà 17.2

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V íîðìàëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ F , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäàÿ

äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà ëèáî èìååò ïîðÿäîê 1, ëèáî èìååò âèä

r ·

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

(3)

äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ R è ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F � òîò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå. Îáîçíà÷èì

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è A∗
â áàçèñå F ÷åðåç A è A

′
ñîîòâåòñòâåííî. Â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 16.2 A
′ = A

⊤
. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A

′

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì êàæäàÿ äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà ëèáî èìååò

ïîðÿäîê 1, ëèáî èìååò âèä

r ·

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (2)

ßñíî, ÷òî êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 1 ïåðåñòàíîâî÷íû. Âñÿêàÿ

ìàòðèöà âèäà (3) ïåðåñòàíîâî÷íà ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ê íåé, ïîñêîëüêó

êàæäîå èç ïðîèçâåäåíèé

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

·

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

è

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

·

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïîðÿäêà 2. Îòñþäà âûòåêàåò âûòåêàåò, ÷òî

AA
′ = A

′
A. Ñ ó÷åòîì ëåììû 7.1, ïîëó÷àåì, ÷òî AA∗ = A∗A.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A íîðìàëåí.

Íåîáõîäèìîñòü áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî dimV .

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè dimV = 1, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 1, à âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà 1 äèàãîíàëüíà.

Øàã èíäóêöèè. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: ó îïåðàòîðà A åñòü õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (äðóãèìè

ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïåðàòîðà A èìååò õîòÿ áû îäèí

äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü). Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî

ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 17.1.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (3)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, à f

1

� îðò

âåêòîðà x. ßñíî, ÷òî f

1

� ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A. Ïî ëåììå
17.1, f

1

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A∗
. Ïîëîæèì S = 〈f

1

〉.
Òîãäà S

⊥
� ïîäïðîñòðàíñòâî â V è dim S

⊥ = dimV − dimS = n − 1.

Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî S ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà tf
1

, ãäå t ∈ R, ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,

â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî A è A∗
. Â ñèëó ëåìì 16.1 è 17.1

ïîäïðîñòðàíñòâî S
⊥
òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è A∗

.

Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà S è S
⊥
ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà S è S
⊥
ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè

îïåðàòîðîâ A è A∗
íà V âûòåêàåò ïåðåñòàíîâî÷íîñòü èõ îãðàíè÷åíèé íà

S
⊥
. Ïîñêîëüêó dim S

⊥ < dimV , ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â S
⊥

ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f

2

, . . . , fn, â êîòîðîì ìàòðèöà

îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà S
⊥
èìååò âèä, óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå

òåîðåìû.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (4)

Ïîñêîëüêó V = S ⊕ S
⊥
, f

1

, f

2

, . . . , fn � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Èç

ñëåäñòâèÿ 17.1 âûòåêàåò, ÷òî ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí. Èç ï. 1)

ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå

ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà S
⊥
äîáàâëåíèåì

îäíîé äèàãîíàëüíîé êëåòêè ðàçìåðà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà

A â áàçèñå f

1

, f

2

, . . . , fn èìååò âèä, óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Ñëó÷àé 2: ó îïåðàòîðà A íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè. �àññìîòðèì

îäèí èç ýòèõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ. Ïîñêîëüêó åãî êîý��èöèåíòàìè

ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îí èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè âèäà

z = s + ti è z = s − ti äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ R. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f

1

, f
2

, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷èì ÷åðåç

A ìàòðèöó îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (5)

Òîãäà A
∗ = A

⊤
(òàê êàê A � ìàòðèöà íàä ïîëåì R) è AA

⊤ = A
⊤
A (òàê

êàê îïåðàòîð A íîðìàëåí). Ñëåäîâàòåëüíî, AA
∗ = A

∗
A. Ïî îïðåäåëåíèþ

îïåðàòîðà AC, åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì áàçèñå ðàâíà A. Ó÷èòûâàÿ ëåììó

7.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ACA
∗
C = A∗

CAC, ò. å. îïåðàòîð AC íîðìàëåí. Ïóñòü U �

òî óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì äåéñòâóåò îïåðàòîð AC, à

g

1

, g
2

, . . . , g
n
� òîò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U, â êîòîðîì

îïåðàòîð AC èìååò ìàòðèöó A. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ψ èç V â U

ïðàâèëîì: åñëè x ∈ V è x = t
1

f

1

+ t
2

f

2

+ · · ·+ tnfn, òî

ψ(x) = t
1

g

1

+ t
2

g

2

+ · · ·+ tngn. ßñíî, ÷òî ψ � èçîìîð�íîå âëîæåíèå V â

U. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî V ⊂ U. Ïðè ýòîì îïåðàòîðû A è AC

äåéñòâóþò íà V îäèíàêîâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îïåðàòîðîâ

A è AC ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, z è z � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà AC.

Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà AC, ñîîòâåòñòâóþùèé z . Òîãäà

AX = zX , ãäå X � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå f

1

, f
2

, . . . , fn.

Ñîïðÿãàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî A = A, ïîëó÷àåì, ÷òî

AX = A · X = AX è zX = z X , îòêóäà AX = z X . Ïóñòü (x
1

, x
2

, . . . , xn)
� êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå f

1

, f
2

, . . . , fn. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f

1

, f
2

, . . . , fn
� âåêòîðû èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V , èìååì

x = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xnfn = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+· · ·+ xnfn = x
1

f

1

+ x
2

f

2

+· · ·+ xn fn.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (6)

Ñëåäîâàòåëüíî, X � ýòî ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå

f

1

, f
2

, . . . , fn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà AC,

ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ z .

Ïóñòü x = (a
1

+ b
1

i , a
2

+ b
2

i , . . . , an + bni) � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå

g

1

, g
2

, . . . , g
n
. Ïîëîæèì a = (a

1

, a
2

, . . . an) è b = (b
1

, b
2

, . . . , bn). Òîãäà
x = a+ bi è a, b ∈ V . ßñíî, ÷òî x = a− bi . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

a =
x+ x

2

è b =
x− x

2i
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîðû A è AC äåéñòâóþò íà V îäèíàêîâî, z = s + ti è

z = s − ti , èìååì

A(a) = AC(a) =
1

2

(

AC(x) +AC( x )
)

=
1

2

(zx+ z x ) =
1

2

(

(s + ti)x+ (s − ti) x
)

=

=
1

2

s(x+ x ) +
1

2

ti(x− x ) =
1

2

s(x+ x ) +
1

2i
ti
2(x− x ) =

=
1

2

s(x+ x )−
1

2i
t(x− x ) = sa− tb.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (7)

Àíàëîãè÷íî,

A(b) = AC(b) =
1

2i

(

AC(x)−AC( x )
)

=
1

2i
(zx− z x ) =

1

2i

(

(s + ti)x− (s − ti)x
)

=

=
1

2i
s(x− x ) +

1

2

t(x+ x ) = ta+ sb.

Ìû âèäèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî A(a),A(b) ∈ 〈a, b〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî S ïðîñòðàíñòâà V , ïîðîæäåííîå

âåêòîðàìè a è b, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A.

Èç ëåììû 17.1 âûòåêàåò, ÷òî x è x � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A∗
C,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì z è z ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà

ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî S èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A∗
. Â ñèëó ëåììû 16.1 ïîäïðîñòðàíñòâî S

⊥
òàêæå èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ A è A∗
. Îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A è A∗

íà S
⊥

ïåðåñòàíîâî÷íû, è ïîòîìó îãðàíè÷åíèå A íà S
⊥
� íîðìàëüíûé îïåðàòîð.

Ïîñêîëüêó

dimS
⊥ = dimV − dim S = n − 2 < dimV ,

â S
⊥
ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f

3

, . . . , fn, â êîòîðîì ìàòðèöà

îãðàíè÷åíèÿ A íà S
⊥
èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, óêàçàííûé â

�îðìóëèðîâêå òåîðåìû.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (8)

Ïîñêîëüêó V = S ⊕ S
⊥
, â ñèëó ï. 1) ïðåäëîæåíèÿ 10.1 îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà S , â êîòîðîì ìàòðèöà

îãðàíè÷åíèÿ A íà S áûëà áû êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà 2 è èìåëà

âèä, óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû. Âåêòîðû x è x ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà AC, ñîîòâåòñòâóþùèìè

åãî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì z è z . Ïî ñëåäñòâèþ 17.1, ýòè äâà

âåêòîðà îðòîãîíàëüíû. Ïîñêîëüêó a è b � âåêòîðû èç åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà V , ab = ba. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, èìååì

0 = x x = (a+ bi)(a − bi) = aa− a(bi) + (bi)a − (bi)(bi) =

= aa− i ab+ iba− i i bb = aa+ iab+ iba− bb =

= aa− bb+ 2iab.

Èç ðàâåíñòâà aa− bb+ 2iab = 0 âûòåêàåò, ÷òî aa− bb = 0 è ab = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a è b îðòîãîíàëüíû, à èõ äëèíû ðàâíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, èõ îðòû f

1

= a

|a|
è f

2

= b

|b|
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ â S . Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî A(a) = sa− tb, à A(b) = ta+ sb. Ïîëîæèì

|a| = |b| = d .
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (9)

Òîãäà

A(f
1

) = A
(

a

d

)

=
1

d
· A(a) =

1

d
(sa− tb) = s ·

a

d
− t ·

b

d
= sf

1

− tf
2

,

A(f
2

) = A
(

b

d

)

=
1

d
· A(b) =

1

d
(ta+ sb) = t ·

a

d
+ s ·

b

d
= tf

1

+ sf
2

.

ßñíî, ÷òî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ (f
1

, f
2

) ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà S . Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå,

ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî S â ýòîì áàçèñå

èìååò âèä

(

s t

−t s

)

.

Çàïèøåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = s + ti â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå

r(cosα+ i sinα). Òîãäà óêàçàííóþ ìàòðèöó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

r ·

(

cosα sinα
− sinα cosα

)

.

Ïîëîæèì ϕ = −α. Òîãäà ýòà ìàòðèöà ïðèìåò âèä

r ·

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

,

ò. å. â òî÷íîñòè òîò âèä, êîòîðûé óêàçàí â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû.
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Ìàòðèöà íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(êîììåíòàðèé)

Îòìåòèì âàæíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî èí�îðìàöèþ, âûòåêàþùóþ èç

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 17.2. Â êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñóùåñòâóþùåé â

ñèëó ýòîé òåîðåìû, êàæäàÿ äèàãîíàëüíàÿ êëåòêà ïîðÿäêà 1 ñîäåðæèò

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà. Åñëè æå ýòà ìàòðèöà ñîäåðæèò êëåòêó

âèäà (3), òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî r(cosϕ+ i sinϕ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà A; â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî r ðàâíî

ìîäóëþ ýòîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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