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Îðèåíòàöèÿ áàçèñà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

15.1. Îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Íà ïðîòÿæåíèè äàííîãî ïàðàãðà�à V � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Â ñèëó òåîðåìû îá èçîìîð�èçìå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V èçîìîð�íî

ïðîñòðàíñòâó R
n
. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî V = R

n
.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç E = {e
1

, e
2

, . . . , en} îáîçíà÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ F åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííûì, åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò E ê F áîëüøå

0, è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì, åñëè ýòîò îïðåäåëèòåëü ìåíüøå 0.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.9 ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò E ê F ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà, â

êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû âåêòîðû áàçèñà F . Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ÿñíî,

÷òî

â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

(èëè îòðèöàòåëüíî) îðèåíòèðîâàííûì â ñìûñëå ââåäåííîãî òîëüêî

÷òî îïðåäåëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îáëàäàåò ýòèì

ñâîéñòâîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå áûëî äàíî â � 3 êóðñà

¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿.
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Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Â ïðîèçâîëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè àíàëîã ïîíÿòèÿ

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ èç âåêòîðíîé àëãåáðû. Ïðåæäå, ÷åì

äàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå, âñïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîãî

¾îáû÷íîãî¿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàâ èõ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåðìèíîâ, ïîÿâèâøèõñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ñì. � 3 êóðñà ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿).

Ïóñòü
~a
1

è
~a
2

� âåêòîðû èç �èçè÷åñêîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à

~b = ~a
1

× ~a
2

. Åñëè âåêòîðû
~a
1

è
~a
2

ëèíåéíî çàâèñèìû (ò. å. êîëëèíåàðíû),

òî

~b = ~
0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð

~b îáëàäàåò ñëåäóþùèìè òðåìÿ

ñâîéñòâàìè:

1) äëèíà âåêòîðà

~b ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ
~a
1

è
~a
2

;

2) âåêòîð

~b îðòîãîíàëåí âåêòîðàì
~a
1

è
~a
2

, à çíà÷èò, ëåæèò â

îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó ýòèìè

âåêòîðàìè;

3) òðîéêà (~a
1

, ~a
2

, ~b) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì

ïðîñòðàíñòâà.
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Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ãäå n > 2, è

a

1

, a
2

, . . . , an−1

∈ V . Åñëè âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an−1

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî èõ

îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî 0. Åñëè æå

âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èõ îáîáùåííûì

âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð b òàêîé, ÷òî:

1) äëèíà âåêòîðà b ðàâíà îáúåìó ïàðàëëåëîòîïà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ a

1

, a
2

, . . . , an−1

;

2) âåêòîð b ëåæèò â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè ê ïîäïðîñòðàíñòâó,

ïîðîæäåííîìó âåêòîðàìè a

1

, a
2

, . . . , an−1

;

3) íàáîð âåêòîðîâ {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà.

Îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an−1

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a

1

× a

2

× · · · × an−1

.
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Äâà çàìå÷àíèÿ îá îáîáùåííîì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè

Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå âûòåêàåò,

÷òî îíî ñóùåñòâóåò. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà

èç (n − 1)-ãî âåêòîðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èõ îáîáùåííîå
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Îáîáùåííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â (n+ 1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ n-àðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé. Ýòî

åäèíñòâåííûé â íàøåì êóðñå ïðèìåð n-àðíîé îïåðàöèè ïðè n > 2.
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Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

Òåîðåìà 15.1

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an−1

èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà V , ãäå n > 2, ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, âåêòîð b,

ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåííûì âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , an−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an−1

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

òðåáóåìûé �àêò íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè âåêòîðû

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ñóùåñòâîâàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = (aij) ìàòðèöó ðàçìåðà n × (n − 1), â
êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an−1

(èëè, ÷òî òî æå

ñàìîå, êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå E). Òàêèì îáðàçîì,

ai = (a
1i , a2i , . . . , ani ) äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n − 1. Ïîñêîëüêó âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , an−1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì

ðàâåí n − 1. Â ñèëó òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû åå ðàíã ïî ìèíîðàì òàêæå

ðàâåí n − 1. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆i ìèíîð

(n − 1)-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A, ïîëó÷åííûé ïðè âû÷åðêèâàíèè èç íåå i-é

ñòðîêè. ßñíî, ÷òî ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò ìèíîðîâ (n − 1)-ãî ïîðÿäêà,
îòëè÷íûõ îò ∆

1

,∆
2

, . . . ,∆n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ

ìèíîðîâ îòëè÷åí îò 0.
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Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì Ai = (−1)i+n ·∆i . ßñíî, ÷òî ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A
1

,A
2

, . . . ,An îòëè÷íî îò 0. Ïóñòü

b = A
1

e

1

+ A
2

e

2

+ · · ·+ Anen. (1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, b = (A
1

,A
2

, . . . ,An). Äîêàæåì, ÷òî âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåííûì âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an−1

.

Ïîëîæèì S = 〈a
1

, a
2

, . . . , an−1

〉. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî b ∈ S⊥
. Ïóñòü

1 6 i 6 n − 1. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1 n−1

a
1i

a
21

a
22

. . . a
2 n−1

a
2i

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an n−1

ani

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòîò îïðåäåëèòåëü ñîäåðæèò äâà îäèíàêîâûõ ñòîëáöà, è

ïîòîìó ðàâåí 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëàãàÿ ∆ ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó,

èìååì

∆ = a
1iA1

+ a
2iA2

+ · · ·+ aniAn = aib.

Èòàê, aib = 0 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, b ∈ S⊥
.
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Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3)

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåêòîðîâ â ýòîì íàáîðå ðàâíî

ðàçìåðíîñòè V , äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïîñêîëüêó âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an−1

ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, èç ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî b ∈ S . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê

ïîêàçàíî âûøå, b ∈ S⊥
. Ïîñêîëüêó S ∩ S⊥ = {0}, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî b = 0.

Íî ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó b = (A
1

,A
2

, . . . ,An) è Ai 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî áàçèñ {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàí. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñó {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b}
èìååò âèä

T =









a
11

a
12

. . . a
1 n−1

A
1

a
21

a
22

. . . a
2 n−1

A
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an n−1

An









.

�àçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

|T | = A
2

1

+ A
2

2

+ · · ·+ A
2

n . (2)

Â ÷àñòíîñòè, |T | > 0, è ïîòîìó áàçèñ {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàí.
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Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (4)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî |b| = V{a
1

,a
2

,...,an−1

}. Çàìåòèì, ÷òî

bb = A
2

1

+ A
2

2

+ · · ·+ A
2

n . (3)

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 14.2 è òîò �àêò, ÷òî aib = 0 äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n − 1, èìååì

T
⊤
T = G{a

1

,a
2

,...,an−1

,b} =













a

1

a

1

a

1

a

2

. . . a

1

an−1

0

a

2

a

1

a

2

a

2

. . . a

2

an−1

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1

a

1

an−1

a

2

. . . an−1

an−1

0

0 0 . . . 0 bb













.

Âû÷èñëèâ îïðåäåëèòåëü ïîñëåäíåé ìàòðèöû ðàçëîæåíèåì ïî ïîñëåäíåé

ñòðîêå è ó÷òÿ ïðåäëîæåíèå 14.4, ïîëó÷èì:

|T⊤
T | = g{a

1

,a
2

,...,an−1

} · bb = (V{a
1

,a
2

,...,an−1

})
2 · |b|2.

Â òî æå âðåìÿ, |T⊤T | = |T⊤| · |T | = |T |2. Ñëåäîâàòåëüíî,
|T |2 = (V{a

1

,a
2

,...,an−1

})
2 · |b|2, îòêóäà |T | = V{a

1

,a
2

,...,an−1

} · |b|. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (2) è (3), ïîëó÷àåì, ÷òî |T | = bb = |b|2. Ìû

âèäèì, ÷òî |b|2 = V{a
1

,a
2

,...,an−1

} · |b|, îòêóäà |b| = V{a
1

,a
2

,...,an−1

}.

Ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äîêàçàíî.
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Ïîñòðîåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5)

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ âåêòîðîì b ñóùåñòâóåò

âåêòîð  òàêîé, ÷òî  ∈ S⊥
, || = V{a

1

,a
2

,...,an−1

} è íàáîð âåêòîðîâ

{a
1

, a
2

, . . . , an−1

, } ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì áàçèñîì

ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñêîëüêó âåêòîð  âõîäèò â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , îí

îòëè÷åí îò 0. Èç òåîðåìû 13.5 âûòåêàåò, ÷òî

dim S⊥ = dimV − dim S = n − (n− 1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç

âåêòîðîâ b è , áóäó÷è íåíóëåâûì, îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà S⊥
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî  = tb äëÿ íåêîòîðîãî t. Ïîñêîëüêó

|| = V{a
1

,a
2

,...,an−1

} = |b|, ïîëó÷àåì, ÷òî t ∈ {1,−1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
1

è T
2

ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà E ê áàçèñàì {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} è

{a
1

, a
2

, . . . , an−1

, } ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè t = −1, ò. å.  = −b, òî â
ìàòðèöàõ T

1

è T
2

âñå ñòîëáöû, êðîìå ïîñëåäíåãî ñîâïàäàþò, à ïîñëåäíèå

ñòîëáöû ïîëó÷àþòñÿ îäèí èç äðóãîãî óìíîæåíèåì íà −1. Ñëåäîâàòåëüíî,
|T

1

| = −|T
2

|. Ïîñêîëüêó áàçèñ {a
1

, a
2

, . . . , an−1

, b} ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàí, |T
1

| > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, |T
2

| < 0, ò. å. áàçèñ

{a
1

, a
2

, . . . , an−1

, } îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî

âûáîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, t = 1, ò. å.  = b.
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Âû÷èñëåíèå îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Çàìå÷àíèå 15.1

Ïóñòü E = {e
1

, e
2

, . . . , en} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

V , a

1

, a
2

, . . . , an−1

� ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ èç V è

ai = (a
1i , a2i , . . . , ani ) äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n − 1. Òîãäà

a

1

× a

2

× · · · × an−1

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
12

. . . a
1 n−1

e

1

a
21

a
22

. . . a
2 n−1

e

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an n−1

en

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðàçëîæèòü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ñèìâîëè÷åñêèé

îïðåäåëèòåëü èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4), òî ïîëó÷èòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü

ðàâåíñòâà (1), êîòîðàÿ, êàê ïîêàçàíî âûøå, ðàâíà a

1

× a

2

× · · · × an−1

.
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Ñâÿçü ñ âû÷èñëåíèåì îáû÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Òðàíñïîíèðîâàâ ìàòðèöó èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) è ïîìåíÿâ â

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå ìåñòàìè ñíà÷àëà n-þ è (n− 1)-þ ñòðîêè, çàòåì

(n− 1)-þ è (n− 2)-þ ñòðîêè, . . . , â êîíöå êîíöîâ, âòîðóþ è ïåðâóþ ñòðîêè,

ìû ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e

1

e

2

. . . en

a
11

a
21

. . . an1
a
12

a
22

. . . an2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1 n−1

a
2 n−1

. . . an n−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Èç 1-ãî è 4-ãî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò, ÷òî

a

1

× a

2

× · · · × an−1

= (−1)n−1 ·∆.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n íå÷åòíî, òî a

1

× a

2

× · · · × an−1

= ∆. Òàêèì îáðàçîì,

â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå �îðìóëà (4) ðàâíîñèëüíà èçâåñòíîé

èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè �îðìóëå âû÷èñëåíèÿ îáû÷íîãî

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ïî èõ êîîðäèíàòàì â ïðàâîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
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Îáîáùåííîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (1)

15.2. Îáîáùåííîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � âåêòîðû èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V ,

ãäå n > 2. Îáîáùåííûì ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an
íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a

1

× a

2

× · · · × an−1

íà âåêòîð

an.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî ïîíÿòèå àíàëîãè÷íî ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ

âåêòîðîâ â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûì

ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì, áóäåì îáîçíà÷àòü îáîáùåííîå ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an ÷åðåç a1a2 · · · an.

Çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

ïðîñòðàíñòâà V â ìàòðèöó ïî ñòîëáöàì è îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç A.

�àçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è ó÷èòûâàÿ

�îðìóëó (4), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñêàëÿðíîìó

ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà a

1

× a

2

× · · · × an−1

íà âåêòîð an, ò. å. îáîáùåííîìó

ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an. Èòàê,

a

1

a

2

· · · an = |A|. (5)

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 15. Îáîáùåííîå âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå



Îáîáùåííîå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (2)

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè åå òðàíñïîíèðîâàíèè,

ðàâåíñòâî (5) àíàëîãè÷íî �îðìóëå âû÷èñëåíèÿ îáû÷íîãî ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïî èõ êîîðäèíàòàì â

ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Â ñèëó òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû, âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |A| = 0. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì

êðèòåðèÿ êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó òðè âåêòîðà â îáû÷íîì

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíè êîìïëàíàðíû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èç

ñëåäñòâèÿ 14.2 è �îðìóëû (5) âûòåêàåò, ÷òî

|a
1

a

2

· · · an| = V{a
1

,a
2

,...,an}.

Ïðè n = 3 ýòî ðàâåíñòâî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an
ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ î íåêîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ â ãåîìåòðè÷åñêîì

ñìûñëå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 15. Îáîáùåííîå âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå


