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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

14.1. Ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ìû äàëåå íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó

âåêòîðàìè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ çàïèñàíû â ñòðîêó è â ñòîëáåö. Â

÷àñòíîñòè, ìû áóäåì çàïèñûâàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â âèäå

Ax = b, ãäå x è b � âåêòîðû, çàïèñàííûå â âèäå ñòîëáöîâ.

Çà�èêñèðóåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b íàä ïîëåì R.

Îïðåäåëåíèå

Ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ m íåèçâåñòíûìè

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x

0

òàêîé, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåêòîðàìè Ax
0

è b ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ èç R
m
.

Çàìå÷àíèå 14.1

Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà, òî åå ïñåâäîðåøåíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ âñå åå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð x

0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ax
0

= b, ò. å. êîãäà ðàññòîÿíèå

ìåæäó âåêòîðàìè Ax
0

è b ðàâíî íóëþ. Ìåíüøå íóëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåêòîðàìè áûòü íå ìîæåò.
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Ïðåäëîæåíèå î ïñåâäîðåøåíèè ñèñòåìû

Ïóñòü A = (Aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà

Ax, ãäå x ïðîáåãàåò ïðîñòðàíñòâî R
n
, îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî â R

m
. Èç

î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
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âûòåêàåò, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè

ìàòðèöû A. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b � ýòî âåêòîð èç ýòîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûì è âåêòîðîì b ìèíèìàëüíî.

Âñþäó äàëåå: ai � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû i-ãî

ñòîëáöà ìàòðèöû A (äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n), H = 〈a
1

, a
2

, . . . , an〉, à b⊥

è b

⊥
� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî H è

îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ b îòíîñèòåëüíî H ñîîòâåòñòâåííî. Èç

ñêàçàííîãî âûøå è çàìå÷àíèÿ 13.3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ïðåäëîæåíèå 14.1

Âåêòîð x

0

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ax
0

= b⊥.
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Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû �ðàìà

Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b

ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ax = b⊥. (1)

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, êàê íàéòè ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû, íå íàõîäÿ

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî H.

Èç òåîðåìû 13.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 14.2

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, {a
1

, a
2

, . . . , ak} �

ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , à A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k , â êîòîðîé

ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà G{a
1

,a
2

,...,ak} = A⊤ A. Â

÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî G{a
1

,a
2

,...,ak} = A⊤A.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)

Òåîðåìà 14.1

Ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b ñîâïàäàåò ñ îáùèì

ðåøåíèåì ñèñòåìû

G{a
1

,a
2

,...,am}x = A
⊤
b, (2)

ãäå a

1

, a

2

, . . . , am � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 14.1 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).

Ïóñòü x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (1), ò. å. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ax
0

= b⊥.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà A⊤
, ïîëó÷èì

A
⊤
Ax

0

= A
⊤
b⊥. (3)

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14.2 ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G{a
1

,a
2

,...,am}x0. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, H = 〈a
1

, a
2

, . . . , am〉. Â ìàòðèöå A⊤
ïî

ñòðîêàì çàïèñàíû âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , am. Âñå îíè ëåæàò â H, è ïîòîìó

îðòîãîíàëüíû ê âåêòîðó b

⊥
. Ñëåäîâàòåëüíî, A⊤

b

⊥ = 0, è ïîòîìó

A
⊤
b = A

⊤(b⊥ + b

⊥) = A
⊤
b⊥ + A

⊤
b

⊥ = A
⊤
b⊥ + 0 = A

⊤
b⊥.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3), ïîëó÷àåì, ÷òî A⊤Ax
0

= A⊤
b, ò.å.

G{a
1

,a
2

,...,am}x0 = A⊤
b. Ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2).

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (2), ò. å. âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî G{a
1

,a
2

,...,am}x0 = A⊤
b. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 14.2, åãî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå A⊤Ax
0

= A⊤
b. Òàêèì îáðàçîì, A⊤(b− Ax

0

) = 0.

Ïîëîæèì  = b− Ax
0

. Â ìàòðèöå A⊤
ïî ñòðîêàì çàïèñàíû âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , am. Èç ðàâåíñòâà A⊤
 = 0 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð  îðòîãîíàëåí ê

êàæäîìó èç âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am, è ïîòîìó ëåæèò â H⊥
. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð Ax
0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am, è ïîòîìó ëåæèò â H. Èòàê, b = Ax
0

+ , ïðè÷åì

Ax
0

∈ H, à  ∈ H⊥
. ßñíî, ÷òî Ax

0

= b⊥ è  = b

⊥
. Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ

îçíà÷àåò, ÷òî x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (1).
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (1)

14.2. Äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ìàòðèöû �ðàìà

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöó �ðàìà ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èëè

íåçàâèñèìîñòè äàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 14.2

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

A = {a
1

, a
2

, . . . , am} èç V ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìàòðèöà �ðàìà ýòîé ñèñòåìû íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà A ëèíåéíî

çàâèñèìà, ò. å. t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ

t
1

, t
2

, . . . , tm, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíî íà a

1

, íà a

2

, . . . , íà am è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû

GA = (aij), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé íàáîð ðàâåíñòâ:















t
1

a
11

+ t
2

a
21

+ · · · + tmam1

= 0,

t
1

a
12

+ t
2

a
22

+ · · · + tmam2

= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t
1

a
1m + t

2

a
2m + · · · + tmamm = 0.

(4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g

1

, g
2

, . . . , gm âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (2)

Ñèñòåìó ðàâåíñòâ (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

t
1

g

1

+ t
2

g

2

+ · · ·+ tmgm = 0. (5)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ìåíüøå m. Ïî òåîðåìå î

ðàíãå ìàòðèöû åå ðàíã ïî ìèíîðàì òàêæå ìåíüøå m. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöà GA âûðîæäåííà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà GA âûðîæäåííà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì ìåíüøå m. Ïî òåîðåìå î

ðàíãå ìàòðèöû åå ðàíã ïî ñòðîêàì òàêæå ìåíüøå m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ

ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tm, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(5), à çíà÷èò è íàáîð ðàâåíñòâ (4). Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû GA,

ýòîò íàáîð ðàâåíñòâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå















t
1

a

1

a

1

+ t
2

a

2

a

1

+ · · · + tmama1 = 0,

t
1

a

1

a

2

+ t
2

a

2

a

2

+ · · · + tmama2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t
1

a

1

am + t
2

a

2

am + · · · + tmamam = 0.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå















(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)a1 = 0,

(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)a2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)am = 0.

Ïîëîæèâ x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam, ïîëó÷èì xa

1

= xa

2

= · · · = xam = 0.

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m óìíîæèì ðàâåíñòâî xai = 0 íà ti è ñëîæèì

ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2) èç � 12, ïîëó÷èì:

0 = t
1

(xa
1

) + t
2

(xa
2

) + · · ·+ tm(xam) =

= x(t
1

a

1

) + x(t
2

a

2

) + · · ·+ x(tmam) =

= x(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam) = xx.

Èòàê, xx = 0. Â ñèëó àêñèîìû 4) t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam = x = 0, ò. å.

ñèñòåìà A ëèíåéíî çàâèñèìà.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû âåêòîð x è ïîäïðîñòðàíñòâî S ïðîñòðàíñòâà ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V . Â � 13 áûë óêàçàí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè x⊥ âåêòîðà x íà S , îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé

x

⊥
âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî S , ðàññòîÿíèÿ ρ(x,S) îò x äî S , à åñëè

ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî åùå è óãëà ϕ(x,S) ìåæäó x è S (ñì.

àëãîðèòì 13.2). Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá èõ íàõîæäåíèÿ. Â îòëè÷èå îò

àëãîðèòìà 13.2, ýòîò íîâûé ñïîñîá èñïîëüçóåò ìàòðèöó �ðàìà.

Ñ ó÷åòîì �îðìóë x = x⊥ + x

⊥
, ρ(x,S) = |x⊥| è cosϕ(x, S) = xx⊥

|x|·|x⊥|
,

äîñòàòî÷íî íàéòè âåêòîð x⊥. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòåí

áàçèñ a

1

, a

2

, . . . , ak ïîäïðîñòðàíñòâà S . Ïîñêîëüêó x⊥ ∈ S , ìîæíî

ðàçëîæèòü x⊥ ïî ýòîìó áàçèñó:

x⊥ = α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αkak . (6)

Êîý��èöèåíòû α
1

, α
2

, . . . , αk íåèçâåñòíû, èõ íàäî íàéòè. Èìååì:

a

1

x = a

1

(x⊥ + x

⊥) = a

1

x⊥ + a

1

x

⊥ = a

1

x⊥ + 0 = a

1

x⊥ =

= a

1

(α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αkak) = α
1

a

1

a

1

+ α
2

a

1

a

2

+ · · ·+ αk a1ak .
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (2)

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ a

1

a

1

, a

1

a

2

, a

1

ak , a1x èçâåñòíû,

ðàâåíñòâî

(a
1

a

1

)α
1

+ (a
1

a

2

)α
2

+ · · ·+ (a
1

ak )αk = a

1

x

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ íåèçâåñòíûìè α
1

, α
2

, . . . , αk .

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé















(a
1

a

1

)α
1

+ (a
1

a

2

)α
2

+ · · · + (a
1

ak)αk = a

1

x,

(a
2

a

1

)α
1

+ (a
2

a

2

)α
2

+ · · · + (a
2

ak)αk = a

2

x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(aka1)α1

+ (aka2)α2

+ · · · + (akak)αk = akx.

Ýòî êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à åå îñíîâíîé ìàòðèöåé

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà �ðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ak . Ýòà ñèñòåìà

âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì S . Â ÷àñòíîñòè, îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 14.2 îñíîâíàÿ ìàòðèöà íàøåé ñèñòåìû íåâûðîæäåííà.

Ïî òåîðåìå Êðàìåðà ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì

ýòî ðåøåíèå ÷åðåç

(

α0

1

, α0

2

, . . . , α0

k

)

. Òîãäà x⊥ = α0

1

a

1

+ α0

2

a

2

+ · · ·+ α0

kak .

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò àëãîðèòì, ñ�îðìóëèðîâàííûé íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (3)

Àëãîðèòì 14.1

Äàíû ïîäïðîñòðàíñòâî S ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V è

âåêòîð x ∈ V . Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì áàçèñ a

1

, a

2

, . . . , ak

ïîäïðîñòðàíñòâà S . �åøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà GX = B, ãäå

G � ìàòðèöà �ðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {a
1

, a
2

, . . . , ak}, à B � ñòîëáåö

äëèíû k , i-é ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí aix (äëÿ i = 1, 2, . . . , k). Ïóñòü

(α
1

, α
2

, . . . , αk) � (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

x⊥ = α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αk ak , x
⊥ = x− x⊥, ρ(x,S) = |x⊥|, à â ñëó÷àå,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, åùå è cosϕ(x,S) = xx⊥
|x|·|x⊥|

.
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ èí�îðìàöèÿ î ñâÿçè îïðåäåëèòåëÿ

ìàòðèöû �ðàìà ñ ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû �ðàìà íàáîðà âåêòîðîâ A â ïðîñòðàíñòâå ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì �ðàìà ýòîãî íàáîðà

âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gA. Òàêèì îáðàçîì, gA = |GA|.

Ïðåäëîæåíèå 14.3

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

A = {a
1

, a
2

, . . . , am} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , à

B = {b
1

, b
2

, . . . , bm} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ïîëó÷åííàÿ èç

ñèñòåìû A ïðèìåíåíèåì ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Òîãäà

gA = gB = |b
1

|2 · |b
2

|2 · . . . · |bm|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî gB = |b
1

|2 · |b
2

|2 · . . . · |bm|2 âûòåêàåò èç òîãî,
÷òî ìàòðèöà GB äèàãîíàëüíà, è íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà âèäà

bibi = |bi |2, ãäå i = 1, 2, . . . ,m. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî gA = gB .
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (2)

Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà (ñì.

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.3), êàæäûé èç âåêòîðîâ b

1

, b
2

, . . . , bm
ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû âåêòîðîâ A ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç

îïåðàöèè ïðèáàâëåíèÿ ê îäíîìó âåêòîðó èç A äðóãîãî âåêòîðà èç A,

óìíîæåííîãî íà íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïóñòü k , ℓ ∈ {1, 2, . . . ,m}, k 6= ℓ, à λ �

ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. Ïîëîæèì

B
′ = {a

1

, a
2

, . . . , ak−1

, ak + λaℓ, ak+1, . . . , am}.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî gA = gB′
. Ïîëîæèì

GB′ = (bij). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû �ðàìà,

bij =



















aiaj , åñëè i 6= k è j 6= k ;

(ai + λaℓ)aj , åñëè i = k è j 6= k ;

ai(aj + λaℓ), åñëè i 6= k è j = k ;

(ai + λaℓ)(ai + λaℓ), åñëè i = j = k .

(7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G
1

ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç GA ïðèáàâëåíèåì ê k-é

ñòðîêå ìàòðèöû GA åå ℓ-é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà λ, à ÷åðåç G
2

� ìàòðèöó,

ïîëó÷åííóþ èç G
1

ïðèáàâëåíèåì ê k-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû G
1

åå ℓ-ãî

ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà λ. Ïîëîæèì G
1

= (a′ij ) è G
2

= (a′′ij ).
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè (3)

ßñíî, ÷òî

a
′
kj = akj + λaℓj = akaj + λaℓaj = (ak + λaℓ)aj ,

à åñëè i 6= k , òî a′ij = aij = aiaj . Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, èìååì

a
′′
kk = a

′
kk + λ a

′
kℓ = akak + λaℓak + λ (akaℓ + λaℓaℓ) =

= akak + λaℓak + λ akaℓ + λλ aℓaℓ = (ak + λaℓ)(ak + λaℓ),

åñëè i 6= k , òî a
′′
ik = a

′
ik + λ a

′
iℓ = aiak + λ aiaℓ = ai (ak + λaℓ),

åñëè j 6= k , òî a
′′
kj = a

′
kj = (ak + λaℓ)aj ,

åñëè i 6= k è j 6= k , òî a
′′
ij = a

′
ij = aij = aiaj .

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ñ (7), ïîëó÷àåì, ÷òî G
2

= GB′
. Òàêèì

îáðàçîì, ìàòðèöà GB′
ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû GA ïóòåì äâóõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ïðèáàâëåíèÿ ê k-é ñòðîêå ìàòðèöû GA

åå ℓ-é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà λ, è ïîñëåäóþùåãî ïðèáàâëåíèÿ ê k-ìó

ñòîëáöó ïîëó÷åííîé ìàòðèöû åå ℓ-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà λ. Â ñèëó

7-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèïà ðàâåíñòâà ñòðîê è ñòîëáöîâ

gA = |GA| = |GB′ | = gB′
.
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Íåîòðèöàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëÿ �ðàìà

Èç ïðåäëîæåíèé 14.2 è 14.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14.1

Îïðåäåëèòåëü �ðàìà ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Åñëè

ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ýòîò îïðåäåëèòåëü áîëüøå 0.
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Ïîíÿòèå ïàðàëëåëîòîïà

14.3. Ïàðàëëåëîòîïû

Îïðåäåëåíèå

Ïàðàëëåëîòîïîì, ïîðîæäåííûì ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ

{a
1

, a
2

, . . . , am} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

âåêòîðîâ èç V âèäà λ
1

a

1

+ λ
2

a

2

+ · · ·+ λmam, ãäå 0 6 λi 6 1 äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . ,m. Îáúåì ïàðàëëåëîòîïà V{a
1

,a
2

,...,am} îïðåäåëÿåòñÿ

èíäóêöèåé ïî m: åñëè m = 1, òî V{a
1

} = |a
1

|, à åñëè m > 1, òî

V{a
1

,a
2

,...,am} = V{a
1

,a
2

,...,am−1

} · d , ãäå d � äëèíà îðòîãîíàëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà am îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà 〈a
1

, a
2

, . . . , am−1

〉.

Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå ïàðàëëåëîòîïà ââåñòè íåëüçÿ, òàê

íåðàâåíñòâà âèäà 0 6 λ 6 1 â ñëó÷àå, êîãäà λ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî,

íå èìåþò ñìûñëà.
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Ïàðàëëåëîòîïû ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé

Ïàðàëëåëîòîï îáîáùàåò ïîíÿòèÿ îòðåçêà, ïàðàëëåëîãðàììà è

ïàðàëëåëåïèïåäà. Â ñàìîì äåëå, òî÷êà X ïðèíàäëåæèò îòðåçêó AB òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

−→
AX = λ

−→
AB, ãäå 0 6 λ 6 1; òî÷êà X ëåæèò âíóòðè

ïàðàëëåëîãàììà ñî ñòîðîíàìè AB è AC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà−→
AX = λ

1

−→
AB + λ

2

−→
AC , ãäå 0 6 λ

1

, λ
2

6 1; íàêîíåö, òî÷êà X ëåæèò âíóòðè

ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè AB, AC è AD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà−→
AX = λ

1

−→
AB + λ

2

−→
AC + λ

3

−→
AD , ãäå 0 6 λ

1

, λ
2

, λ
3

6 1.

À îáúåì ïàðàëëåëîòîïà � ýòî îáîáùåíèå äëèíû îòðåçêà, ïëîùàäè

ïàðàëëåëîãðàììà è îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà. Äëÿ îòðåçêà ýòî âèäíî èç

îïðåäåëåíèÿ, à ñëó÷àè ïàðàëëåëîãðàììà è ïàðàëëåëåïèïåäà

èëëþñòðèðóþò ðèñ. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà è îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

a

1

a

2

b



ℓ

�èñ. 1. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

Çäåñü m = 2, V{a
1

,a
2

} � ïëîùàäü

ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ a

1

è a

2

, V{a
1

} = |a
1

|, ïîä-
ïðîñòðàíñòâî 〈a

1

〉 � ïðÿìàÿ ℓ, îð-

òîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòî-

ðà a

2

îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà � âåêòîð b, è V{a
1

,a
2

} =

|a
1

| · |b| = V{a
1

} · |b|. ×åðåç 

îáîçíà÷åíà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåê-

öèÿ âåêòîðà a

2

íà ïîäïðîñòðàíñòâî

〈a
1

〉.

a

1

a

2

a

3

b



S

�èñ. 2. Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà

Çäåñü m = 3, V{a
1

,a
2

,a
3

} � îáú-

åì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî

íà âåêòîðàõ a

1

, a

2

è a

3

, V{a
1

,a
2

} �

ïëîùàäü S ¾çåëåíîãî¿ ïàðàëëåëî-

ãðàììà, ïîäïðîñòðàíñòâî 〈a
1

, a
2

〉
� ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí

ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì, îðòîãîíàëü-

íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà a

3

îò-

íîñèòåëüíî ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

� âåêòîð b, è V{a
1

,a
2

,a
3

} = S ·|b| =
V{a

1

,a
2

} · |b|. ×åðåç  îáîçíà÷å-

íà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòî-

ðà a

3

íà ïîäïðîñòðàíñòâî 〈a
1

, a
2

〉.
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è îáúåì ïàðàëëåëîòîïà (1)

Ïðåäëîæåíèå 14.4

Åñëè A = {a
1

, a
2

, . . . , am} � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî VA =
√
gA.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè m = 1, òî GA � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 1-ãî ïîðÿäêà,

åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ a

1

a

1

. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå

îáúåìà ïàðàëëåëîòîïà, èìååì gA = a

1

a

1

= |a
1

|2 = V 2

A . Ñëåäîâàòåëüíî,

VA =
√
gA.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü m > 1. Ïóñòü B = {b
1

, b
2

, . . . , bm} �

îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû A ïðèìåíåíèåì

ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Ïîëîæèì

A′ = {a
1

, a
2

, . . . , am−1

} è B ′ = {b
1

, b
2

, . . . , bm−1

}. Èñïîëüçóÿ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è ïðåäëîæåíèå 14.3, ïîëó÷àåì, ÷òî

VA′ =
√
gA′ =

√
gB′ =

√

|b
1

|2 · |b
2

|2 · . . . · |bm−1

|2 = |b
1

| · |b
2

| · . . . · |bm−1

|.
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è îáúåì ïàðàëëåëîòîïà (2)

Ïîëîæèì S = 〈a
1

, a
2

, . . . , am−1

〉. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 13.4 bm ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà am îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà S .

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îáúåìà ïàðàëëåëîòîïà è ïðåäëîæåíèå 14.3, èìååì

VA = VA′ · |bm| = |b
1

| · |b
2

| · . . . · |bm−1

| · |bm| =
√
gA.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R. ×åðåç mod |A| áóäåì
îáîçíà÷àòü ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A.

Ñëåäñòâèå 14.2

Ïóñòü {f
1

, f
2

, . . . , fn} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

V , {a
1

, a
2

, . . . , an} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, à A �

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an â áàçèñå {f
1

, f
2

, . . . , fn}. Òîãäà

V{a
1

,a
2

,...,an} = mod |A|. (8)
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è îáúåì ïàðàëëåëîòîïà (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14.2 A⊤A = G{a
1

,a
2

,...,an}. Ïåðåõîäÿ ê

îïðåäåëèòåëÿì, èìååì g{a
1

,a
2

,...,an} = |A⊤A| = |A⊤| · |A| = |A|2. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 14.3

V{a
1

,a
2

,...,an} =
√
g{a

1

,a
2

,...,an} =
√

|A|2 = mod |A|.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ôîðìóëó (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå �îðìóë äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà è îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà

1

.

1

Â ýòèõ äâóõ �îðìóëàõ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ îáû÷íî ðàñïîëàãàþò íå ïî ñòîëáöàì, à

ïî ñòðîêàì, íî â ñèëó 1-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ýòî íå ñóùåñòâåííî.
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Îïðåäåëèòåëü �ðàìà è ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà

Èç îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà, äàííîãî â � 13,

îïðåäåëåíèÿ îáúåìà ïàðàëëåëîòîïà è ïðåäëîæåíèÿ 14.3 íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14.3

Ïóñòü A = {a
1

, a
2

, . . . , am}, ãäå m > 1, � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà

âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à A′ = {a
1

, a
2

, . . . , am−1

}. Òîãäà
ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà am äî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé

âåêòîðîâ A′
, ðàâíî

√

gA
gA′

.

Ñëåäñòâèå 14.3 ïîçâîëÿåò óêàçàòü òðåòèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó âåêòîðîì x è ïîäïðîñòðàíñòâîì S (ïåðâûå äâà ñïîñîáà ïðèâåäåíû

â � 13 è âûøå â äàííîì ïàðàãðà�å): åñëè b

1

, b

2

, . . . , bk � áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà S , òî ρ(x, S) =
√

gA
gB
, ãäå A = {b

1

, b
2

, . . . , bk , x}, à
B = {b

1

, b
2

, . . . , bk}.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Ïðèëîæåíèÿ ìàòðèöû �ðàìà


