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1 Ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè. Ýêâèâàëåíò-

íîñòü ïîâåðõíîñòåé

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíû òðè îñíîâíûõ ñïîñîáà

çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå: ÿâíûé, íåÿâíûé è ïàðàìåòðè÷å-

ñêèé. ßâíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäàíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå

ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè z = f(x; y), îïðåäåëåííîé â íåêîòîðîé îáëà-

ñòè 
 � R
2
. Òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ îòâå÷àåò èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëå-

íèþ î ïîâåðõíîñòè, íå èìåþùåé ðåáåð, óãëîâ è ïèêîâ, ò.å. ãëàäêîé. Íî

ñâîéñòâî ïîâåðõíîñòè áûòü ãðàôèêîì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò, è ñàìûå ïðîñòûå ïîâåðõíîñòè (íàïðèìåð, ñôåðà),

íå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè íè ïðè êàêîì âûáîðå êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýòî

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ áîëåå îáùåãî ñïîñîáà çàäà-

íèÿ ïîâåðõíîñòåé � íåÿâíîãî:

F (x; y; z) = 0 : (1)

Óðàâíåíèå (1) ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé F (x; y; z) ìîæåò çàäàâàòü ìíî-

æåñòâî, íå îòâå÷àþùåå íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîâåðõíîñòè. Íà-

ïðèìåð, óðàâíåíèå x2 + y2 + z2 = 0 çàäàåò òî÷êó, à óðàâíåíèå x2 +

y2 + z2 + 1 = 0 � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó íà ôóíêöèþ F , êðîìå

ãëàäêîñòè, íóæíî íàëàãàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Åñòåñòâåííûì

óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîáû âñå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

(1), áûëè íåîñîáûìè, ò.å. ÷òîáû â êàæäîé òàêîé òî÷êå õîòÿ áû îäíà èç

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè F áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ. Åñëè, íàïðè-

ìåð,
@F

@z
(x0; y0; z0) 6= 0, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0; z0) ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì (1),

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè z = f(x; y). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

(1) â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè âûãëÿäèò êàê ãðàôèê ãëàäêîé

ôóíêöèè, è åãî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ.

Èçâåñòåí åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé � ïàðàìåòðè÷å-

ñêèé, ïðè êîòîðîì ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïîâåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ â

âèäå

~r = ~r(u; v) = fx(u; v); y(u; v); z(u; v)g ; (2)

ãäå x(u; v); y(u; v); z(u; v) � ãëàäêèå ôóíêöèè â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ 
.

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ (2) ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â ëèíèþ è äàæå â òî÷êó.

×òîáû èçáåæàòü âûðîæäåíèé, íà ýòî îòîáðàæåíèå íàëàãàåòñÿ óñëîâèå

ðåãóëÿðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå R
3
íà-

çûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå S: 
 ! R
3
, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì
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~r = ~r(u; v), äëÿ êîòîðîãî âåêòîðû

~ru =
@~r

@u
è ~rv =

@~r

@v

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå. Îáðàç S(
) íàçûâàåòñÿ íîñè-

òåëåì ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè S, à îòîáðàæåíèå S: 
 ! S(
) � åãî

ïàðàìåòðèçàöèåé.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ~ru è ~rv â òî÷êå (u0; v0) 2 
 îçíà-

÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû ßêîáè0
@ xu xv

yu yv
zu zv

1
A (3)

â ýòîé òî÷êå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò.å. åå ðàíã ðàâåí 2. Ïîýòîìó â ìàò-

ðèöå (3) íàéäåòñÿ ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûé îò íóëÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî xuyv � xvyu 6= 0, òîãäà ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé

ôóíêöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0; y0) =
�
x(u0; v0); y(u0; v0)

�
ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå�

u = u(x; y)

v = v(x; y) ;

îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ�
x = x(u; v)

y = y(u; v) ;

çàäàííîìó äâóìÿ ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2).

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèè u(x; y) è v(x; y) â ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó z(u; v)

ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì z = z
�
u(x; y); v(x; y)

�
= f(x; y). Òàêèì îá-

ðàçîì, ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííàÿ îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ (2)

íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè (u0; v0), ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé

ôóíêöèè f(x; y), è ïîòîìó åå íîñèòåëü ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ î ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè z = f(x; y) âñåãäà ÿâëÿ-

åòñÿ íîñèòåëåì ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè ~r = fx; y; f(x; y)g (ïðîâåðüòå
ðåãóëÿðíîñòü!)

2 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü S: 
 ! R
3
� ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâ-

íåíèåì ~r = = ~r(u; v). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãëàäêàÿ êðèâàÿ  : (a; b)!
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R
3
ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè S, åñëè åå óðàâíåíèå èìååò âèä ~r =

~r(u(t); v(t)). Êðèâàÿ  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (u0; v0) 2 
 ïðè t =

t0 2 (a; b), åñëè u0 = u(t0), v0 = v(t0).

Îïðåäåëåíèå. Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå

(u0; v0) íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñêîðîñòè ~r 0(t0) ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé, ëå-

æàùåé íà ïîâåðõíîñòè S è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðè t = t0.

Òåîðåìà � îïðåäåëåíèå. Âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ðåãóëÿð-

íîé ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå (u0; v0) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðèâóþ 1 ñ ïàðàìåòðîì u, çàäàí-

íóþ óðàâíåíèåì ~r = ~r(u; v0). Ýòà êðèâàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè, è åå

âåêòîð ñêîðîñòè â òî÷êå u0 ðàâåí ~e1 = ~ru(u0; v0). Àíàëîãè÷íî, êðèâàÿ

2 ñ ïàðàìåòðîì v, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ~r = ~r(u0; v), èìååò âåêòîð

ñêîðîñòè â òî÷êå v0, ðàâíûé ~e2 = ~rv(u0; v0). Âåêòîðû ~e1 è ~e2 � êàñà-

òåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå (u0; v0), è ïî îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíîé

ïîâåðõíîñòè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîêàæåì, ÷òî âñå âåêòîðû, êà-

ñàòåëüíûå ê S â ýòîé òî÷êå, ëåæàò â ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà ~e1 è ~e2.

Ïóñòü  : ~r = ~r(u(t); v(t)) � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà S è

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (u0; v0). Åå âåêòîð ñêîðîñòè

~r
0(t0) = ~ru(u0; v0) � u0(t0) + ~rv(u0; v0) � v0(t0) = u

0(t0)~e1 + v
0(t0)~e2

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ~e1 è ~e2 è ïîòîìó ëåæèò â ïëîñêîñòè, íàòÿ-

íóòîé íà ýòè âåêòîðû.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ëþáîé âåêòîð ýòîé ïëîñêîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ êàñàòåëüíûì.

Òàê êàê êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü íàòÿíóòà íà âåêòîðû ~ru è ~rv, òî â

êà÷åñòâå åå íîðìàëüíîãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð ~N = [~ru; ~rv], è

åå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(~R� ~r0; ~N) = (~R� ~r0; [~ru; ~rv]) = 0 :

Çäåñü ~R = fX;Y; Zg� ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ~r0 = ~r(u0; v0).

Â ýòîì óðàâíåíèè ó÷àñòâóåò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðîéêè âåêòî-

ðîâ h~R�~r0; ~ru; ~rvi, ïîýòîìó â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò
âèä ������

X � x0 Y � y0 Z � z0
xu yu zu
xv yv zv

������ = 0 :

ßâíîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè z = f(x; y) ðàâíîñèëüíî ïàðàìåòðè÷å-

ñêîìó çàäàíèþ ~r = fx; y; f(x; y)g, ïîýòîìó íîðìàëüíûé âåêòîð êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ÿâíî, èìååò âèä

~N1 = [~rx; ~ry] = f�fx;�fy; 1g :
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Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî çàïèñûâàòü â

âèäå

Z � z0 = fx(X � x0) + fy(Y � y0) ;

ãäå ïðîèçâîäíûå fx; fy áåðóòñÿ â òî÷êå (x0; y0).

Íåÿâíîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè F (x; y; z) = 0 â îêðåñòíîñòè íåîñîáîé

òî÷êè (x0; y0; z0) ñâîäèòñÿ ê ÿâíîìó: åñëè, íàïðèìåð,
@F

@z
(x0; y0; z0) 6=

0, òî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â ýòîé îêðåñòíîñòè z = f(x; y),

ïðè÷åì

fx = �Fx

Fz
; fy = �Fy

Fz
:

Â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî âåêòîðà óäîáíî âçÿòü ~N2 = Fz ~N1 = fFx; Fy; Fzg,
òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïðèîáðåòåò âèä

Fx(X � x0) + Fy(Y � y0) + Fz(Z � z0) = 0 :

3 Äëèíà êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè.

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

Óãîë ìåæäó êðèâûìè íà ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü S: ~r = ~r(u; v) � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü,  : ~r = ~r(t) =

~r(u(t); v(t)) � êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè S, t 2 (a; b). Âû÷èñëèì äëèíó

êðèâîé  îò t = � äî t = �, a < � < � < b:

s =

�Z
�

j~r 0(t)j dt =
�Z

�

p
(~r 0; ~r 0)dt =

�Z
�

p
(~ruu0 + ~rvv0; ~ruu0 + ~rvv0)dt =

=

�Z
�

q
(~ru; ~ru)u02 + 2(~ru; ~rv)u0v0 + (~rv; ~rv)v02dt :

Îáîçíà÷èì E = (ru; ru), F = (ru; rv), G = (rv; rv). Ýòè êîýôôèöè-

åíòû çàâèñÿò òîëüêî îò ïîâåðõíîñòè S, íî íå îò êðèâîé . Ïîëó÷èì

s =

�Z
�

p
Eu02 + 2Fu0v0 +Gv02dt : (4)
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Åñëè âíåñòè dt ïîä êîðåíü è âñïîìíèòü, ÷òî u0dt = du, v0dt = dv,

òî ðàâåíñòâî (4) çàïèøåòñÿ â âèäå

s =

�Z
�

p
E du2 + 2F du dv +Gdv2 :

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä êîðíåì, íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìîé ïîâåðõíîñòè:

I(du; dv) = E du
2 + 2F du dv +Gdv

2
: (5)

Åñëè ðàññìîòðåòü äëèíó êðèâîé ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

s(t) =

tZ
�

j~r 0(t)j dt =
tZ

�

p
Eu02 + 2Fu0v0 +Gv02dt ; òî

ds(t) = s
0(t)dt =

p
Eu02 + 2Fu0v0 +Gv02dt =

p
E du2 + 2F dudv +Gdv2 ;

ïîýòîìó ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íàçûâàþò åùå êâàäðàòîì äèô-

ôåðåíöèàëà äëèíû äóãè: I(du; dv) = ds2.

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (5) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìîé íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S â êàæäîé åå

òî÷êå. Â ñàìîì äåëå, êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü íàòÿíóòà íà âåêòîðû ~ru è

~rv, ïîýòîìó âñÿêèé êàñàòåëüíûé âåêòîð ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñó f~ru; ~rvg.
Ïî òðàäèöèè êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà îòíîñèòåëüíî ýòîãî áà-

çèñà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç fdu; dvg, à ñàì âåêòîð � ÷åðåç d~r. Ïðè ýòîì

ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé èç àíà-

ëèçà ôîðìóëîé ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà è ïîòîìó ëåãêî çàïîìèíàåòñÿ:

d~r = ~rudu+ ~rvdv :

Âû÷èñëèì êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà d~r:

jd~rj2 = (d~r; d~r) = (~rudu+ ~rvdv; ~rudu+ ~rvdv) = I(du; dv) = I(d~r) :

Ïîýòîìó ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò äëè-

íû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà: I(du; dv) = I(d~r) = jd~rj2.
Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ: åñëè

d~r1 = ~rudu1 + ~rvdv1 ; d~r2 = ~rudu2 + ~rvdv2 ;

òî (d~r1; d~r2) = (~rudu1+~rvdv1; ~rudu2+~rvdv2) =
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= E du1du2 + F (du1dv2 + du2dv1) +Gdv1dv2 � I(d~r1; d~r2) :

Îïðåäåëåííîå ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì âûðàæåíèå I(d~r1; d~r2) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìå I(d~r): ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé

âåêòîðîâ d~r1 = d~r2 = d~r ïîëó÷àåòñÿ ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

Çíàÿ ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþôîðìó ïîâåðõíîñòè, ìû çíàåì íå òîëü-

êî äëèíû âñåõ êðèâûõ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, íî è âñå óãëû ìåæäó íèìè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êðèâûå

1 : ~r = ~r(u1(t); v1(t)) = ~r1(t) è 2 : ~r = ~r(u2(t); v2(t)) = ~r2(t)

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P0 = ~r(u0; v0) ïðè t = t0. Íàçîâåì óãëîì ìåæäó

êðèâûìè â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê íèì â

ýòîé òî÷êå. Åñëè îáîçíà÷èòü ýòîò óãîë áóêâîé ', òî

cos' =
(~r 01; ~r

0

2)

j~r 01jj~r 02j
=

Eu01u
0

2 + F (u01v
0

2 + u02v
0

1) +Gv01v
0

2q
Eu01

2 + 2Fu01 v
0

1 +Gv01
2

q
Eu02

2 + 2Fu02 v
0

2 +Gv02
2

:

4 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé êâàäðà-

òè÷íîé ôîðìû, äëèí êðèâûõ è óãëîâ

ìåæäó íèìè

Ïðèìåð 1. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé â ïëîñ-

êîñòè xOz �
x = f(u) > 0

z = g(u) ;

íå ïåðåñåêàþùåé îñü Oz, âîêðóã ýòîé îñè. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìå-

åò âèä

~r = ff(u) cos'; f(u) sin'; g(u)g :
Ïîýòîìó

~ru = ff 0 cos'; f 0 sin'; g0g; ~r' = f�f sin'; f cos'; 0g ;

E = f
0
2
+ g

0
2
; F = 0; G = f

2
; I(du; d') = (f 0

2
+ g

0
2
)du2 + f

2
d'

2
:

Ðåãóëÿðíîñòü âðàùàåìîé êðèâîé ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó E > 0, à

òîò ôàêò, ÷òî êðèâàÿ íå ïåðåñåêàåò îñü Oz � íåðàâåíñòâó G > 0.

Åñëè áû êðèâàÿ ïåðåñåêàëà îñü, òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòü
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âðàùåíèÿ èìåëà áû îñîáåííîñòü òèïà âåðøèíû êîíóñà, â êîòîðîé íà-

ðóøèëàñü áû ðåãóëÿðíîñòü ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðû ñêî-

ðîñòåé êðèâûõ íà êîíóñå, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó, çàïîëíÿþò ñàì

ýòîò êîíóñ (à íå ïëîñêîñòü, êàê ó ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé).

×àñòíûå ñëó÷àè:

Öèëèíäð ðàäèóñà R ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz: u = z,

f(z) = R, g(z) = z =) I(dz; d') = dz2 +R2d'2.

Êîíóñ ñ óãëîì ðàñòâîðà � ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå u

ðàññòîÿíèå � oò òåêóùåé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò è ïîëîæèòü

f(�) = � sin�, g(�) = � cos� =) I(d�; d') = d�2 + �2 sin2 �d'2.

Ñôåðà ðàäèóñà R ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ïîëóîêðóæíî-

ñòè x2 + z2 = = R2, x > 0, y = 0 âîêðóã ñâîåãî äèàìåòðà Oz. Åñëè

âçÿòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà ýòîé ïîëóîêðóæíîñòè ïîëÿðíûé óãîë �

â ïëîñêîñòè xOz, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè Oz â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíî-

ãî íàïðàâëåíèÿ îñè Ox, òî f(�) = R sin �, g(�) = = R cos �, 0 < � < �,

I(d�; d') = R2(d�2 + sin2 �d'2).

Êàòåíîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ öåïíîé ëèíèè x =

a ch
z

a
âîêðóã îñè Oz. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

u = z; f(z) = a ch
z

a
; g(z) = z; I(dz; d') = ch2

z

a
(dz2 + a

2
d'

2) :

Ïðèìåð 2. Ãåëèêîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïåð-

ïåíäèêóëÿðàìè, îïóùåííûìè èç âñåõ òî÷åê âèíòîâîé ëèíèè íà åå îñü.

Óðàâíåíèå ãåëèêîèäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ~r = f� cos'; � sin'; a'g,
ãäå (�; ') � �ïî÷òè� ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî � ìî-

æåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ). Èìååì ~r� = fcos'; sin'; 0g,
~r' = f�� sin'; � cos'; ag, îòêóäà

E = 1; F = 0; G = �
2 + a

2
; I(d�; d') = d�

2 + (�2 + a
2)d'2 :

Ââåäåì íîâûé ïàðàìåòð u ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà

� = a sh
u

a
; òîãäà d� = ch

u

a
du; I(du; d') = ch2

u

a
(du2 + a

2
d'

2) :

Ìû ïîëó÷èëè òó æå ìåòðèêó, ÷òî è íà êàòåíîèäå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ãåëèêîèä è êàòåíîèä èçãèáàþòñÿ äðóã íà äðóãà � ôàêò äàëåêî íå î÷å-

âèäíûé!

Ïðèìåð 3. Íà ãåëèêîèäå ~r = f� cos'; � sin'; 3'g âû÷èñëèì äëè-

íó ëèíèè
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' = ln(�+
p
�2 + 9) ìåæäó òî÷êàìè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëèíèÿìè � = 0 è

� = 4. Âûáåðåì � â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, òîãäà

d' =
d�p
�2 + 9

; s =

4Z
0

p
d�2 + (�2 + 9)d'2 =

4Z
0

s
1 +

�2 + 9

�2 + 9
d� = 4

p
2 :

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèì óãîë ìåæäó êðèâûìè

1 : lnu� v = 0 è 2 : u
2 + v = 1

íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu; v; 3u2 + 2uv + v2g. Ýòè êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ

â åäèíñòâåííîé òî÷êå (u0; v0), ãäå u0 = 1, v0 = 0. Âû÷èñëèì ïåðâóþ

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

~ru = f1; 0; 2(3u+ v)g; ~rv = f0; 1; 2(u+ v)g ;
E = 1 + 4(3u+ v)2; F = 4(3u+ v)(u+ v); G = 1 + 4(u+ v)2 :

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà íàì íóæíû òîëüêî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ýòîé ôîðìû â òî÷êå (u0; v0) = (1; 0) : E = 37; F = 12; G = 5. Â

êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà îáåèõ êðèâûõ ìîæíî âçÿòü t = u, òîãäà

(u1(t); v1(t)) = (t; ln t); (u2(t); v2(t)) = (t; 1� t
2);

è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ t = t0 = 1. Â áàçèñå f~ru; ~rvg

~r
0

1(1) =

�
1;

1

t

�����t = 1
= f1; 1g ; ~r

0

2(1) = f1;�2tg
����t = 1

= f1;�2g ;

cos' =
37 � 1 � 1 + 12(1 � (�2) + 1 � 1) + 5 � 1 � (�2)p

37 � 12 + 24 � 1 � 1 + 5 � 12
p

37 � 12 + 24 � 1 � (�2) + 5 � (�2)2
=

=
15p
66 � 3 =

5p
66

= 0;61546 :

5 Êðèâèçíà ëèíèè íà ïîâåðõíîñòè

è âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Ïóñòü S: ~r = ~r(u; v) � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü,  : ~r = ~r(s) =

~r(u(s); v(s)) � êðèâàÿ íà ïîâåðõíîñòè S, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ íàòó-

ðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëåí åäè-

íè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ~n, ïîëó÷åííûé èç íîðìàëüíîãî âåêòîðà
~N = [~ru; ~rv] äåëåíèåì íà åãî äëèíó:

~n =
[~ru; ~rv]

j[~ru; ~rv]j :
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Ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå êðèâîé  ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâûé îðòîíîð-

ìèðîâàííûé ðåïåð f~n; ~�; [~n; ~� ]g, ãäå ~� = _~r � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé

âåêòîð ê . Ðàçëîæèì âåêòîð óñêîðåíèÿ (îí æå � âåêòîð êðèâèçíû)
_~� = �~r ïî ýòîìó ðåïåðó. Ïî ëåììå î ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà _~�

îðòîãîíàëåí ~� , òàê ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ~� â ýòîì ðàçëîæåíèè ðàâåí

íóëþ:
_~� = �~r = kn~n+ kg[~n; ~� ] :

Êîýôôèöèåíò kn íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâèçíîé, à kg � ãåîäå-

çè÷åñêîé êðèâèçíîé êðèâîé  â äàííîé òî÷êå.

Âû÷èñëèì íîðìàëüíóþ êðèâèçíó kn. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ~n, ïîëó÷èì kn = ( _~�; ~n). Òàê êàê ~� =
_~r = ~ru _u + ~rv _v, òî

_~� = (~ruu _u+ ~ruv _v) _u+ ~ru�u+ (~rvu _u+ ~rvv _v) _v + ~rv�v =

= (~ruu _u2 + 2~ruv _u _v + ~rvv _v
2) + ~ru�u+ ~rv�v :

Åñëè îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî óìíîæèòü íà ~n è ó÷åñòü, ÷òî

âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû îðòîãîíàëüíû íîðìàëüíîìó, ïîëó÷èì

kn = ( _~�; ~n) = (~ruu; ~n) _u
2 + 2(~ruv; ~n) _u _v + (~rvv; ~n) _v

2
: (6)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

L = (~ruu; ~n); M = (~ruv; ~n); N = (~rvv; ~n) (7)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðàâëåíèå êðèâîé  çàäàíî òåïåðü íå åäèíè÷-

íûì âåêòîðîì ~� = ~ru _u+~rv _v, à ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì d~r = ~rudu+~rvdv

òîãî æå íàïðàâëåíèÿ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå êðèâîé  íà ýêâèâà-

ëåíòíóþ). Òîãäà

~� =
d~r

jd~rj ; _u =
du

jd~rj ; _v =
dv

jd~rj ;

è ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â ôîðìóëó (6) äàåò

kn =
Ldu2 + 2M dudv +N dv2

jd~rj2 =
Ldu2 + 2M dudv +N dv2

E du2 + 2F dudv +Gdv2
:

Âûðàæåíèå â ÷èñëèòåëå íàçûâàåòñÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ïîâåðõíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ II(du; dv) èëè II(d~r). Åå êîýôôèöèåíòû

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (7). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íîðìàëüíîé êðè-

âèçíû ïîëó÷àåòñÿ êîìïàêòíàÿ ôîðìóëà

kn =
II(du; dv)

I(du; dv)
:
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Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì çà-

âèñÿò òîëüêî îò ïîâåðõíîñòè, òî íîðìàëüíàÿ êðèâèçíà êðèâîé íà ïî-

âåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå íå çàâèñèò îò êðèâîé, à çàâèñèò òîëüêî

îò åå íàïðàâëåíèÿ (çàäàâàåìîãî âåêòîðîì d~r = ~rudu + ~rvdv èëè åãî

êîîðäèíàòàìè fdu; dvg). Èíûìè ñëîâàìè, âñå êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷êó â äàííîì íàïðàâëåíèè, èìåþò îäíó

è òó æå íîðìàëüíóþ êðèâèçíó.

6 Âû÷èñëåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí,

ãàóññîâîé è ñðåäíåé êðèâèçíû

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷-

íîé ôîðìû íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîé ôîðìû èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, ò.å.

ôîðìà ïðèâîäèòñÿ ê ñóììå êâàäðàòîâ ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûìè ýòîé ôîðìîé. Ïóñòü f~e1; ~e2g � òàêîé áàçèñ

äëÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç f�; �g êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà d~r îòíîñèòåëüíî

ýòîãî áàçèñà: d~r = �~e1+�~e2. Çíà÷åíèå âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà

âåêòîðå d~r ðàâíî II(d~r) = k1�
2+k2�

2. Çíà÷åíèå ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû íà ýòîì âåêòîðå ðàâíî I(d~r) = jd~rj2 = (d~r; d~r) = �2 + �2.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà k1, k2 íàçûâàåòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïî-

âåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå, èõ ïðîèçâåäåíèå K = k1k2 � ãàóññîâîé èëè

ïîëíîé êðèâèçíîé, à ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå H =
k1 + k2

2
� ñðåäíåé

êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè. Òî÷êè ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõ ãàóññîâà êðè-

âèçíà K > 0, íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè. Òî÷êè, â êîòîðûõ K < 0,

íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, à òî÷êè, â êîòîðûõ K = 0, íî H 6= 0 �

ïàðàáîëè÷åñêèìè. Íàêîíåö, òî÷êè ñ K = H = 0 íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè

óïëîùåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. ó÷åáíèêè), ÷òî â îêðåñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêîé

òî÷êè ïîâåðõíîñòü èìååò âèä ÷àøè èëè øàïî÷êè, ò.å. ñëåãêà äåôîð-

ìèðîâàííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà. Â ÷àñòíîñòè, îíà ëåæèò ïî

îäíó ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, ò.å. ñëåãêà äåôîðìèðîâàí-

íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì, è ëåæèò ïî îáå ñòîðîíû êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè. Â îêðåñòíîñòè ïàðàáîëè÷åñêîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü

áëèçêà ê æåëîáó, ò.å. ïàðàáîëè÷åñêîìó öèëèíäðó, íî íå îáÿçàíà ïåðå-

ñåêàòüñÿ, êàê ýòîò öèëèíäð, ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ïî ïðÿìîé. Â

îêðåñòíîñòè òî÷êè óïëîùåíèÿ ïîâåäåíèå ïîâåðõíîñòè ïî îòíîøåíèþ
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ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ñàìûì ðàçíîîáðàçíûì. Òàêèì

îáðàçîì, ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ

åå ãàóññîâîé è ñðåäíåé êðèâèçíîé, è çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êðèâèçí

èìååò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî ãëàâíûå êðèâèçíû ìîæíî íàéòè, íå ïåðåõîäÿ ê îð-

òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó f~e1; ~e2g â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîì
ìàòðèöà âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò äèàãîíàëüíûé âèä. Òàê

êàê

I(d~r) = �
2 + �

2
; II(d~r) = k1�

2 + k2�
2
;

òî ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â ýòîì áàçèñå èìåþò

âèä

E =

�
1 0

0 1

�
; B

0 =

�
k1 0

0 k2

�
:

Ïîýòîìó ãëàâíûå êðèâèçíû k1, k2 ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êîðíè óðàâ-

íåíèÿ

det(B0 � kE) =

���� k1 � k 0

0 k2 � k

���� = (k1 � k)(k2 � k) = 0 :

Â èñõîäíîì áàçèñå f~ru; ~rvg ìàòðèöû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì èìåþò âèä

G =

�
E F

F G

�
; B =

�
L M

M N

�
:

Êàê è ëþáûå âåêòîðû, ~e1 è ~e2 ðàçëàãàþòñÿ ïî áàçèñó f~ru; ~rvg:

~e1 = c11~ru + c21~rv ;

~e2 = c12~ru + c22~rv :

Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ðàçëîæåíèé çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðèöó C (îáðà-

òèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê èíäåêñîâ!), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé

ïåðåõîäà îò áàçèñà f~ru; ~rvg ê áàçèñó f~e1; ~e2g:

C =

�
c11 c12
c21 c22

�
:

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû îäíîé è òîé

æå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîé èëè âòîðîé) â ýòèõ

áàçèñàõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàâåíñòâàìè B
0 = Ct

BC, E = Ct
GC.

Ïîýòîìó

det(B0 � kE) = det(Ct
BC� kC

t
GC) = detCt(B� kG)C =
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= detC
t
det(B� kG)detC = det

2
C � det(B� kG) :

Òàê êàê detC 6= 0, òî óðàâíåíèå det(B0�kE) = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíå-

íèþ det(B�kG) = 0, ò.å. ãëàâíûå êðèâèçíû k1, k2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

óðàâíåíèÿ det(B�kG) = 0, êîòîðîå âûïèñûâàåòñÿ ïðÿìî ïî èñõîäíîìó

óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè è íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíè-

åì. Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä���� L� kE M � kF

M � kF N � kG

���� = (EG�F 2)k2�(EN+GL�2FM)k+(LN�M2) = 0 :

(8)

Åñëè íóæíû íå ñàìè ãëàâíûå êðèâèçíû, à òîëüêî ãàóññîâà èëè ñðåäíÿÿ

êðèâèçíà, òî èõ ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå Âèåòà:

H =
k1 + k2

2
=

EN +GL� 2FM

2(EG� F 2)
; K = k1k2 =

LN �M2

EG� F 2
=

detB

detG
:

(9)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8), à ãàóññîâà è ñðåäíÿÿ êðèâèçíû âû-

÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (9).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òèïû òî÷åê ïîâåðõíîñòè

(ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå), òî ïîëíîñòüþ âû-

÷èñëÿòü ãàóññîâó êðèâèçíó ïî ôîðìóëå (9) íå íóæíî: äîñòàòî÷íî íàé-

òè çíàê åå ÷èñëèòåëÿ, ò.å. îïðåäåëèòåëÿ âòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

7 Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ êðèâèçí,

ãàóññîâîé è ñðåäíåé êðèâèçíû

Ïðèìåð 1. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé â ïëîñêîñòè

xOz �
x = f(u) > 0

z = g(u) ;

íå ïåðåñåêàþùåé îñü Oz, âîêðóã ýòîé îñè. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè èìå-

åò âèä

~r = ff(u) cos'; f(u) sin'; g(u)g :
Ïîýòîìó

~ru = ff 0 cos'; f 0 sin'; g0g; ~r' = f�f sin'; f cos'; 0g ;

E = f
0
2
+ g

0
2
; F = 0; G = f

2
; I(du; d') = (f 0

2
+ g

0
2
)du2 + f

2
d'

2
;
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[~ru; ~r'] =

���� f 0 cos' f 0 sin' g0

�f sin' f cos' 0

���� = f�fg0 cos';�fg0 sin'; ff 0g ;

j[~ru; ~r']j = f

q
f 02 + g02 ; ~n =

[~ru; ~r'j
j[~ru; ~r']j =

f�g0 cos';�g0 sin'; f 0gp
f 02 + g02

:

Âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

~ruu = ff 00 cos'; f 00 sin'; g00g; ~ru' = f�f 0 sin'; f 0 cos'; 0g ;

~r'' = f�f cos';�f sin'; 0g :
Îòñþäà

L = (~ruu; ~n) =
f 0g00 � f 00g0p
f 02 + g02

; M = 0 ; N = (~r''; ~n) =
fg0p

f 02 + g02
:

(10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä��������
f 0g00 � f 00g0p
f 02 + g02

� k(f 0
2
+ g

0
2
) 0

0
fg0p

f 02 + g02
� kf

2

��������
= 0 :

Ãëàâíûå êðèâèçíû â íàïðàâëåíèè ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè âûðàæàþò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

k1 =
f 0g00 � f 00g0

(f 02 + g02)
3

2

; k2 =
g0

f
p
f 02 + g02

: (11)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé êðèâèçíû èìååò âèä

K =
(f 0g00 � f 00g0)g0

f(f 02 + g02)2
:

×àñòíûå ñëó÷àè:

Öèëèíäð ðàäèóñà R ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz: u =

z, f(z) = R, g(z) = z =) I(dz; d') = dz2+R2d'2. Òàê êàê f 0 = f 00 = 0,

g0 = 1, òî ñîãëàñíî (10) è (11) L = M = 0, N = R, k1 = 0, k2 =
1

R
,

îòêóäà K = 0, H =
1

2R
, è âñå òî÷êè öèëèíäðà � ïàðàáîëè÷åñêèå.

Êîíóñ ñ óãëîì ðàñòâîðà �: u = �, f(�) = � sin�, g(�) =

� cos� =) I(d�; d') = d�2 + �2 sin2 �d'2. Òàê êàê f 0 = sin�, f 00 = 0,

g0 = cos�, g00 = 0, òî ñîãëàñíî (10) è (11) L = M = 0, N = sin� cos�,
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k1 = 0, k2 = ctg�, îòêóäà K = 0, H =
ctg�

2
, è âñå òî÷êè êîíóñà �

ïàðàáîëè÷åñêèå.

Ñôåðà ðàäèóñà R: u = �, f(�) = R sin �, g(�) = R cos �, 0 < � < �

=) I(d�; d') = R2(d�2 + sin2 �d'2). Òàê êàê f 0 = R cos �, f 00 =

g0 = �R sin �, g00 = �R cos �, òî ñîãëàñíî (10) è (11) L = �R, M = 0,

N = �Rsin2�, k1 = k2 = = � 1

R
, îòêóäà K =

1

R2
. Òàêèì îáðàçîì,

ãàóññîâà êðèâèçíà ñôåðû ïîñòîÿííà è ïîëîæèòåëüíà, è âñå åå òî÷êè

� ýëëèïòè÷åñêèå.

Ïñåâäîñôåðà � ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ òðàêòðèñû8<
:

x = f(�) = R sin � ;

z = g(�) = �R
�
ln

����tg �2
����+ cos �

�
:

Òàê êàê f 0 = R cos �, g0 = �Rcos2 �

sin �
, òî I(d�; d') = R2(ctg2�d�2 +

sin2 �d'2). Òàê êàê f 00 = �R sin �, g00 = R cos �(ctg2� + 2), òî

II(d�; d') = R(ctg�d�2 � cos � sin �d'2) ;

k1 =
1

Rctg�
; k2 = � 1

R
ctg� ; K = k1 k2 = � 1

R2
:

Èòàê, ïîëíàÿ êðèâèçíà ïñåâäîñôåðû ïîñòîÿííà è îòðèöàòåëüíà, è

âñå åå òî÷êè � ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Êàòåíîèä:

u = z; f(z) = ach
z

a
; g(z) = z; I(dz; d') = ch2

z

a
(dz2 + a

2
d'

2) :

Òàê êàê f 0 = sh
z

a
, f 00 =

1

a
ch
z

a
, g0 = 1, g00 = 0, òî ñîãëàñíî (10) è (11)

L = �1

a
, M = 0, N = a,

k1 = � 1

a ch2
z

a

; k2 =
1

a ch2
z

a

; K = � 1

a2ch4
z

a

; H = 0 ;

è âñå òî÷êè êàòåíîèäà � ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Ïðèìåð 2. Ãåëèêîèä: ~r = f� cos'; � sin'; a'g, ~r� = fcos'; sin'; 0g,
~r' = f�� sin'; � cos'; ag, îòêóäà

E = 1; F = 0; G = �
2 + a

2
; I(d�; d') = d�

2 + (�2 + a
2)d'2 :
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Ãåëèêîèä íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ, ïîýòîìó ôîðìóëû ïðè-

ìåðà 1 íåïðèìåíèìû, è âñå íóæíî ñ÷èòàòü çàíîâî. Åäèíè÷íûé íîð-

ìàëüíûé âåêòîð âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

~n =
[~r�; ~r']

j[~r�; ~r']j =
1p

�2 + a2
fa sin';�a cos'; �g :

Äàëåå, ~r�� = ~0, ~r�' = f� sin'; cos'; 0g, ~r'' = f�� cos';�� sin'; 0g,

L = (~r��; ~n) = 0 ; N = (~r''; ~n) = 0 ; M = (~r�'; ~n) = � ap
�2 + a2

:

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä�������
�k � ap

�2 + a2

� ap
�2 + a2

�k(�2 + a2)

������� = 0 ; îòêóäà

k1;2 = � a

�2 + a2
; K = � a2

(�2 + a2)2
; H = 0 :

Åñëè ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó � = a sh
u

a
, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò ïåðâóþ

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ãåëèêîèäà â àíàëîãè÷íóþ ôîðìó êàòåíîèäà, òî

�
2 + a

2 = a
2ch2

u

a
; K = � 1

a2ch4
u

a

; H = 0 � êàê ó êàòåíîèäà!

ÏÐÎÁÍÀß ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 2

ÂÀÐÈÀÍÒ �1

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè ~r = f2u� v; u2 + v2; u3 � v3g â òî÷êå P0(3; 5; 7).

2. Íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè
~r = fa chu cos v; a chu sin v; b shug :

ÂÀÐÈÀÍÒ �2

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè z = arctg
y

x
�ln(x2+y2) â òî÷êå P0

�
1; 1;

�

4
� ln 2

�
.

2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êðèâûìè 1 : 2u�v = 0 è 2 : v�u =

1 íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu2; 2u� v2; 2
p
u+ vg.

ÂÀÐÈÀÍÒ �3
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1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè ~r = fu; u2 � 2v; u3 � 3uvg â òî÷êå P0(1; 3; 4).

2. Íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè
~r = fa; shu cos v; a shu sin v; b chug :

ÂÀÐÈÀÍÒ �4

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè lnx+ arctg y + xyz � �

4
= 0 â òî÷êå P0(1; 1; 0).

2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êðèâûìè 1 : 2u�v = 0 è 2 : u+v =

3 íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu2 � v2; 2uv; u2 + v2g.

ÂÀÐÈÀÍÒ �5

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè ~r = fu2; 2u� v2; 2
p
u+ vg â òî÷êå P0(1;�2; 4).

2. Íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè
~r = fu cos v; u sin v; u2g :

ÂÀÐÈÀÍÒ �6

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè z = ex+y + arcsinxy â òî÷êå P0(1; 0; e).

2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êðèâûìè 1 : u+v = 2 è 2 : u�v = 0

íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu; u2 � 2v; u3 � 3uvg.

ÂÀÐÈÀÍÒ �7

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè ~r = fu2 � v2; 2uv; u2 + v2g â òî÷êå P0(�3; 4; 5).

2. Íàéäèòå ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè
~r = fa cos u cos v; a cos u sin v; c sinug :

ÂÀÐÈÀÍÒ �8

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè e
x�y � arcsinxyz +

�

6
cos(x+ z)�p

e = 0

â òî÷êå P0

�
1;

1

2
;�1

�
.

2. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êðèâûìè 1 : v = 1+u è 2 : v = 3�u
íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu cos v; u sin v; u2g.

ÎÒÂÅÒÛ: (ïî ìîäóëþ 8)
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Âàðèàíò 1.

1. (u0; v0) = (2; 1) ; ~n = f18; 3;�4g.
2. I(d~r) = (a2sh2u+ b2ch2u)du2 + a2ch2u dv2.

Âàðèàíò 2.

1. ~n = f3; 1; 2g.
2. cos' = � 11

7
p
3
.

Âàðèàíò 3.

1. (u0; v0) = (1;�1) ; ~n = f6; 3;�2g.
2. I(d~r) = (a2ch2u+ b2sh2u)du2 + a2sh2u dv2.

Âàðèàíò 4.

1. ~n = f2; 1; 2g.
2. cos' = �

r
2

11
.

Âàðèàíò 5.

1. (u0; v0) = (1; 2) ; ~n = f3;�1;�4g.
2. I(d~r) = (1 + 4u2)du2 + u2dv2.

Âàðèàíò 6.

1. ~n = f�e;�e� 1; 1g.
2. cos' = � 4p

65
.

Âàðèàíò 7.

1. (u0; v0) = (1; 2) ; ~n = f3;�4; 5g.
2. I(d~r) = (a2 sin2 u+ c2 cos2 u)du2 + a2 cos2 u dv2.

Âàðèàíò 8.

1. ~n = f
p
3e+ 1;�

p
3e+ 2;�1g.

2. cos' = �2

3
.

ÏÐÎÁÍÀß ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ 3

ÂÀÐÈÀÍÒ �1

1. Îïðåäåëèòå òèïû òî÷åê ïîâåðõíîñòè z = lnx+ arctg y.

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu3 � v; 2uv; v2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (0;�1)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : v + cos u = 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ �2

1. Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

~r = fu cos v; u sin v; u+ vg :
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2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fuv2;�u+ 2v; u2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (1; 2)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : 2u2 � v = 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ �3

1. Îïðåäåëèòå òèïû òî÷åê ïîâåðõíîñòè z = x2 + xy + y2.

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fv3; 3uv2; 3u2vg íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (�1; 1)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : u+ v3 = 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ �4

1. Âû÷èñëèòå ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè

~r =

�
u2

2
+ v; u+

v2

2
; uv

�
â òî÷êå P0

�
�3

8
;�3

8
;
1

4

�
:

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = f2u; v2 � u; uvg íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (0; 1)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : u+ ln v = 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ �5

1. Îïðåäåëèòå òèïû òî÷åê ïîâåðõíîñòè z = ey sinx.

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu2 + v2; u; v2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (2;�1)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : u� 2v2 = 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ �6

1. Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè

~r =
np

u2 + 1 cos v;
p
u2 + 1 sin v; ln(u+

p
u2 + 1)

o
:

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fuv2; u� v; u2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (�1; 0)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : v = sin�u.

ÂÀÐÈÀÍÒ �7

1. Îïðåäåëèòå òèïû òî÷åê ïîâåðõíîñòè z = x+ ln y.

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = fu+ v2; u� v2; u2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (2;�1)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : u+ v3 = 1.
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ÂÀÐÈÀÍÒ �8

1. Âû÷èñëèòå ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ~r = fu2 + 2v; uv; v2g
â òî÷êå P0(�1;�1; 1).

2. Íà ïîâåðõíîñòè ~r = f2uv; u2; v2g íàéäèòå
êðèâèçíó íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ â òî÷êå (u0; v0) = (1; 3)

â íàïðàâëåíèè êðèâîé  : v3 � 3uv2 = 0.

ÎÒÂÅÒÛ: (ïî ìîäóëþ 8)

Âàðèàíò 1.

1. Ïðè y < 0 � ãèïåðáîëè÷åñêèå, y = 0 � ïàðàáîëè÷åñêèå, y > 0 �

ýëëèïòè÷åñêèå.

2. kn = 0.

Âàðèàíò 2.

1. H = � 2(1 + u2)

(2u2 + 1)
3

2

.

2. kn = � 58

453
p
14
.

Âàðèàíò 3.

1. Âñå òî÷êè ýëëèïòè÷åñêèå.

2. kn = � 8

225
p
14
.

Âàðèàíò 4.

1. k1 = 0; k2 = � 8

3
p
3
.

2. kn = � 2

7
p
5
.

Âàðèàíò 5.

1. Âñå òî÷êè ãèïåðáîëè÷åñêèå.

2. kn = �2
p
2

129
.

Âàðèàíò 6.

1. H = 0.

2. kn =
2�2

5 + 2� + �2
.

Âàðèàíò 7.

1. Âñå òî÷êè ïàðàáîëè÷åñêèå.

2. kn =
3

85
.

Âàðèàíò 8.

1. k1 =
2

27
; k2 =

1

6
.

2. kn = 0.
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