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1 Ãëàäêèå è ðåãóëÿðíûå êðèâûå

Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè òî÷êè, ïîëîæåíèå êîòî-

ðîé â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r(t), ïðèâîäèò ê

ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ ãëàäêîé êðèâîé êàê òðàåêòîðèè åå äâèæå-

íèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâåR
n
íàçûâàåòñÿ îòîá-

ðàæåíèå 
 : (a; b)! R
n
, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì

~r = ~r(t) = fx1(t); : : : ; xn(t)g; (1)

ãäå xi(t)� ãëàäêèå (ò.å. èìåþùèå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà) ôóíê-

öèè íà èíòåðâàëå (a; b).

Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè îêðóæíîñòü x2+y2 = 1 ãëàäêîé êðèâîé â R
2

?

Îòâåò: íåò, òàê êàê îêðóæíîñòü � ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, à êðè-

âàÿ � îòîáðàæåíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà â ïëîñêîñòü.

Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ãëàäêîé êðèâîé îòîáðàæåíèå 
 : R ! R
2
,

çàäàííîå óðàâíåíèåì

~r = fcos t; sin tg ? (2)

Îòâåò: äà.

Âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ (â îòëè÷èå îò çàäà÷ ìåõàíèêè)

íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ëèíèÿ, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà, à íå çàêîí

äâèæåíèÿ ïî ýòîé ëèíèè. Ïðåäñòàâëåíèå î ëèíèè, çàìåòàåìîé òî÷êîé

ïðè äâèæåíèè, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Íîñèòåëåì ãëàäêîé êðèâîé 
 : (a; b) ! R
n
íà-

çûâàåòñÿ îáðàç L = 
((a; b)) 2 R
n
îòîáðàæåíèÿ 
. Ñàìà ýòà êðèâàÿ

íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé ñâîåãî íîñèòåëÿ.

Ïðèìåð. Íîñèòåëü êðèâîé (2) åñòü îêðóæíîñòü x2+y2 = 1. Êðîìå

ïàðàìåòðèçàöèè (2), ýòà îêðóæíîñòü îáëàäàåò è äðóãèìè ïàðàìåòðè-

çàöèÿìè, íàïðèìåð,

~r = fcos t3; sin t3g : (3)

Íîñèòåëü ãëàäêîé êðèâîé íå âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ î ãëàäêîé ëèíèè: îí ìîæåò èìåòü óãëû è äàæå âûðîæ-

äàòüñÿ â òî÷êó.

Ïðèìåð. Êðèâàÿ 
 : R ! R
2
, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

~r = ft2; t3g ; (4)

èìååò ñâîèì íîñèòåëåì ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó, äâå âåòâè êîòîðîé

êàñàþòñÿ îäíà äðóãîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, îáðàçóÿ ìåæäó ñîáîé íóëå-

âîé óãîë (ñì. ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1: Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà

Îêàçûâàåòñÿ, åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ óãëà ó íîñè-

òåëÿ ãëàäêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â íóëü åå âåêòîðà ñêîðîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðîì ñêîðîñòè êðèâîé 
 : (a; b)! R
n
, çàäàí-

íîé óðàâíåíèåì (1), â ìîìåíò t0 2 (a; b) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

~r
0(t0) = lim

�t!0

~r(t0 +�t)� ~r(t0)

�t
:

Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé ýòîò âåêòîð ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t 2 (a; b) è ðàâåí

~r
0

(t) = fx1 0(t); : : : ; xn 0

(t)g;

ïîñêîëüêó âû÷èòàíèå âåêòîðîâ, äåëåíèå íà ÷èñëî è ïåðåõîä ê ïðåäåëó

ïðîèçâîäÿòñÿ ïîêîîðäèíàòíî. Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòî-

ðà ñêîðîñòè. Ðàçíîñòü �~r = ~r(t0 + �t) � ~r(t0) � ýòî íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ~r(t0) è áëèçêóþ ê íåé òî÷êó

~r(t0 + �t) . Òàêàÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé êðèâîé 
 â ìîìåíò t0
(ñì. ðèñ. 2).

Âåêòîð
~r(t0 +�t)� ~r(t0)

�t

êîëëèíåàðåí âåêòîðó �~r è ïîòîìó òàêæå íàïðàâëåí âäîëü ñåêóùåé.

Åñëè åãî ïðåäåë îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îí ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåê-

òîðîì ïðÿìîé, ïðåäåëüíîé äëÿ ñåêóùèõ, êîòîðóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü

êàñàòåëüíîé. Åñëè æå ýòîò ïðåäåë ðàâåí íóëþ, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ íà-

ïðàâëÿþùèì âåêòîðîì íèêàêîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ ê êðè-

âîé 
 â ìîìåíò t0 ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü (ïðèìåð � êðèâàÿ (4) â

ìîìåíò t0 = 0), à ìîæåò è ñóùåñòâîâàòü (ïðèìåð � êðèâàÿ (3) â ìî-

ìåíò t0 = 0).
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Ðèñ. 2: Ñåêóùàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì �~r

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ 
, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (1), íàçûâàåòñÿ

ðåãóëÿðíîé, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè ~r 0(t) 6= ~0. Êàñàòåëüíîé ê ðåãóëÿðíîé

êðèâîé â ìîìåíò âðåìåíè t0 2 (a; b) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç òî÷êó ~r(t0) ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~r 0(t0).

Ðåãóëÿðíîñòü åñòü ñâîéñòâî êðèâîé, à íå åå íîñèòåëÿ: êðèâûå (2)

è (3) èìåþò îäèí è òîò æå íîñèòåëü, íî ïåðâàÿ èç íèõ ðåãóëÿðíà, à

âòîðàÿ òåðÿåò ðåãóëÿðíîñòü ïðè t = 0.

Òàê êàê ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èìååò êàñà-

òåëüíóþ, òî åå íîñèòåëü íå èìååò óãëîâ. Íî îí ìîæåò èìåòü ñàìîïå-

ðåñå÷åíèÿ.

Ïðèìåð. Êðèâàÿ 
 : R ! R
2
, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

~r = ft2 � 1; t
3 � tg (5)

(ñì. ðèñ. 3).

Ýòà êðèâàÿ âñþäó ðåãóëÿðíà, íî åå íîñèòåëü èìååò ñàìîïåðåñå÷å-

íèå â òî÷êå (0; 0), êîòîðàÿ ïðîõîäèòñÿ äâàæäû: ïðè t = �1 è ïðè t = 1.

Âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò íîñèòåëü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåò-

ñÿ íà äâå âåòâè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå

(0; 0): îäíà � ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~r 0(�1) = f�2; 2g, à äðóãàÿ

� ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~r 0(1) = f2; 2g. Ïåðâàÿ âåòâü ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé íîñèòåëü îãðàíè÷åíèÿ êðèâîé 
 íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

òî÷êè t1 = �1, à âòîðàÿ � íîñèòåëü îãðàíè÷åíèÿ 
 íà îêðåñòíîñòü

òî÷êè t2 = 1. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ïî÷åìó ìû îïðåäåëÿåì êàñà-

òåëüíóþ ê êðèâîé â ìîìåíò âðåìåíè t0 2 (a; b), à íå ê åå íîñèòåëþ â

òî÷êå ~r(t0) 2 R
2
: â òî÷êå (0; 0) äâå âåòâè íîñèòåëÿ èìåþò äâå ðàçíûõ

êàñàòåëüíûõ � îäíó ïðè t1 = �1, à äðóãóþ � ïðè t2 = 1.
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Ðèñ. 3: Ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ

2 Ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå. Çàìåíà ïàðà-

ìåòðà

Îñíîâíîé èíòåðåñ äëÿ ãåîìåòðèè ïðåäñòàâëÿþò íå ñàìè ãëàäêèå

êðèâûå, à èõ íîñèòåëè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè. Îäíà è òà æå

ëèíèÿ ìîæåò èìåòü ðàçíûå ïàðàìåòðèçàöèè. Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü

x2 + y2 = 1 èìååò õîðîøóþ (ò.å. ðåãóëÿðíóþ) ïàðàìåòðèçàöèþ (2),

à òàêæå ïëîõóþ (íåðåãóëÿðíóþ) ïàðàìåòðèçàöèþ (3). Íàãëÿäíî ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïî îêðóæíîñòè ìîæíî äâèãàòüñÿ ðàâíîìåðíî (ñîãëàñíî

çàêîíó äâèæåíèÿ (2)), à ìîæíî, çàìåäëÿÿ äâèæåíèå, îñòàíîâèòüñÿ â

ìîìåíò t = 0, à çàòåì ñíîâà íà÷àòü ðàçãîíÿòüñÿ (ñîãëàñíî (3)). Ðå-

ãóëÿðíîñòü ïàðàìåòðèçàöèè îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò áåç

îñòàíîâîê (à ïîòîìó è áåç âîçâðàùåíèé íàçàä, ò.å. â îïðåäåëåííîì

íàïðàâëåíèè). Ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ ôîðìû ëèíèè åñòåñòâåííî

ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè âñå äâèæåíèÿ ïî íåé â îäíîì è òîì æå íà-

ïðàâëåíèè, íî ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ 
 : (a; b) ! R
n
; ~r = ~r(t), ýêâèâà-

ëåíòíà êðèâîé 
1 : (�; �) ! R
n
; ~r = ~r1(�), åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêîå

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ' : (�; �) ! (a; b), çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì

t = '(�), äëÿ êîòîðîãî ïðîèçâîäíàÿ _'(�) > 0, è ~r('(�)) � ~r1(� ). Îòîá-

ðàæåíèå ' íàçûâàåòñÿ çàìåíîé ïàðàìåòðà.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êðè-

âûõ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

1) ðåôëåêñèâíîñòè: 
 � 
,

2) ñèììåòðè÷íîñòè: 
 � 
1 =) 
1 � 
,

3) òðàíçèòèâíîñòè: 
 � 
1; 
1 � 
2 =) 
 � 
2.

Óêàçàíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü 
 � 
 ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé ïàðàìåò-
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ðà '(t) = t; åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü 
 � 
1 ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé t = '(� ),

òî ýêâèâàëåíòíîñòü 
1 � 
 ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíîé çàìåíîé � = '�1(t);

åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü 
 � 
1 ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé t = '(�), à ýêâèâà-

ëåíòíîñòü 
1 � 
2 ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé � =  (s), òî ýêâèâàëåíòíîñòü


 � 
2 ðåàëèçóåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé t = '( (s)).

Îïðåäåëèì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé 
 êàê ìíîæåñòâî âñåõ

êðèâûõ, ýêâèâàëåíòíûõ åé: [
] = f
1j
1 � 
g. Èç ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè, óñòàíîâëåííûõ â ïîñëåäíåì óïðàæíåíèè, ñëåäóåò,

÷òî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ (äîêàæèòå!). Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ íàçûâàåòñÿ îðèåíòè-

ðîâàííîé êðèâîé.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíûõ êðè-

âûõ:

1) ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå èìåþò îäèí è òîò æå íîñèòåëü;

2) êðèâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ðåãóëÿðíîé, ñàìà ðåãóëÿðíà;

3) âåêòîðû ñêîðîñòè ýêâèâàëåíòíûõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ â ñîîò-

âåòñòâóþùèõ òî÷êàõ êîëëèíåàðíû è ïîòîìó îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå

êàñàòåëüíóþ.

3 Òåîðåìà î íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçà-

öèè ðåãóëÿðíîé êðèâîé

Îäíîé èç çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðîéäåííîãî ïóòè ïî ñêîðîñòè: äëèíà

ïóòè åñòü èíòåãðàë îò ñêîðîñòè ïî ïðîìåæóòêó âðåìåíè, â òå÷åíèå

êîòîðîãî ïðîèñõîäèëî äâèæåíèå. Â ïðèíÿòîé íàìè òåðìèíîëîãèè ýòîò

ôàêò âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü 
 : (a; b) ! R
n
� ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

~r = ~r(t); t 2 (a; b).

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé êðèâîé 
 îò t = t0 äî t = t1, ãäå a < t0 <

t1 < b, íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

s(t0; t1) =

t1Z
t0

j~r 0(t)j dt : (6)

Ýêâèâàëåíòíûå ïàðàìåòðèçàöèè íîñèòåëÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé �

ýòî äâèæåíèÿ ïî íåìó ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, íî â îäíîì è òîì æå

íàïðàâëåíèè. Ñðåäè âñåõ òàêèõ äâèæåíèé âûäåëÿþòñÿ äâèæåíèÿ ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, êîòîðóþ åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà åäèíèöó ñêî-

ðîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðèçàöèè íàçûâàþòñÿ íàòóðàëüíûìè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïàðàìåòð t êðèâîé 
, çàäàííîé óðàâíåíèåì ~r =

~r(t), íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì, åñëè âåêòîð ñêîðîñòè åäèíè÷íûé: j~r 0(t)j �
1.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïî ëþáîé ðåãóëÿðíîé ëèíèè ìîæíî äâèãàòü-

ñÿ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ïðè ýòîì âðåìÿ äâèæåíèÿ ÷èñëåííî ðàâíî

ïðîéäåííîìó ïóòè. Òî÷íîå âûðàæåíèå ýòîãî ôàêòà ñîäåðæèòñÿ â ñëå-

äóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ýêâèâàëåíòíà êðèâîé ñ íà-

òóðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Â êà÷åñòâå íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîæíî

âçÿòü äëèíó s = s(t) êðèâîé 
 îò ôèêñèðîâàííîãî t0 äî ïåðåìåííîãî t:

s(t) =

tZ
t0

j~r 0(�)jd� : (7)

Âñÿêèé íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîãî ïðèáàâëåíè-

åì íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè îïðåäåëåí-

íîãî èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-

öèè (7) ðàâíà s0(t) = j~r 0(t)j > 0 â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè 
. Ïîýòîìó s(t)

� âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = t(s),

ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà

_t(s) =
1

s0(t(s))
=

1

j~r 0(t(s))j
> 0 :

Ôóíêöèÿ t = t(s) ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé ïàðàìåòðà, îñóùåñòâëÿþùåé ýê-

âèâàëåíòíîñòü èñõîäíîé êðèâîé 
 è êðèâîé 
1, çàäàííîé óðàâíåíèåì

~r = ~r(t(s)) � ~r1(s). Èìååì

_~r1(s) = ~r
0

(t(s)) � _t(s) =
~r 0(t(s))

j~r 0(t(s))j
;

òàê ÷òî j _~r1(s)j � 1, è s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà 
1.

Ïóñòü òåïåðü 
 � 
1, ãäå 
1: ~r = ~r1(s), s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð,

t = '(s) � çàìåíà ïàðàìåòðà. Âû÷èñëèì èíòåãðàë (7):

s(t) =

tZ
t0

j~r 0(�)jd� =





 � = '(�)

d � = _'(�)d�





 =

=

sZ
s0

j~r 0('(�))j _'(�)d� =

sZ
s0

j _~r1(�)jd� =

sZ
s0

1 � d� = s� s0 :

Îòñþäà s = s(t) + s0, è òåîðåìà äîêàçàíà.
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4 Ðåïåð Ôðåíå. Êðèâèçíà è êðó÷åíèå,

ôîðìóëû Ôðåíå

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà î ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåê-

òîðà.

Ëåììà. Ïóñòü 
 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ~r = ~r(t),

ïðè÷åì j~r(t)j � 1. Òîãäà:

1) âåêòîð ñêîðîñòè ~r 0(t) îðòîãîíàëåí ~r(t);

2) äëèíà âåêòîðà ñêîðîñòè ~r 0(t) ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè !(t) âðà-

ùåíèÿ âåêòîðà ~r(t) (îïðåäåëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ñì. â äîêàçàòåëü-

ñòâå).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (~r; ~r) = 1, ïîëó-

÷èì (~r; ~r) 0 = (~r 0; ~r) + (~r; ~r 0) = 2(~r 0; ~r) = 0 () ~r 0 ? ~r.

2) Îïðåäåëèì óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~r(t)

â ìîìåíò t ðàâåíñòâîì

!(t) = lim
�t!0

�����'�t
���� ;

ãäå �' � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~r(t) è ~r(t+�t). Èìååì

j~r 0(t)j =

���� lim
�t!0

�~r

�t

���� = lim
�t!0

�����~r�t
���� :

Òàê êàê ~r(t) è ~r(t + �t) � åäèíè÷íûå âåêòîðû, òî j�~rj = 2 sin
j�'j

2
,

îòêóäà

j~r 0(t)j = lim
�t!0

2 sin
j�'j

2

j�tj
= lim

�t!0

sin
j�'j

2

j�'j

2

�

�����'�t
���� = 1 � !(t) :

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ êðèâûìè â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü 
 � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Ïàðàìåòðèçóåì åå íàòó-

ðàëüíûì ïàðàìåòðîì s: ~r = ~r(s). Èç îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ïàðà-

ìåòðà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè �(s) = _~r(s) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì

êàñàòåëüíûì âåêòîðîì êðèâîé 
 â ìîìåíò s. Ðàññìîòðèì åãî ïðîèç-

âîäíóþ � âåêòîð óñêîðåíèÿ _~�(s). Äëèíà ýòîãî âåêòîðà, ò.å. âåëè÷èíà

óñêîðåíèÿ k(s) = j _~�(s)j, íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé 
 â ìîìåíò s. Ïî
ëåììå î ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà _~�(s) ? ~�(s), ò.å. óñêîðåíèå

îðòîãîíàëüíî ñêîðîñòè òî÷êè (è åå ïåðåìåùåíèþ). Òàêîå óñêîðåíèå â

øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè íàçûâàåòñÿ öåíòðîñòðåìèòåëüíûì. Ïî ýòîé

æå ëåììå j _~�(s)j, åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âåêòîðà _~� (s). Òàêèì

îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîíèìàòü êðèâèçíó â ëþáîì èç äâóõ âîçìîæíûõ
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ñìûñëîâ: âî-ïåðâûõ, k(s) åñòü öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå òî÷êè,

äâèæóùåéñÿ ïî êðèâîé ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ; âî-âòîðûõ, k(s) åñòü

óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êàñàòåëüíîé ê 
 â ìîìåíò s.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ 
 íàçûâàåòñÿ áèðåãóëÿðíîé, åñëè k(s) > 0.

Äëÿ áèðåãóëÿðíîé êðèâîé ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð ~�(s) =
_~�(s)

k(s)
.

Òàê êàê ~�(s) k _~�(s), à _~�(s) ? ~�(s), òî ~�(s) ? ~�(s), ò.å. âåêòîð ~�(s)

îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé. Êðîìå òîãî, j~�(s)j � 1. Ïîýòîìó ~�(s) íàçûâà-

åòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì ãëàâíîé íîðìàëè. Ïàðó åäèíè÷íûõ îðòîãî-

íàëüíûõ âåêòîðîâ ~�(s), ~�(s) ìîæíî äîïîëíèòü äî ïðàâîãî îðòîíîðìè-

ðîâàííîãî ðåïåðà â òî÷êå ~r(s) ïðè ïîìîùè âåêòîðà ~�(s) = [~�(s); ~�(s)],

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. ~�(s) íà-

çûâàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì áèíîðìàëè (ò.å. âòîðîé íîðìàëè; ïåð-

âàÿ, îíà æå ãëàâíàÿ, çàäàåòñÿ âåêòîðîì ~�(s)). Ðåïåð f~� (s); ~�(s); ~�(s)g â
òî÷êå ~r(s) íàçûâàåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ðåïåðîì èëè ðåïåðîì Ôðåíå

êðèâîé 
 ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ðàâíîì s. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå,

êîãäà 
 íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, îäíà è òà æå òî÷êà

~r(s) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì s, è ðåïåðû Ôðåíå

ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, õîòÿ ïðèëî-

æåíû îíè â îäíîé è òîé æå òî÷êå ~r(s).

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî êðèâîé (ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, ò.ê. ïàðà-

ìåòð s íàòóðàëåí) ðåïåð Ôðåíå âðàùàåòñÿ âîêðóã òî÷êè ñâîåãî ïðèëî-

æåíèÿ ~r(s). Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýòîãî âðàùåíèÿ ñîäåðæàò ôîð-

ìóëû Ôðåíå, ê âûâîäó êîòîðûõ ìû ïðèñòóïàåì. ×òîáû íå çàãðîìî-

æäàòü ôîðìóë, ïàðàìåòð s â íèõ îïóñêàåì.

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà ~� ìîæíî çàïèñàòü â âèäå _~� = k~�. Ýòî �

ïåðâàÿ èç ôîðìóë Ôðåíå. Îñòàëüíûå óñòðîåíû òàê æå: îíè âûðàæàþò

ïðîèçâîäíûå âåêòîðîâ ðåïåðà Ôðåíå ÷åðåç ñàìè ýòè âåêòîðû. Âûðàçèì
_~� ÷åðåç ~� , ~�, ~�. Ïî ëåììå î ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà

_~� ? ~�.

Òàê êàê ~� = [~� ; ~�], òî
_~� = [ _~�; ~�] + [~� ; _~�]. Âåêòîð _~� = k~� êîëëèíåàðåí

~�, ïîýòîìó èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, è
_~� = [~� ; _~�] ? ~� .

Òàê êàê
_~� îðòîãîíàëåí ~� è ~� , òî îí êîëëèíåàðåí (ò.å. ïðîïîðöèîíàëåí)

âåêòîðó ~�. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ �{ ({ �

ãðå÷åñêàÿ áóêâà �êàïïà�), à âåëè÷èíà { = {(s) íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì

êðèâîé 
 â òî÷êå s. Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ôîðìóëà Ôðåíå èìååò âèä
_~� = �{~�.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êðó÷åíèÿ. Âçÿâ ìîäóëè îáåèõ ÷à-

ñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì j{j = j
_~�j, ãäå j

_~�j ñîãëàñíî ëåììå

î ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
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âåêòîðà ~�, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñ-

êîñòè, íàòÿíóòîé íà ~� è ~�. Ýòà ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ

ïëîñêîñòüþ êðèâîé 
 â òî÷êå s. Ïîýòîìó àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êðó-

÷åíèÿ ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè.

Çíàê êðó÷åíèÿ âûáðàí èç òîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òîáû ïðàâûé âèíò èìåë

ïîëîæèòåëüíîå êðó÷åíèå.

Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíåé ôîðìóëû Ôðåíå çàìåòèì, ÷òî ~� = [~�; ~� ],

îòêóäà _~� = [
_~�; ~� ] + [~�; _~� ] = �{[~�; ~� ] + k[~�; ~�] = {

~� � k~� .

Âûïèøåì âñå òðè ôîðìóëû Ôðåíå âìåñòå, ïðè÷åì îäíîèìåííûå

âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå áóäåì ïèñàòü îäèí ïîä äðóãèì:8><
>:

_~� = k~�
_~� = �k~� +{~�
_~� = �{~� .

Êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ðåïåðà Ôðåíå, îòëè÷íûå îò ñîïðèêàñàþ-

ùåéñÿ, òàêæå èìåþò ñîáñòâåííûå íàçâàíèÿ. Ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà

âåêòîðû ~� è ~�, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòüþ êðèâîé â äàííîé

òî÷êå, ïîòîìó ÷òî êðèâàÿ (ò.å. åå êàñàòåëüíàÿ) ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé

ïëîñêîñòè. Ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà ~� è ~�, íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿþùåé.

5 Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ðåïåðà Ôðåíå,

êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ ïðè ïðîèçâîëü-

íîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé

Ïóñòü 
: ~r = ~r(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Êðèâèçíîé ýòîé êðèâîé â

ìîìåíò t íàçûâàåòñÿ êðèâèçíà ýêâèâàëåíòíîé åé êðèâîé 
1: ~r = ~r1(s)

ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì s ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè s = s(t).

Òàê êàê ïðîèçâîë âî ââåäåíèè íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà îãðàíè÷åí ïðè-

áàâëåíèåì ê íåìó ïîñòîÿííîé, òî êðèâèçíà 
, îïðåäåëåííàÿ ïðè ïî-

ìîùè ëþáîé êðèâîé 
1 ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ýêâèâàëåíòíîé


, áóäåò îäíà è òà æå. Â ÷àñòíîñòè, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñâîéñòâî

íåîáðàùåíèÿ êðèâèçíû 
 â íóëü, ò.å. áèðåãóëÿðíîñòè 
, à äëÿ áèðåãó-

ëÿðíîé êðèâîé êîððåêòíî îïðåäåëåíû ðåïåð Ôðåíå â ëþáîé òî÷êå è

êðó÷åíèå. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âàæíî óìåòü íàõîäèòü îñè, êîîðäèíàò-

íûå ïëîñêîñòè è áàçèñíûå âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå ïðÿìî ïî èñõîäíîé

ïàðàìåòðèçàöèè, íå ââîäÿ íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Ïîêàæåì, êàê ýòî

äåëàåòñÿ.

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, èçâåñòíûå
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èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó

(x0; y0; z0) ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~l = fa; b; cg, ìîæåò áûòü çàäàíà

ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè8<
:

X = x0 + �a;

Y = y0 + �b;

Z = z0 + �c;

ãäå ~R = fX; Y; Zg � ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, à � � ïàðà-

ìåòð íà ïðÿìîé (áóêâà t ó íàñ çàíÿòà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà íà êðèâîé


).

Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0; y0; z0) ñ íîðìàëüíûì âåê-

òîðîì ~N = fA;B;Cg, çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

A(X � x0) +B(Y � y0) + C(Z � z0) = 0 :

Ïóñòü 
: ~r = ~r(t) � ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ. Êàñàòåëüíàÿ ê íåé â ìî-

ìåíò t0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ~r(t0) = fx(t0); y(t0); z(t0)g ñ íàïðàâëÿþ-
ùèì âåêòîðîì ~r 0(t0). Ïîýòîìó ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëü-

íîé èìåþò âèä 8<
:

X = x(t0) + �x0(t0);

Y = y(t0) + �y0(t0);

Z = z(t0) + �z0(t0):

Âåêòîð ~r 0(t0) ÿâëÿåòñÿ òàêæå íîðìàëüíûì âåêòîðîì äëÿ íîðìàëü-

íîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó åå óðàâíåíèå èìååò âèä

(X � x(t0))x
0(t0) + (Y � y(t0))y

0(t0) + (Z � z(t0))z
0(t0) = 0 :

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ~� ïîñòóïèì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü s = s(t) � äëèíà äóãè (7), 
1: ~r = ~r1(s) =

~r(t(s)) � êðèâàÿ ñ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì, ýêâèâàëåíòíàÿ 
. Òîãäà

~r(t) = ~r1(s(t)), îòêóäà ~r 0 = _~r1 � s
0 = _~r1 � j~r

0j, è

~� = _~r1 =
~r 0

j~r 0j
: (8)

Òî÷íî òàê æå äëÿ ëþáîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ~f1(s) è ôóíêöèè
~f(t) = ~f1(s(t)), ïîëó÷åííîé èç íåå çàìåíîé ïàðàìåòðà, ïîëó÷èì ~f 0 =
_~
1
f � s0 =

_~
1
f � j~r 0j, îòêóäà

_~
1
f =

~f 0

j~r 0j
:

Ïðèìåíèâ ýòó ôîðìóëó ê ôóíêöèè ~f1 = _~r1, ïîëó÷èì
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�~r1 =

�
_~r1

�
0

j~r 0j
=

1

j~r 0j

�
~r 0

j~r 0j

�
0

=
~r 00j~r 0j � ~r 0(j~r 0j)0

j~r 0j3
:

Èìååì

(j~r 0j)0 =
d

dt

�
x
02
+ y

02
+ z

02
� 1

2

=
1

2

�
x
02
+ y

02
+ z

02
�
�

1

2

(2xx
0

+2yy
0

+2zz
0

) =

=
(~r 0; ~r 00)

j~r 0j
; îòêóäà �~r1 =

~r 00

j~r 0j2
�

(~r 0; ~r 00)

j~r 0j4
~r
0

: (9)

Èç ðàâåíñòâà (9) âûòåêàþò âàæíûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1 (íîâîå îïðåäåëåíèå áèðåãóëÿðíîé êðèâîé). Êðèâàÿ


: ~r = ~r(t) áèðåãóëÿðíà () âåêòîðû ~r 0 è ~r 00 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî ((=). Åñëè ~r 0 è ~r 00 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî,

â ÷àñòíîñòè, ~r 0 6= ~0, è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (9). Åñëè �~r1 = ~0, òî ýòà

ôîðìóëà äàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ~r 0 è ~r 00, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ. Ïîýòîìó �~r1 6= ~0 =) k = j�~r1j > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî (=)). Áèðåãóëÿðíîñòü 
 îçíà÷àåò, ÷òî ~r 0 6= ~0

(÷òîáû ìîæíî áûëî ââåñòè íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð) è k = j�~r1j > 0.

Åñëè ~r 0 è ~r 00 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà �, �, íå ðàâíûå

îäíîâðåìåííî íóëþ, äëÿ êîòîðûõ �~r 0 + �~r 00 = ~0. Ïðè ýòîì � 6= 0,

èíà÷å èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäîâàëî áû, ÷òî �~r 0 = ~0, íî ~r 0 6= ~0

ïî óñëîâèþ, à � 6= 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � è � îáðàùàëèñü

áû â íóëü îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó ~r 00 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ~r 0:

~r
00

= �
�

�
~r
0

= �~r
0

:

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî (9), ïîëó÷èì �~r1 = ~0, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò áèðåãóëÿðíîñòè 
.

Ñëåäñòâèå 2 (íîâîå îïðåäåëåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè).

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü áèðåãóëÿðíîé êðèâîé åñòü ïëîñêîñòü, íà-

òÿíóòàÿ íà âåêòîðû ~r 0 è ~r 00.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 1 âåêòîðû ~r 0 è ~r 00 ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû è ïîòîìó îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü �. Èç

(8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ~� = _~r1 è ~� =
1

k
�~r1 ëåæàò â ïëîñêîñòè �,

ïîýòîìó íàòÿíóòàÿ íà íèõ ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü ñîäåðæèòñÿ â

ïëîñêîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ íåé.

Èç ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî âåêòîðà ê ñî-

ïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [~r 0(t0); ~r
00(t0)].

Ýòîò æå âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé, îðòîãîíàëüíîé

ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè, ò.å. äëÿ áèíîðìàëè.
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Óïðàæíåíèå. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ áèíîðìàëè è ñîïðèêàñàþùåé-

ñÿ ïëîñêîñòè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû íàéäåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [ _~r1; �~r1]

äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïî ôîðìóëàì Ôðåíå è ïî ôîðìóëàì (8) � (9). Èìååì

[ _~r1; �~r1] = [~� ; _~� ] = [~� ; k~�] = k[~�; ~�] = k~� ;

[ _~r1; �~r1] =

�
~r 0

j~r 0j
;
~r 00

j~r 0j2
�

(~r 0; ~r 00)

j~r 0j4
~r
0

�
=

[~r 0; ~r 00]

j~r 0j3
; îòêóäà k~� =

[~r 0; ~r 00]

j~r 0j3
:

(10)

Âçÿâ ìîäóëè îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

k =
j[~r 0; ~r 00]j

j~r 0j3
:

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî çíà÷åíèÿ êðèâèçíû â (10) äàåò ~� =
[~r 0; ~r 00]

j[~r 0; ~r 00]j
.

Êîíå÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ýòà ôîðìóëà î÷åâèäíà, ò.ê. âûøå óæå

áûëî îòìå÷åíî, ÷òî âåêòîð [~r 0; ~r 00] íàïðàâëåí ïî áèíîðìàëè. Òàê êàê

ãëàâíàÿ íîðìàëü îðòîãîíàëüíà áèíîðìàëè è êàñàòåëüíîé, òî â êà÷å-

ñòâå åå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[[~r 0; ~r 00]; ~r 0]. Ýòîò æå âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äëÿ ñïðÿìëÿþùåé

ïëîñêîñòè.

Óïðàæíåíèå. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ãëàâíîé íîðìàëè è ñïðÿìëÿ-

þùåé ïëîñêîñòè.

Çíàÿ âåêòîðû ~� è ~�, ìîæíî áåç òðóäà íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð

ãëàâíîé íîðìàëè ~�:

~� = [~�; ~� ] =

�
[~r 0; ~r 00]

j[~r 0; ~r 00]j
;
~r 0

j~r 0j

�
=

[[~r 0; ~r 00]; ~r 0]

j[~r 0; ~r 00]jj~r 0j
:

Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü ðàâåí ìîäóëþ âåêòîðà, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòå-

ëå, ò.ê. íàòÿíóòûé íà âåêòîðû [~r 0; ~r 00] è ~r 0 ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîì, è åãî ïëîùàäü ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí ñòîðîí.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåé ôîðìóëû äëÿ ~� ñ òî÷íîñòüþ äî

çíàêà î÷åâèäíà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðó÷åíèÿ áóäåò ïîëåçíà ôîðìóëà äëÿ òðåòüåé

ïðîèçâîäíîé
���

~r1, àíàëîãè÷íàÿ (8) è (9).

Óïðàæíåíèå. Âûâåäèòå ôîðìóëó âèäà

���

~r1=
~r 000

j~r 0j3
+ �~r

00

+ �~r
0

: (11)

×åìó ðàâíû � è � ?
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Äàëåå ïîñòóïàåì òàê æå, êàê ïðè âû÷èñëåíèè êðèâèçíû: íàõî-

äèì âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ h _~r1; �~r1;
���

~r1i ïî ôîðìó-

ëàì Ôðåíå è ïî ôîðìóëàì (8), (9), (11), à çàòåì ïðèðàâíèâàåì èõ.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (11) äëÿ
���

~r1, ïîëó÷èì

h _~r1; �~r1;
���

~r1i = h~�; k~�;�k2~� + _k~� + k{~�i = k
2
{h~� ; ~�; ~�i = k

2
{ ;

h _~r1; �~r1;
���

~r1i =

�
~r 0

j~r 0j
;
~r 00

j~r 0j2
�

(~r 0; ~r 00)

j~r 0j4
~r;

~r 000

j~r 0j3
+ �~r

00

+ �~r
0

�
=
h~r 0; ~r 00; ~r 000i

j~r 0j6
;

îòêóäà

k
2
{ =

h~r 0; ~r 00; ~r 000i

j~r 0j6
:

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà èçâåñòíîå çíà÷åíèå êðèâèçíû, ïîëó÷èì

{ =
h~r 0; ~r 00; ~r 000i

j[~r 0; ~r 00]j2
:

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: åñëè t = s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, òî

êðó÷åíèå âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

{ =
h _~r1; �~r1;

���

~r1i

k2
=
h _~r1; �~r1;

���

~r1i

j�~r1j2
:

Âûâåäåííûå âûøå ãðîìîçäêèå ôîðìóëû ó÷èòü íàèçóñòü íå íóæíî.

Äîñòàòî÷íî çàïîìíèòü ôîðìóëû äëÿ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, à òàêæå

òîò ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò, ÷òî âåêòîð ~r 0 íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé, à

âåêòîð [~r 0; ~r 00] � ïî áèíîðìàëè. Íàïðàâëåíèå ãëàâíîé íîðìàëè, îðòî-

ãîíàëüíîå ýòèì âåêòîðàì, ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ èõ âåêòîðíîå ïðîèç-

âåäåíèå. Ýòîãî óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ òðåõ êîîð-

äèíàòíûõ ïðÿìûõ è òðåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé ðåïåðà Ôðåíå, à

òàêæå íàéòè åäèíè÷íûå âåêòîðû ~� , ~�, ~�.

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ çàäà÷ó íà îòûñêàíèå ýëåìåíòîâ ðåïåðà Ôðåíå.

Çàäà÷à. Íàéòè êîîðäèíàòíûå îñè, ïëîñêîñòè, áàçèñíûå âåêòîðû

ðåïåðà Ôðåíå êðèâîé ~r = f2t; ln t; t2g â òî÷êå P0(2; 0; 1), à òàêæå åå

êðèâèçíó è êðó÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå òî÷êå P0, èç ñèñòåìû 8<
:

2t0 = 2;

ln t0 = 0;

t0
2 = 1;
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îòêóäà t0 = 1. Äàëåå âû÷èñëÿåì ~r 0(t) =

�
2;

1

t
; 2t

�
; ~r 0(1) =

f2; 1; 2g.
Ýòîãî óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé8<

:
X = 2 + 2�

Y = �

Z = 1 + 2�

è íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè: 2(X � 2) + Y + 2(Z � 1) = 0. Òàê êàê

j~r 0(t)j =

s
22 +

�
1

t

�2

+ (2t)2 =

r
4t4 + 4t2 + 1

t2
=

2t2 + 1

t
; j~r 0(1)j = 3 ;

òî åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ðàâåí ~� =
~r 0(1)

j~r 0(1)j
=

�
2

3
;
1

3
;
2

3

�
.

Äàëåå,

~r
00

(t) =

�
0;�

1

t2
; 2

�
; ~r

00

(1) = f0;�1; 2g ;

[~r
0

(t); ~r
00

(t)] =

������
2

1

t
2t

0 �
1

t2
2

������ =
�
4

t
;�4;�

2

t2

�
; [~r

0

(1); ~r
00

(1)] = f4;�4;�2g :

Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ áèíîðìàëè8<
:

X = 2 + 4�

Y = � 4�

Z = 1 � 2�

è ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè: 4(X � 2)� 4Y � 2(Z � 1) = 0. Òàê

êàê

j[~r 0(t); ~r 00(t)]j =

s�
4

t

�2

+ (�4)2 +

�
�

2

t2

�2

= 2

r
4t4 + 4t2 + 1

t4
=

2(2t2 + 1)

t2
;

òî j[~r 0(1); ~r 00(1)]j = 6, è åäèíè÷íûé âåêòîð áèíîðìàëè ðàâåí

~� =
[~r 0(1); ~r 00(1)]

j[~r 0(1); ~r 00(1)]j
=

�
2

3
;�

2

3
;�

1

3

�
:

Êðèâèçíà â ëþáîé òî÷êå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

k =
j[~r 0(t); ~r 00(t)]j

j~r 0(t)j3
=

2(2t2 + 1)

t2
:

�
2t2 + 1

t

�3

=
2t

(2t2 + 1)2
:
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Äëÿ îòûñêàíèÿ ãëàâíîé íîðìàëè âû÷èñëèì

[[~r
0

(t); ~r
00

(t)]; ~r
0

(t)] =

������
4

t
�4 �

2

t2

2
1

t
2t

������ =
�
�8t+

2

t3
;�8�

4

t2
;
4

t2
+ 8

�
;

[[~r
0

(1); ~r
00

(1)]; ~r
0

(1)] = f�6;�12; 12g :

Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãëàâíîé íîðìàëè8<
:

X = 2 � 6�

Y = � 12�

Z = 1 + 12�

è ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòè: �6(X � 2)� 12Y + 12(Z � 1) = 0. Òàê

êàê

j[[~r 0(1); ~r 00(1)]; ~r 0(1)]j = 18 ;

òî åäèíè÷íûé âåêòîð ãëàâíîé íîðìàëè ðàâåí

~� =
[[~r 0(1); ~r 00(1)]; ~r 0(1)]

j[[~r 0(1); ~r 00(1)]; ~r 0(1)]j
=

�
�
1

3
;�

2

3
;
2

3

�
:

Äëÿ îòûñêàíèÿ êðó÷åíèÿ íóæíî âû÷èñëèòü ~r 000(t) =

�
0;

2

t3
; 0

�
,

à çàòåì �

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå h~r 0; ~r 00; ~r 000i = ([~r 0; ~r 00]; ~r 000), ãäå îáà ìíîæè-

òåëÿ

â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè óæå èçâåñòíû:

h~r 0; ~r 00; ~r 000i =
4

t
� 0� 4 �

2

t3
�

2

t2
� 0 = �

8

t3
:

Òîãäà

{ =
h~r 0; ~r 00; ~r 000i

j[~r 0; ~r 00]j2
= �

8

t3
:

�
2(2t2 + 1)

t2

�2

= �
2t

(2t2 + 1)2
:

Â çàêëþ÷åíèå � íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé.

1). Ïðè ïåðâîé æå âîçìîæíîñòè ïîäñòàâëÿéòå â êîîðäèíàòû âåê-

òîðîâ çíà÷åíèå t0, ÷òîáû îíè áûëè ÷èñëàìè, à íå ñëîæíûìè âûðàæå-

íèÿìè, ñîäåðæàùèìè t. Îïåðèðîâàòü ñ ÷èñëîâûìè âåêòîðàìè íàìíîãî

ïðîùå.

2). Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ è íîðìàëüíûå âåêòîðû ïëîñ-

êîñòåé íóæíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ïîýòîìó â íèõ
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ìîæíî âûíîñèòü îáùèå ìíîæèòåëè êîîðäèíàò è ñîêðàùàòü íà íèõ,

ò.å. ïðîñòî èãíîðèðîâàòü èõ.

3). Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü êàê îïðåäåëè-

òåëü, à òîëüêî êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ [~r 0; ~r 00] è ~r 000, êî-

òîðûå ê ìîìåíòó âû÷èñëåíèÿ êðó÷åíèÿ óæå èçâåñòíû.

ÏÐÎÁÍÀß ÊÎÍÒÐÎËÜÍÀß ÐÀÁÎÒÀ

ÂÀÐÈÀÍÒ �1

1. Íàéäèòå ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü è âåêòîð ~� äëÿ êðèâîé

~r = fet cos t; et sin t; etg

â òî÷êå P0(1; 0; 1) è å¼ êðó÷åíèå â ëþáîé òî÷êå.

ÂÀÐÈÀÍÒ �2

1. Íàéäèòå íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü è áèíîðìàëü êðèâîé

~r =

�
t;
t3

3
;
1

2t

�

â òî÷êå P0

�
1;

1

3
;
1

2

�
è å¼ êðèâèçíó â ëþáîé òî÷êå.

ÂÀÐÈÀÍÒ �3

1. Íàéäèòå ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü è âåêòîð ~� äëÿ êðèâîé

~r = ft2; 1� t; t
3g

â òî÷êå P0(1; 0; 1) è å¼ êðó÷åíèå â ëþáîé òî÷êå.

ÂÀÐÈÀÍÒ �4

1. Íàéäèòå áèíîðìàëü è âåêòîð ~� äëÿ êðèâîé

~r = f2t; ln t; t2g

â òî÷êå P0(2; 0; 1) è å¼ êðèâèçíó â ëþáîé òî÷êå.
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ÂÀÐÈÀÍÒ �5

1. Íàéäèòå ñîïðèêàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü è âåêòîð ~� äëÿ êðèâîé

~r =

�
t;
t3

3
;
1

2t

�

â òî÷êå P0

�
1

2
;
1

24
; 1

�
è å¼ êðó÷åíèå â ëþáîé òî÷êå.

ÂÀÐÈÀÍÒ �6

1. Íàéäèòå ñïðÿìëÿþùóþ ïëîñêîñòü è âåêòîð ~� äëÿ êðèâîé

~r = ft2; 1� t; t
3g

â òî÷êå P0(1; 2;�1) è å¼ êðèâèçíó â ëþáîé òî÷êå.

ÎÒÂÅÒÛ: (ïî ìîäóëþ 6)

1. Ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü �(x� 1) + y = 0.

Âåêòîð ~� =
1
p
6
f�1;�1; 2g. Êðó÷åíèå � = �

1

3et
.

2. Íîðìàëüíàÿ ïëîñêîñòü 2(x� 1) + 2(y � 1

3
)� (z � 1

2
) = 0.

Áèíîðìàëü 8<
:

X = 1 + 2�

Y = 1

3
� �

Z = 1

2
+ 2�

Êðèâèçíà k =
8t3

(2t4 + 1)2
.

3. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü 3(x� 1) + 3y � (z � 1) = 0.

Âåêòîð ~� =
1

p
266

f�8; 11; 9g. Êðó÷åíèå � =
3

1 + 9t2 + 9t4
.

19



4. Áèíîðìàëü 8<
:

X = 2 + 2�

Y = � 2�

Z = 1 � �

Âåêòîð ~� =
1

3
f�1;�2; 2g. Êðèâèçíà k =

2t

(2t2 + 1)2
.

5. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü 4(x� 1

2
)� 8(y � 1

24
) + (z + 1) = 0.

Âåêòîð ~� =
1

9
f7; 4; 4g. Êðó÷åíèå � = �

8t3

(2t4 + 1)2
.

6. Ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòü 8(x� 1) + 11(y � 2) + 9(z + 1) = 0.

Âåêòîð ~� =
1

p
19
f3;�3; 1g. Êðèâèçíà k =

2
p
1 + 9t2 + 9t4

(1 + 4t2 + 9t4)2
.
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