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Îïðåäåëåíèå ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé

43.1. Êâàäðèêè, ñîäåðæàùèå è íå ñîäåðæàùèå ïðÿìîëèíåéíûå

îáðàçóþùèå

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé

îáðàçóþùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïî îïðåäåëåíèþ èìåþò öèëèíäðè÷åñêèå è

êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé è

ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäðû è êîíóñ. Èç ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé

âûòåêàåò, ÷òî íà êàæäîé èç íèõ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî

îäíà ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ, ïðè÷åì íà öèëèíäðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòÿõ ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû, à íà

êîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ âñå îíè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ (â âåðøèíå

ïîâåðõíîñòè). Çàìå÷àíèÿ 41.1 è 41.2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûå

îáðàçóþùèå åñòü ó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íà ñëåäóþùåì ñëàéäå, âñå îñòàëüíûå

¾íåâûðîæäåííûå¿ êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

íå èìåþò.
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Îòñóòñòâèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ó ýëëèïñîèäà, äâóïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà è ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (1)

Çàìå÷àíèå 43.1

Ýëëèïñîèä, äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä íå

èìåþò ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ïîâåðõíîñòè çàäàíû ñâîèìè

êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Ýëëèïñîèä íå èìååò ïðÿìîëèíåéíûõ

îáðàçóþùèõ, ïîòîìó ÷òî îí öåëèêîì ðàñïîëîæåí âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà,

çàäàâàåìîãî íåðàâåíñòâàìè |x | 6 a, |y | 6 b è |z | 6 c.

Ïåðåéäåì ê äâóïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè Oxy , òî îíà ëåæèò â ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì z = h

äëÿ íåêîòîðîãî h. Íî, êàê ìû âèäåëè â � 41, ñå÷åíèå äâóïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòüþ âèäà z = h ÿâëÿåòñÿ ëèáî ýëëèïñîì, ëèáî

òî÷êîé, ëèáî ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî ñå÷åíèå íå

ñîäåðæèò íèêàêîé ïðÿìîé. Åñëè æå ïðÿìàÿ ëèáî ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü

Oxy , ëèáî ëåæèò â íåé, òî îíà íå ìîæåò ëåæàòü íà íàøåì ãèïåðáîëîèäå,

òàê êàê îí íå ïåðåñåêàåò óêàçàííóþ ïëîñêîñòü. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî Oxy

çäåñü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáóþ ïëîñêîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

z = r , ãäå |r | < c.
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Îòñóòñòâèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ó ýëëèïñîèäà, äâóïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà è ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (2)

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ó

ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (íàäî òîëüêî âìåñòî ïëîñêîñòè Oxy

ðàññìîòðåòü ïëîñêîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì z = r , ãäå r � ïðîèçâîëüíîå

îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî).
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (1)

Îñíîâíàÿ öåëü ýòîãî ïàðàãðà�à � óêàçàòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà è ñïîñîá

íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèé ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

43.2. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

Òåîðåìà 43.1

×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäèò ðîâíî äâå

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä çàäàåòñÿ â

ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì âèäà

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= 1. (1)

Ïóñòü òî÷êà M
0

(x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò îäíîïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó,
çàäàííîìó óðàâíåíèåì (1), à ïðÿìàÿ ℓ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó,

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé ýòîãî ãèïåðáîëîèäà.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (2)

Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ:






x = x
0

+ pt,

y = y
0

+ qt,

z = z
0

+ rt.

(2)

Ïîëîæèì

X = x
a
, Y = y

b
, Z = z

c
, X

0

= x
0

a
, Y

0

= y
0

b
, Z

0

= z
0

c
,

P = p

a
, Q = q

b
, R = r

c
.

(3)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå ãèïåðáîëîèäà ïðèíèìàåò âèä

X
2 + Y

2 − Z
2 = 1, (4)

à óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ � âèä







X = X
0

+ Pt,

Y = Y
0

+ Qt,

Z = Z
0

+ Rt.

(5)

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð
~a = (p,q, r) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì

ïðÿìîé ℓ. Åñëè r 6= 0, òî R òàêæå îòëè÷íî îò 0, è ðàçäåëèâ âåêòîð
~a íà R ,

ìû ïîëó÷èì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, òðåòüÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî

ðàâíà c.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (3)

Ïîñêîëüêó íàì íå âàæíî, êîîðäèíàòû êàêîãî èìåííî èç íàïðàâëÿþùèõ

âåêòîðîâ ïðÿìîé ℓ ñòîÿò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (2), â äàëüíåéøåì

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî r = 0, ëèáî r = c, ò. å. ëèáî R = 0, ëèáî R = 1.

Ïîäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5) â óðàâíåíèå (4). Ïîëó÷èì

(X
0

+ Pt)2 + (Y
0

+Qt)2 − (Z
0

+ Rt)2 = 1. (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

X
2

0

+ Y
2

0

− Z
2

0

= 1, (7)

ïîñêîëüêó òî÷êà M
0

ëåæèò íà ãèïåðáîëîèäå. Âû÷òåì ðàâåíñòâî (7) èç

ðàâåíñòâà (6). Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì

(P2 +Q
2 − R

2)t2 + 2(X
0

P + Y
0

Q − Z
0

R)t = 0.

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ïðÿìîé ℓ ëåæàò íà ãèïåðáîëîèäå, ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî t. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â

ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

{

P2 +Q2 − R2 = 0,

X
0

P + Y
0

Q − Z
0

R = 0.

Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè R = 0, òî P = Q = 0, è

ïîòîìó p = q = r = 0. Íî ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âåêòîð
~a, áóäó÷è

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, íå ìîæåò áûòü íóëåâûì.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (4)

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî R = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

{

P2 + Q2 = 1,

X
0

P + Y
0

Q = Z
0

.
(8)

Èç óðàâíåíèÿ (7) âèäíî, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà X
0

= Y
0

= 0, íåâîçìîæåí.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî X
0

6= 0, ëèáî Y
0

6= 0. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî

Y
0

6= 0 (ñëó÷àé, êîãäà X
0

6= 0, ðàçáèðàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî è ïðèâîäèò

ê òåì æå ñàìûì ðåçóëüòàòàì). Èç âòîðîãî èç óðàâíåíèé (8) èìååì

Q = Z
0

−X
0

P

Y
0

. Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âìåñòî Q â

ïåðâîå èç óðàâíåíèé (8), ìû ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

ñëåäóþùåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî P:

(

1+
X 2

0

Y 2

0

)

P
2 −

2X
0

Z
0

Y 2

0

· P +
Z 2

0

Y 2

0

− 1 = 0.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà Y 2

0

, ïîëó÷èì:

(X 2

0

+ Y
2

0

)P2 − 2X
0

Z
0

P + Z
2

0

− Y
2

0

= 0. (9)

Ïîäñ÷èòàåì äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè

ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (5)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (7), ïîëó÷èì:

D = 4X
2

0

Z
2

0

− 4(X 2

0

+ Y
2

0

)(Z 2

0

− Y
2

0

) =

= 4(X 2

0

Z
2

0

− X
2

0

Z
2

0

+ X
2

0

Y
2

0

− Y
2

0

Z
2

0

+ Y
4

0

) =

= 4(X 2

0

+ Y
2

0

− Z
2

0

)Y 2

0

=

= 4Y
2

0

> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (9) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ ìîæíî âûáðàòü äâóìÿ

ñïîñîáàìè, ò. å. ÷åðåç òî÷êó M
0

ïðîõîäèò ðîâíî äâå ïðÿìîëèíåéíûõ

îáðàçóþùèõ íàøåãî ãèïåðáîëîèäà.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (1)

Ïðîäîëæèì ðàññóæäåíèÿ, íà÷àòûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 43.1, äëÿ

òîãî, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ. �åøèì

óðàâíåíèå (9), èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ

÷åòíûì êîý��èöèåíòîì ïðè ïåðâîé ñòåïåíè íåèçâåñòíîãî:

P =
X
0

Z
0

± Y
0

X 2

0

+ Y 2

0

.

Îòñþäà

Q =
Z
0

− X
0

P

Y
0

=
Z
0

− (X
0

Z
0

±Y
0

)X
0

X2

0

+Y 2

0

Y
0

=

=
X 2

0

Z
0

+ Y 2

0

Z
0

− X 2

0

Z
0

∓ X
0

Y
0

Y
0

(X 2

0

+ Y 2

0

)
=

=
Y
0

Z
0

∓ X
0

X 2

0

+ Y 2

0

.

Íàïîìíèì, ÷òî R = 1.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (2)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (3), ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ïðÿìîé ℓ èìåþò âèä



























x = x
0

+
x
0

z
0

ac
+ε·

y
0

b

x2
0

a2
+

y2
0

b2

· at,

y = y
0

+
y
0

z
0

bc
−ε·

x
0

a

x2
0

a2
+

y2
0

b2

· bt,

z = z
0

+ ct,

(10)

ãäå ε ∈ {1,−1}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü ýòè óðàâíåíèÿ, íàì

ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïñ, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ñå÷åíèè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà,

çàäàííîãî óðàâíåíèåì (1), ïëîñêîñòüþ Oxy , íàçûâàåòñÿ ãîðëîâûì

ýëëèïñîì ýòîãî ãèïåðáîëîèäà (ñì. ðèñóíîê íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).
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�îðëîâîé ýëëèïñ

s

x

y

z

O

ãîðëîâîé

ýëëèïñ

�èñ. 1. �îðëîâîé ýëëèïñ
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (3)

Åñëè â óðàâíåíèÿõ (10) ïîëîæèòü t = − z
0

c
, òî ìû ïîëó÷èì z = 0. Òàêèì

îáðàçîì, òî÷êà ïðÿìîé ℓ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàííîìó çíà÷åíèþ

ïàðàìåòðà t, ëåæèò â ïëîñêîñòè Oxy . Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ ℓ ëåæèò íà

ãèïåðáîëîèäå, ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãîðëîâîìó ýëëèïñó. Ìû âèäèì, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 43.2

Âñÿêàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

ïåðåñåêàåò åãî ãîðëîâîé ýëëèïñ.
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Äâà ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà (1)

Âîçüìåì òî÷êó ïðÿìîé ℓ, ïðèíàäåæàùóþ ãîðëîâîìó ýëëèïñó, â êà÷åñòâå

òî÷êè M
0

. Òîãäà z
0

= 0. Ïîñêîëüêó òî÷êà M
0

ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëîèäó,

îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

x2
0

a2
+

y2
0

b2
= 1. Ñ ó÷åòîì äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ,

óðàâíåíèÿ (10) ïðèíèìàþò âèä











x = x
0

+ ay
0

b
t,

y = y
0

− bx
0

a
t,

z = ct

(11)

ïðè ε = 1 è











x = x
0

− ay
0

b
t,

y = y
0

+ bx
0

a
t,

z = ct.

(12)

ïðè ε = −1.
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Äâà ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà (2)

Ïîñêîëüêó ãîðëîâîé ýëëèïñ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, óðàâíåíèÿ

âèäà (11) è (12) çàäàþò äâà áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ

îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

43.1 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 43.3

×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäèò ïî îäíîé

ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé èç êàæäîãî ñåìåéñòâà.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà (1)

Äâå òî÷êè, ëåæàùèå íà ýëëèïñå, íàçûâàþòñÿ äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíûìè, åñëè ïðÿìàÿ, èõ ñîåäèíÿþùàÿ, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð

ýëëèïñà.

Òåîðåìà 43.2

Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà èç

îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ. Äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç

ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïàðàëëåëüíû, åñëè îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç äèàìåòðàëüíî

ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ãîðëîâîãî ýëëèïñà, è ïåðåñåêàþòñÿ â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ℓ
1

è ℓ
2

� ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå

èç îäíîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ãîðëîâîãî ýëëèïñà

M
1

(x
1

, y
1

, 0) è M
2

(x
2

, y
2

, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó, çàäàâàåìîìó

óðàâíåíèÿìè âèäà (11) (äëÿ ñåìåéñòâà, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè âèäà

(12) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ
1

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
~s
1

= ( ay1
b
,− bx

1

a
, c), à íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ

2

� âåêòîð
~s
2

= ( ay2
b
,− bx

2

a
, c). ßñíî, ÷òî

−−−→
M

1

M
2

= (x
2

− x
1

, y
2

− y
1

, 0).
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà (2)

Ïîñêîëüêó òî÷êè M
1

è M
2

ðàçëè÷íû, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë

x
2

− x
1

è y
2

− y
1

îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èìååì

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

y
2

− y
1

0

ay
1

b
− bx

1

a
c

ay
2

b
− bx

2

a
c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x
2

− x
1

)
(

−
bcx

1

a
+

bcx
2

a

)

− (y
2

− y
1

)
(

acy
1

b
−

acy
2

b

)

=

=
bc

a
(x

2

− x
1

)2 +
ac

b
(y

2

− y
1

)2 6= 0.

Â ñèëó òåîðåìû 14.3 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ñêðåùèâàþòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü ℓ
1

è ℓ
2

� ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ëåæàùèå íà ãîðëîâîì ýëëèïñå òî÷êè M
1

(x
1

, y
1

, 0) è
M

2

(x
2

, y
2

, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ
1

ÿâëÿåòñÿ

âåêòîð
~s
1

= ( ay1
b
,− bx

1

a
, c), à íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ

2

� âåêòîð

~s
2

= (− ay
2

b
, bx

2

a
, c). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè M

1

è M
2

ëåæàò íà ãèïåðáîëîèäå,

ïîëó÷àåì, ÷òî

x2
1

a2
+

y2
1

b2
=

x2
2

a2
+

y2
2

b2
= 1.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà (3)

Ñëåäîâàòåëüíî,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

y
2

− y
1

0

ay
1

b
− bx

1

a
c

− ay
2

b
bx
2

a
c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x
2

− x
1

)
(

−
bcx

1

a
−

bcx
2

a

)

− (y
2

− y
1

)
(

acy
1

b
+

acy
2

b

)

=

=
bc

a
(x2

1

− x
2

2

) +
ac

b
(y2

1

− y
2

2

) =

= abc
(x2

1

a2
+

y2
1

b2

)

− abc
(x2

2

a2
+

y2
2

b2

)

= abc − abc = 0.

Â ñèëó òåîðåìû 14.3 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ëåæàò â îäíîé

ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî îíè ïàðàëëåëüíû, åñëè èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû

ïðîïîðöèîíàëüíû, è ïåðåñåêàþòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðàâëÿþùèìè

âåêòîðàìè ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû
~s
1

=
(

ay
1

b
,− bx

1

a
, c

)

è

~s
2

=
(

−ay
2

b
, bx

2

a
, c
)

ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû

ïðîïîðöèîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà − y
1

y
2

= − x
1

x
2

= c
c
= 1, ò. å.

êîãäà x
2

= −x
1

è y
2

= −y
1

. Ïîñêîëüêó ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàþò ãîðëîâîé

ýëëèïñ â òî÷êàõ M
1

(x
1

, y
1

, 0) è M
2

(x
2

, y
2

, 0) ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî
ℓ
1

è ℓ
2

ïàðàëëåëüíû, åñëè òî÷êè M
1

è M
2

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû,

è ïåðåñåêàþòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (1)

43.3. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

Ïåðåéäåì ê ïðÿìîëèíåéíûì îáðàçóþùèì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Èõ ñâîéñòâà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ïðÿìîëèíåéíûõ

îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà. Íàïîìíèì, ÷òî

ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

x2

a2
−

y2

b2
= 2z . (13)

Òåîðåìà 43.3

×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäèò ðîâíî äâå

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà M
0

(x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò
ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïàðàáîëîèäó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (13), à ïðÿìàÿ ℓ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M
0

, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé ýòîãî

ïàðàáîëîèäà. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ èìåþò âèä (2).

Ïîëîæèì

X =
x

a
,Y =

y

b
,Z = z ,X

0

=
x
0

a
,Y

0

=
y
0

b
,Z

0

= z
0

,P =
p

a
,Q =

q

b
è R = r .
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (2)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà ïðèíèìàåò âèä

X
2 − Y

2 = 2Z , (14)

à óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ � âèä (5). Åñëè q 6= 0, òî, ðàçäåëèâ âåêòîð

~a = (p, q, r) íà Q, ìû ïîëó÷èì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, âòîðàÿ

êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàâíà b. Ïîñêîëüêó íàì íå âàæíî, êîîðäèíàòû êàêîãî

èìåííî èç íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïðÿìîé ℓ ñòîÿò â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

óðàâíåíèé (2), â äàëüíåéøåì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî q = 0, ëèáî q = b,

ò. å. ëèáî Q = 0, ëèáî Q = 1. Ïîäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5) â

óðàâíåíèå (14). Ïîëó÷èì

(X
0

+ Pt)2 − (Y
0

+ Qt)2 = 2(Z
0

+ Rt). (15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

X
2

0

− Y
2

0

= 2Z
0

, (16)

ïîñêîëüêó òî÷êà M
0

ëåæèò íà ïàðàáîëîèäå. Âû÷òåì ðàâåíñòâî (16) èç

ðàâåíñòâà (15). Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì

(P2 − Q
2)t2 + 2(X

0

P − Y
0

Q − R)t = 0.

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ïðÿìîé ℓ ëåæàò íà ïàðàáîëîèäå, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî t.
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×èñëî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó (3)

Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà

{

P2 − Q2 = 0,

X
0

P − Y
0

Q − R = 0.

Åñëè Q = 0, òî ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî P = 0, íî òîãäà è

R = 0 â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå p = q = r = 0. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
~a 6= ~

0. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî Q = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

{

P2 = 1,

X
0

P − Y
0

= R.
(17)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî P = ±1. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû (17) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî R = ±X
0

− Y
0

. Ñëåäîâàòåëüíî, p = ±a,

q = b è r = ± x
0

a
− y

0

b
. Òàêèì îáðàçîì, íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ

ìîæåò áûòü âûáðàí äâóìÿ ñïîñîáàìè:
~a
1

= (a,b, x
0

a
− y

0

b
) è

~a
2

= (−a,b,− x
0

a
− y

0

b
). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç òî÷êó M

0

ïðîõîäÿò ðîâíî äâå

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

Ïðåæäå ÷åì �îðìóëèðîâàòü åùå îäíó òåîðåìó î ñâîéñòâàõ

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, çàìåòèì,

÷òî, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M
0

, èìåþò âèä







x = x
0

+ at,

y = y
0

+ bt,

z = z
0

+
(

x
0

a
− y

0

b

)

t

(18)

è







x = x
0

− at,

y = y
0

+ bt,

z = z
0

+
(

− x
0

a
− y

0

b

)

t.

(19)

Óðàâíåíèÿ âèäà (18) è (19) çàäàþò äâà áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâà

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà. Èç

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 43.3 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 43.4

×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäèò ïî îäíîé

ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé èç êàæäîãî ñåìåéñòâà.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà (1)

Òåîðåìà 43.4

Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà èç

ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ. Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç

îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ℓ
1

� ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ èç ñåìåéñòâà,

çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè âèäà (18), ℓ
2

� ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ èç

ñåìåéñòâà, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè âèäà (19), à M
1

(x
1

, y
1

, z
1

) è
M

2

(x
2

, y
2

, z
2

) � òî÷êè, ëåæàùèå íà ℓ
1

è ℓ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ ℓ
1

èìååò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
~s
1

= (a, b, x
1

a
− y

1

b
), à ïðÿìàÿ ℓ

2

�

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
~s
2

= (−a,b,− x
2

a
− y

2

b
). Âåêòîðû ~s

1

è
~s
2

íå

êîëëèíåàðíû, òàê êàê

a
−a

6= b
b
. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî

ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàþòñÿ, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îíè ëåæàò

â îäíîé ïëîñêîñòè.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà (2)

Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x
1

, y
1

, z
1

) è (x
2

, y
2

, z
2

)

ëåæàò íà ïàðàáîëîèäå, è ïîòîìó

x2
1

a2
−

y2
1

b2
= 2z

1

è

x2
2

a2
−

y2
2

b2
= 2z

2

, èìååì

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

y
2

− y
1

z
2

− z
1

a b x
1

a
− y

1

b

−a b − x
2

a
− y

2

b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x
2

− x
1

)
(

−
b

a
· x

2

− y
2

−
b

a
· x

1

+ y
1

)

−

− (y
2

− y
1

)
(

−x
2

−
a

b
· y

2

+ x
1

−
a

b
· y

1

)

+ (z
2

− z
1

) · 2ab =

=
b

a
(x2

1

− x
2

2

)− (x
1

− x
2

)(y
1

− y
2

)−
a

b
(y2

1

− y
2

2

) + (x
1

− x
2

)(y
1

− y
2

) +

+ 2ab(z
2

− z
1

) = ab
(x2

1

− x2
2

a2
−

y2
1

− y2
2

b2
+ 2z

2

− 2z
1

)

=

= ab
(

x2
1

a2
−

y2
1

b2
− 2z

1

)

− ab
(

x2
2

a2
−

y2
2

b2
− 2z

2

)

=

= ab · 0− ab · 0 = 0 − 0 = 0.

Â ñèëó òåîðåìû 14.3 ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà (3)

Ïóñòü òåïåðü ℓ
1

è ℓ
2

� ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç îäíîãî

ñåìåéñòâà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ïðÿìûå

ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó, çàäàâàåìîìó óðàâíåíèÿìè âèäà (18) (äëÿ

ñåìåéñòâà, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè âèäà (19), äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî). Ïîëàãàÿ â (18) t = − x
0

a
, ïîëó÷àåì x = 0. Òàêèì îáðàçîì,

êàæäàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ èç íàøåãî ñåìåéñòâà ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó ñ àáñöèññîé 0. Ïóñòü M
1

(0, y
1

, z
1

) è M
2

(0, y
2

, z
2

) � òî÷êè, ëåæàùèå

íà ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ

ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ìîæíî âçÿòü âåêòîðû
~s
1

= (a, b,− y
1

b
) è ~s

2

= (a, b,− y
2

b
)

ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òåîðåìû 14.3 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 y
2

− y
1

z
2

− z
1

a b − y
1

b

a b − y
2

b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (20)
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà (4)

Èìååì

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 y
2

− y
1

z
2

− z
1

a b − y
1

b

a b − y
2

b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(y
2

−y
1

)
(

−
ay

2

b
+
ay

1

b

)

+(z
2

−z
1

)(ab−ab) =
a(y

1

− y
2

)2

b
.

Åñëè y
1

6= y
2

, òî íåðàâåíñòâî (20) âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

y
1

= y
2

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè M
1

è M
2

ëåæàò íà ãèïåðáîëîèäå, ïîëó÷àåì,

÷òî

0

a2
−

y2
1

b2
= 2z

1

è

0

a2
−

y2
1

b2
= 2z

2

, îòêóäà z
1

= −
y2
1

2b2
= z

2

. Ñëåäîâàòåëüíî,

òî÷êè M
1

è M
2

ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

èìåþò îäèí è òîò æå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð, à èìåííî, � âåêòîð

(

a, b,− y
1

b

)

. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ñîâïàäàþò âîïðåêè èõ

âûáîðó.
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