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Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå

Ýòîò ïàðàãðà� ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ àíàëîãè÷åí � 38. Åãî öåëü � óêàçàòü

âñå òèïû ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Íà÷íåì ñ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ

ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðèêîé â ïðîñòðàíñòâå (èëè ïîâåðõíîñòüþ 2-ãî ïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé

ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ

íåèçâåñòíûìè, ò. å. óðàâíåíèþ âèäà
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Ïðèìåðû êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (1)

Ïðèìåðàìè êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ äåâÿòü ïîâåðõíîñòåé,

óïîìèíàâøèõñÿ â � 39 è 40: ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé è

ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäðû, êîíóñ, ýëëèïñîèä, îäíîïîëîñòíûé è

äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû, ýëëèïòè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé

ïàðàáîëîèäû. �àññìîòðèì åùå íåñêîëüêî óðàâíåíèé âèäà (1) è âûÿñíèì,

êàêèå êâàäðèêè îíè çàäàþò.
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Ïðèìåðû êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (2)

1) x2 − y2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé ñ

óðàâíåíèÿìè x − y = 0 è x + y = 0.

2) x2 − 1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñ

óðàâíåíèÿìè x − 1 = 0 è x + 1 = 0.

3) x2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x = 0 è ïîòîìó çàäàåò

ïëîñêîñòü. Â òåîðèè êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå êâàäðèêó, çàäàâàåìóþ

óðàâíåíèåì x2 = 0, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïàðîé ñîâïàâøèõ ïëîñêîñòåé.

Ýòîò òåðìèí îáúÿñíÿåòñÿ òàê æå, êàê â � 38 îáúÿñíÿëñÿ òåðìèí ¾ïàðà

ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ¿.

4) x2 + y2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì x = y = 0 è

ïîòîìó çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ (îñü Oz).

5) x2 + y2 + z2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì

x = y = z = 0 è ïîòîìó çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå òî÷êó (íà÷àëî

êîîðäèíàò).

6) x2 + 1 = 0. ßñíî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Êëàññè�èêàöèîííàÿ òåîðåìà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ êâàäðèê, êðîìå óïîìÿíóòûõ íà

ïðåäûäóùåì ñëàéäå, íå ñóùåñòâóåò. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 41.1

Âñÿêàÿ êâàäðèêà â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èëè öèëèíäðîì

(ýëëèïòè÷åñêèì, ãèïåðáîëè÷åñêèì èëè ïàðàáîëè÷åñêèì), èëè êîíóñîì,

èëè ýëëèïñîèäîì, èëè ãèïåðáîëîèäîì (îäíîïîëîñòíûì èëè

äâóïîëîñòíûì), èëè ïàðàáîëîèäîì (ýëëèïòè÷åñêèì èëè

ãèïåðáîëè÷åñêèì), èëè ïàðîé ïëîñêîñòåé (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ

èëè ñîâïàâøèõ), èëè ïðÿìîé, èëè òî÷êîé, èëè ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz êâàäðèêà σ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì (1). Íàì ïðåäñòîèò â íåñêîëüêî øàãîâ çàìåíèòü ñèñòåìó

êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü ýòî óðàâíåíèå. Êàê è â

ñëó÷àå êâàäðèê íà ïëîñêîñòè, ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì

êâàäðèêè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Øàã 1. Íà ýòîì øàãå ìû õîòèì íàéòè òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

óðàâíåíèå íàøåé êâàäðèêè íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèé íåèçâåñòíûõ (ò. å. â

êîòîðîé âñå òðè êîý��èöèåíòà ïðè òàêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ ðàâíû 0).

Îïðåäåëåíèå

Ñóììà ñëàãàåìûõ âòîðîé ñòåïåíè, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (1), ò. å.

âûðàæåíèå
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íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, öåëü ïåðâîãî ýòàïà ìîæíî

ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: íàéòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ êâàäðèêè èìåëà áû êàíîíè÷åñêèé âèä.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ïðèâåäåíèå

êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ê ãëàâíûì îñÿì (1)

Îáîçíà÷èì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1) ÷åðåç f .

×òîáû äîñòè÷ü óêàçàííîé íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå öåëè, ïðèâåäåì �îðìó f

ê ãëàâíûì îñÿì. Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê ãëàâíûì

îñÿì èçëîæåí â � 33 (ñì. òàì àëãîðèòì 33.1). Åãî ïðèìåíåíèå â

îïèñûâàåìîé ñèòóàöèè èìååò îäíó îñîáåííîñòü: çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = TY , î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â ýòîì àëãîðèòìå, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü êî

âñåé ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), à íå òîëüêî ê �îðìå f . Óòî÷íèì, ÷òî ìû

èìååì â âèäó. Ïóñòü T = (tij),

X =





x

y

z



 , à Y =





x ′

y ′

z ′



 .

Òîãäà çàìåíó X = TY ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîîðäèíàòíîì âèäå:
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x ′ + t
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y ′ + t
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z = t
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y ′ + t
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z ′.

Ïðèâîäÿ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó f ãëàâíûì îñÿì, ïðàâûå ÷àñòè òðåõ

ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ íàäî ïîäñòàâëÿòü âî âñå ñëàãàåìûå èç (1), à íå òîëüêî

â ñëàãàåìûå �îðìû f .
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ïðèâåäåíèå

êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ê ãëàâíûì îñÿì (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé �îðìû f . Ïîñëå

îñóùåñòâëåíèÿ çàìåíû X = TY ìû ïîëó÷èì, ÷òî â íåêîòîðîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò íàøà êâàäðèêà áóäåò èìåòü óðàâíåíèå âèäà (1), â êîòîðîì

ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëåíîâ äèàãîíàëüíà. Îáîçíà÷èì

ýòó ìàòðèöó ÷åðåç D . Òîãäà D = T⊤AT . Ïîñêîëüêó ìàòðèöà T

íåâûðîæäåííà, èç ñëåäñòâèÿ 24.1 âûòåêàåò, ÷òî r(D) = r(A). Íî ìàòðèöà
A íåíóëåâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) 6= 0, îòêóäà r(D) 6= 0, à çíà÷èò è

ìàòðèöà D íåíóëåâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè êâàäðèêè â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ïðè

êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ. Îòìåòèì åùå, ÷òî ñèñòåìà

êîîðäèíàò, ê êîòîðîé ìû ïåðåéäåì, ñîñòîèò èç ñòàðîãî íà÷àëà êîîðäèíàò è

òîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A, êîòîðûé áóäåò íàéäåí â ïðîöåññå

ïðèâåäåíèÿ �îðìû f ê ãëàâíûì îñÿì (èìåííî âåêòîðû ýòîãî

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà çàïèñàíû â ñòîëáöàõ ìàòðèöû T ).
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû:

ðåäóêöèÿ ê òðåì ñëó÷àÿì (1)

Øàã 2. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå

êâàäðèêè èìååò âèä
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22
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû:

ðåäóêöèÿ ê òðåì ñëó÷àÿì (2)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (2) îòëè÷åí îò íóëÿ

êîý��èöèåíò ïðè êâàäðàòå íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé, òî â íåì íåò

ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî òîé æå íåèçâåñòíîé. Ïåðåèìåíîâàâ ïðè

íåîáõîäèìîñòè íåèçâåñòíûå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðèêà σ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ:

Ax
2 + By

2 + Cz
2 + D = 0, ãäå A,B,C 6= 0, (3)

Ax
2 + By

2 + 2Cz + D = 0, ãäå A,B 6= 0, (4)

By
2 + 2Cx + 2Dz + E = 0, ãäå B 6= 0. (5)
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 1 (1)

Øàã 3. Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ â

çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó èç óðàâíåíèé (3), (4) è (5) ìû ïðèøëè.

Ñëó÷àé 1: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (3). Çäåñü âîçìîæíû äâà

ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 1.1: D 6= 0. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

−D/A
+

y2

−D/B
+

z2

−D/C
= 1. (6)

Âîçìîæíû 4 âàðèàíòà.

à) −D
A
,−D

B
,−D

C
> 0. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√

−D
A
, b =

√

−D
B
, c =

√

−D
C
,

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ýëëèïñîèäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 1 (2)

á) Ñðåäè ÷èñåë −D
A
, −D

B
è −D

C
åñòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ è îäíî

îòðèöàòåëüíîå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −D
A
> 0,

−D
B
> 0 è −D

C
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì

ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

−D
A
, b =

√

−D
B
,

c =
√

D
C
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1, ò. å. êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

â) Ñðåäè ÷èñåë −D
A
, −D

B
è −D

C
åñòü îäíî ïîëîæèòåëüíîå è äâà

îòðèöàòåëüíûõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûå äâà èç íèõ îòðèöàòåëüíû, à

òðåòüå ïîëîæèòåëüíî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê è ðàíåå, ñëåäóåò

ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ

îáîçíà÷åíèÿ a =
√

D
A
, b =

√

D
B
, c =

√

−D
C
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

− x2

a2
− y2

b2
+ z2

c2
= 1. Óìíîæèâ åãî íà −1, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

ã) −D
A
,−D

B
,−D

C
< 0. Òîãäà óðàâíåíèå (6) íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 41. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå



Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 1 (3)

Ïîäñëó÷àé 1.2: D = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) èìååò âèä

Ax2 + By2 + Cz2 = 0 èëè

x2

1/A
+

y2

1/B
+

z2

1/C
= 0. (7)

Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà.

à) ×èñëà A, B è C èìåþò îäèí è òîò æå çíàê. Òîãäà óðàâíåíèå (7) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0, y = 0, z = 0, è ïîòîìó åãî ãåîìåòðè÷åñêèì

îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò).

á) Ñðåäè ÷èñåë A, B è C åñòü õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëüíîå è õîòÿ áû îäíî

îòðèöàòåëüíîå. Óìíîæèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, óðàâíåíèå (7) íà −1, ìîæíî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäè ýòèõ ÷èñåë áûëî äâà ïîëîæèòåëüíûõ è îäíî

îòðèöàòåëüíîå. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A > 0, B > 0 è C < 0 (â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê îáû÷íî, ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì

ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

1

A
, b =

√

1

B
,

c =
√

− 1

C
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0, ò. å. êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå êîíóñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 2 (1)

Ñëó÷àé 2: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (4). Çäåñü âîçìîæíû òðè

ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 2.1: C 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæíî

óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå (4) â âèäå

Ax
2 + By

2 = −2Cz − D = −2C
(

z +
D

2C

)

.

Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ







x ′ = x ,
y ′ = y ,
z ′ = z + D

2C
,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè Oz . Óðàâíåíèå êâàäðèêè â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä Ax2 + By2 = −2Cz èëè

x2

−C/A
+

y2

−C/B
= 2z (8)

(÷òîáû óðàâíåíèÿ íå ñòàíîâèëèñü èçëèøíå ãðîìîçäêèìè, ìû íå ìåíÿåì

çäåñü è íèæå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ïîñëå èõ çàìåíû). Âîçìîæíû

2 âàðèàíòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 2 (2)

à) ×èñëà − C
A
è − C

B
èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Åñëè îáà ýòèõ ÷èñëà

îòðèöàòåëüíû, òî, óìíîæèâ óðàâíåíèå (8) íà −1, à çàòåì ñäåëàâ çàìåíó

íåèçâåñòíûõ x ′ = x , y ′ = y , z ′ = −z (ò. å. èçìåíèâ íàïðàâëåíèå âäîëü îñè

Oz), ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ òîãî æå âèäà, â êîòîðîì − C
A
> 0 è − C

B
> 0.

Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà.

Ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî − C
A
> − C

B
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü

çàìåíó íåèçâåñòíûõ







x ′ = y ,
y ′ = x ,
z ′ = z .

(9)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

− C
A
, b =

√

− C
B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
= 2z , ãäå a > b, ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî

ïàðàáîëîèäà.

á) ×èñëà − C
A
è − C

B
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî − C

A
> 0 è

− C
B
< 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ (9).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

− C
A
, b =

√

C
B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 2z , ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 2 (3)

Ïîäñëó÷àé 2.2: C = 0, D 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

−D/A
+

y2

−D/B
= 1. (10)

Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà.

à) −D
A
,−D

B
> 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −D

A
> −D

B
� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ (9). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

−D
A
,

b =
√

−D
B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
= 1, ãäå a > b, ò. å.

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.

á) ×èñëà −D
A
è −D

B
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −D

A
> 0 è

−D
B
< 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ (9).

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

−D
A
, b =

√

D
B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 1, ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà.

â) −D
A
,−D

B
< 0. Òîãäà óðàâíåíèå (10) íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 2 (4)

Ïîäñëó÷àé 2.3: C = D = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4) èìååò âèä

Ax
2 + By

2 = 0. (11)

Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà.

à) ×èñëà A è B èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

(11) ÿâëÿþòñÿ òðîéêè ÷èñåë âèäà (0, 0, z), ãäå z � ëþáîå ÷èñëî, è òîëüêî

îíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïðÿìóþ (îñü Oz).

á) ×èñëà A è B èìåþò ðàçíûå çíàêè. Óìíîæèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ,

óðàâíåíèå (11) íà −1, ìîæíî ïðèéòè ê ñèòóàöèè, êîãäà A > 0 è B < 0.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√
A, b =

√
−B, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a2x2 − b2y2 = 0 èëè (ax + by)(ax − by) = 0. �åîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì

ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïëîñêîñòåé ñ óðàâíåíèÿìè

ax + by = 0 è ax − by = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ãëàâíûå âåêòîðû ýòèõ

ïëîñêîñòåé, ò. å. âåêòîðû
~n
1

= (a, b, 0) è ~n
2

= (a,−b, 0), íå
ïðîïîðöèîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ñì.

òåîðåìó 13.2). Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðèêà åñòü ïàðà

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 3 (1)

Ñëó÷àé 3: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (5). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî, çàìåíèâ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êâàäðèêè

σ, ñîäåðæàùåå íå áîëåå îäíîãî ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
C ,D 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ öåëü óæå äîñòèãíóòà). Ñäåëàåì

ñëåäóþùóþ çàìåíó íåèçâåñòíûõ:







x = x ′ cosα − z ′ sinα,
y = y ′ ,
z = x ′ sinα + z ′ cosα.

(12)

Êàê ïîêàçûâàþò �îðìóëû (8) èç � 11, ýòà çàìåíà ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó

ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè Oy íà óãîë α. Ïîäñòàâèâ ïðàâûå ÷àñòè
ðàâåíñòâ (12) âìåñòî x , y è z â (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

B(y ′)2 + 2(C cosα+ D sinα)x ′ + 2(−C sinα+ D cosα)z ′ + E = 0.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < α < π (åñëè íàéäåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó

îãðàíè÷åíèþ óãîë α, ïðè ïîâîðîòå íà êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

êâàäðèêè ñ íóæíûì íàì ñâîéñòâîì, òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ

öåëåé). Â ÷àñòíîñòè, sinα 6= 0. Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíò ïðè z ′ ê íóëþ:

−C sinα+ D cosα = 0. �àçäåëèâ îáå åãî ÷àñòè íà D sinα, ïîëó÷èì, ÷òî
ctgα = C

D
.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 3 (2)

Âûáðàâ â êà÷åñòâå α ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, ìû ïðèâåäåì

óðàâíåíèå êâàäðèêè ê âèäó

By
2 + 2Cx + E = 0, (13)

äîñòèãíóâ òåì ñàìûì ïîñòàâëåííîé öåëè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü �îðìóëû (12) ïðè ðåøåíèè

êîíêðåòíûõ çàäà÷, íàì íàäî íàéòè sinα è cosα. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå
ctgα èçâåñòíî, äëÿ ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

1+ ctg2 α = 1

sin2 α
. Ýòî ïîçâîëèò íàéòè äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ äëÿ

sinα. Âûáðàâ ëþáîå èç íèõ, ìîæíî íàéòè cosα ïî �îðìóëå

cosα = sinα · ctgα.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ïîäñëó÷àÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 3 (3)

Ïîäñëó÷àé 3.1: C 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæíî

óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå (13) â âèäå

y
2 = −2C

B
x − E

B
= −2C

B

(

x +
E

2C

)

.

Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ







x ′ = x + E
2C

,
y ′ = y ,
z ′ = z ,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè Ox . Óðàâíåíèå êâàäðèêè â íîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä y2 = − 2C
B
x . Ïîëàãàÿ p = − C

B
, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå y2 = 2px . Åñëè p > 0, îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Åñëè æå p < 0, òî ìû ïðèäåì ê òîìó æå

ðåçóëüòàòó ïîñëå çàìåíû íåèçâåñòíûõ x ′ = −x , y ′ = y , z ′ = z .
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: ñëó÷àé 3 (4)

Ïîäñëó÷àé 3.2: C = 0. Óðàâíåíèå (13) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

y
2 = −E

B
. (14)

Âîçìîæíû 3 âàðèàíòà.

à) − E
B
> 0. Òîãäà, ïîëàãàÿ a =

√

− E
B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå y2 = a2,

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòåé y = a è y = −a.

á) − E
B
= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (14) èìååò âèä y2 = 0. Îíî, î÷åâèäíî,

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ y = 0, êîòîðîå çàäàåò ïàðó ñîâïàâøèõ ïëîñêîñòåé.

â) − E
B
< 0. Òîãäà óðàâíåíèå (14) íå èìååò ðåøåíèé è ïîòîìó åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ìû çàâåðøèëè ðàçáîð âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è ïîäñëó÷àåâ. Êàê âèäèì,

â ïðîöåññå ýòîãî ðàçáîðà âîçíèêëè âñå ïÿòíàäöàòü âèäîâ êâàäðèê,

óïîìÿíóòûõ â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû, è íå âîçíèêëî íèêàêèõ äðóãèõ.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 41. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå


