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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 40. Ýëëèïñîèäû, ãèïåðáîëîèäû, ïàðàáîëîèäû



Ýëëèïñîèä (1)

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå ïÿòü êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå:

ýëëèïñîèä, îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèäû è

ýëëèïòè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèäû.

40.1. Ýëëèïñîèäû

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû

êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

ãäå a,b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ýëëèïñîèäà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè a = b = c ïðèâåäåííîå òîëüêî ÷òî óðàâíåíèå

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x2 + y2 + z2 = a2, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî èç

øêîëüíîãî êóðñà, çàäàåò ñ�åðó ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì,

ñ�åðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëëèïñîèäà (ïîäîáíî òîìó, êàê

îêðóæíîñòü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëëèïñà).
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Ìåòîä ñå÷åíèé

Èññëåäóåì �îðìó ýëëèïñîèäà, ïðèìåíèâ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñå÷åíèé.

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ìåòîä ñå÷åíèé

�àññìîòðèì ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè

êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì (ýòè ïëîñêîñòè èìåþò óðàâíåíèÿ âèäà x = h,

y = h è z = h, ãäå h � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà). Â ñå÷åíèÿõ ïîëó÷àþòñÿ

êðèâûå, âèä êîòîðûõ ìû ðàñïîçíàåì. Ïðîâåäÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî òàêèõ

ñå÷åíèé, ìû â èòîãå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå î �îðìå ïîâåðõíîñòè.

Ïðåæäå ÷åì íà÷èíàòü èññëåäîâàíèå �îðìû ýëëèïñîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé,

äîãîâîðèìñÿ î ñëåäóþùåì. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ýòîãî ïàðàãðà�à ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðèâûå, ïîëó÷àþùèåñÿ â ñå÷åíèè òîé èëè èíîé

ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè ñ óðàâíåíèÿìè âèäà w = h, ãäå w � îäíà èç

áóêâ x , y è z . Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà ìû âìåñòî çàïèñè îáùèõ óðàâíåíèé

ïîëó÷åííîé êðèâîé âèäà

{

F (u, v) = 0,

w = h,

ãäå u, v è w � áóêâû òàêèå, ÷òî {u, v ,w} = {x , y , z}, áóäåì ïèñàòü òîëüêî

óðàâíåíèå F (u, v) = 0 è íàçûâàòü åãî óðàâíåíèåì ïîëó÷åííîé êðèâîé

âíóòðè ïëîñêîñòè w = h (èëè ïðîñòî ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì ýòîé

êðèâîé).
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Ýëëèïñîèä (2)

�àññìîòðèì ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè âèäà z = h. Ïîëó÷èì

êðèâóþ, êîòîðàÿ âíóòðè ýòîé ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 1 −

h2

c2
.

Ïðè |h| > c ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, ïðè |h| = c �

òî÷êîé, à ïðè |h| < c � ýëëèïñîì ñ ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

x2

a2
(

1 − h2

c2

) +
y2

b2
(

1 − h2

c2

) = 1.

Ïðè h = 0 ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñà èìåþò íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ (ðàâíûå a è

b), ñ ðîñòîì |h| îíè óìåíüøàþòñÿ è ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè |h| → c. Àáñîëþòíî

àíàëîãè÷íî óñòðîåíû ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè âèäà x = h è y = h

(íàäî òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì çàìåíèòü íåèçâåñòíûå è

ïàðàìåòðû a,b, c â óðàâíåíèè ïîëó÷àþùåãîñÿ ýëëèïñà). Îêîí÷àòåëüíî

ïðåäñòàâëåíèå î �îðìå ýëëèïñîèäà äàåò ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýëëèïñîèä � ýòî ¾âûòÿíóòàÿ¿ (èëè,

íàîáîðîò, ¾ñïëþùåííàÿ¿ � ñìîòðÿ âäîëü êàêîé îñè ñìîòðåòü) ñ�åðà.

�îâîðÿ íåìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýëëèïñîèä èìååò

�îðìó ÿéöà.
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Ýëëèïñîèä (ðèñóíîê)

s

x

y

z

a

b

c

O

�èñ. 1. Ýëëèïñîèä
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Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (1)

40.2. �èïåðáîëîèäû

Îïðåäåëåíèå

Îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= 1,

ãäå a,b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Èçó÷èì �îðìó ýòîé ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì ñå÷åíèé. Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ

z = h ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a

√

1+ h2

c2
è b

√

1 + h2

c2
. Çíà÷åíèÿ

ïîëóîñåé ìèíèìàëüíû ïðè h = 0 è âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì |h|.
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Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (2)

Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = h ïîëó÷àåòñÿ:

ïðè |h| < a � ãèïåðáîëà, çàäàâàåìàÿ âíóòðè ýòîé ïëîñêîñòè

óðàâíåíèåì

y2

b2
(

1 − h2

a2

) −
z2

c2
(

1 − h2

a2

) = 1;

äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñÿìè ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè îñåé

Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòü x = h, ïîëóîñè ãèïåðáîëû

ìàêñèìàëüíû ïðè h = 0 è óáûâàþò ñ ðîñòîì |h|;

ïðè h = ±a � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, çàäàâàåìûõ âíóòðè

ïëîñêîñòè x = h óðàâíåíèÿìè y = b
c
· z è y = − b

c
· z ;

ïðè |h| > a � ãèïåðáîëà, çàäàâàåìàÿ ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

z2

c2
(

h2

a2
− 1

) −
y2

b2
(

h2

a2
− 1

) = 1;

äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñÿìè ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè îñåé

Oz è Oy ñîîòâåòñòâåííî íà ïëîñêîñòü x = h; ïîëóîñè ãèïåðáîëû

âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì |h|.

Íàêîíåö, ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè âèäà y = h óñòðîåíû àíàëîãè÷íî ñå÷åíèÿì

ïëîñêîñòÿìè âèäà x = h. Â öåëîì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âûãëÿäèò

òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (ðèñóíîê)

s
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�èñ. 2. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
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Ïðÿìûå, ëåæàùèå íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò, ê êîòîðîìó ìû âåðíåìñÿ â

� 42.

Çàìå÷àíèå 40.1

Ïðîèçâîëüíûé îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ñîäåðæèò öåëèêîì ëåæàùèå

íà íåì ïðÿìûå.
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Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (1)

Îïðåäåëåíèå

Äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= −1,

ãäå a,b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Êàê è ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, èçó÷èì �îðìó ýòîé ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì

ñå÷åíèé. Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ âíóòðè

ýòîé ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+ y2

b2
= −1+ h2

c2
. Åñëè |h| < c, òî

ýòà êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóñòîå ìíîæåñòâî; åñëè |h| = c, òî íàøà

êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé; åñëè æå |h| > c, òî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì

ñ ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

x2

a2
(

−1+ h2

c2

) +
y2

b2
(

−1+ h2

c2

) = 1,

ïîëóîñè êîòîðîãî ðàñòóò ñ ðîñòîì |h|.
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Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (2)

Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòÿìè x = h è y = h ïîëó÷àþòñÿ ãèïåðáîëû ñ

¾ïëîñêîñòíûìè¿ óðàâíåíèÿìè

z2

c2
(

1 + h2

a2

) −
y2

b2
(

1 + h2

a2

) = 1

è

z2

c2
(

1+ h2

b2

) −
x2

a2
(

1+ h2

b2

) = 1

ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóîñè êîòîðûõ ìèíèìàëüíû ïðè h = 0 (ò. å. ïðè ñå÷åíèè

êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0) è ðàñòóò ñ ðîñòîì |h|.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé,

÷òî è îáúÿñíÿåò ñëîâî ¾äâóïîëîñòíûé¿ â åå íàçâàíèè (àíàëîãè÷íîå

ïðîèñõîæäåíèå èìååò ñëîâî ¾îäíîïîëîñòíûé¿ â íàçâàíèè ïðåäûäóùåé

ïîâåðõíîñòè).
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Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (ðèñóíîê)
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�èñ. 3. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
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Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (1)

40.3. Ïàðàáîëîèäû

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
= 2z ,

ãäå a,b > 0 è a > b. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Â ñå÷åíèè ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ z = h ïîëó÷àåòñÿ:

ïðè h < 0 � ïóñòîå ìíîæåñòâî;

ïðè h = 0 � òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò);

ïðè h > 0 � ýëëèïñ ñ ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

x2

2ha2
+

y2

2hb2
= 1,

ïîëóîñè êîòîðîãî ðàñòóò ñ ðîñòîì h.
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Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (2)

Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ y = h ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ ñ ¾ïëîñêîñòíûì¿

óðàâíåíèåì

x
2 = 2a

2

(

z −
h2

2b2

)

.

Ýòî ïàðàáîëà ñ ïàðàìåòðîì a2, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ, ò. å. â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oz . Ïðè h = 0 åå âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ

íà÷àëîì êîîðäèíàò, ñ óâåëè÷åíèåì |h| îíà ïîäíèìàåòñÿ âäîëü îñè Oz .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòðîåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ x = h: ýòî ïàðàáîëà ñ

¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

y
2 = 2b

2

(

z −
h2

2a2

)

,

ïàðàìåòð êîòîðîé ðàâåí b2, âåòâè íàïðàâëåíû â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè îñè Oz , à âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò ïðè h = 0

è ïîäíèìàåòñÿ âäîëü îñè Oz ñ ðîñòîì |h|.

Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ðèñóíîê)
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�èñ. 4. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
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�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (1)

Îïðåäåëåíèå

�èïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
−

y2

b2
= 2z ,

ãäå a,b > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

�àññìîòðèì ñå÷åíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ z = h. Ïîëó÷èì

êðèâóþ, êîòîðàÿ âíóòðè ýòîé ïëîñêîñòè èìååò óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 2h.

Ïðè h = 0 â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, êîòîðûå â

ïëîñêîñòè Oxy çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x
a
+ y

b
= 0 è

x
a
− y

b
= 0. Ïðè h > 0

íàøå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ¾ïëîñêîñòíûì¿ óðàâíåíèåì

x2

2a2h
−

y2

2b2h
= 1,

ó êîòîðîé îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè îñåé Ox è Oy íà ïëîñêîñòü z = h

ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñüþ ñîîòâåòñòâåííî, à ïîëóîñè

ãèïåðáîëû ðàñòóò ñ ðîñòîì h.
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�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (2)

Ïðè h < 0 òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðáîëà, òîëüêî çäåñü îñè ãèïåðáîëû

¾ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè¿ (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì h > 0), à åå ïîëóîñè

ðàñòóò ñ óáûâàíèåì h.

�àññìîòðèì òåïåðü ñå÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòüþ

y = h. Ïîëó÷èì êðèâóþ, çàäàâàåìóþ âíóòðè ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì

x
2 = 2a

2

(

z +
h2

2b2

)

.

Ýòî ïàðàáîëà ñ ïàðàìåòðîì a2, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ, ò. å. â

ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Oz . Ïðè h = 0 åå âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ

íà÷àëîì êîîðäèíàò, ñ óâåëè÷åíèåì |h| îíà ïîäíèìàåòñÿ âäîëü îñè Oz .

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ x = h: âíîâü

âîçíèêàåò ïàðàáîëà, êîòîðàÿ òåïåðü èìååò ¾ïëîñêîñòíîå¿ óðàâíåíèå

y
2 = −2b2

(

z −
h2

2a2

)

.

Åå ïàðàìåòð ðàâåí b2, âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç (â îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèè îñè Oz). Ïðè h = 0 âåðøèíà ïàðàáîëû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì

êîîðäèíàò, à ñ óâåëè÷åíèåì |h| îíà îïóñêàåòñÿ âäîëü îñè Oz .
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�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ðèñóíîê)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 5. Èñïîëüçóÿ

íåìàòåìàòè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà èìååò �îðìó

ñåäëà.
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�èñ. 5. �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 40. Ýëëèïñîèäû, ãèïåðáîëîèäû, ïàðàáîëîèäû



Ïðÿìûå, ëåæàùèå íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ïàðàáîëîèäå

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò, ê êîòîðîìó ìû âåðíåìñÿ â

� 42.

Çàìå÷àíèå 40.2

Ïðîèçâîëüíûé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ñîäåðæèò öåëèêîì ëåæàùèå

íà íåì ïðÿìûå.
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