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Îïðåäåëåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

39.1. Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ïàðàãðà�à ïîñâÿùåíû êâàäðèêàì â ïðîñòðàíñòâå, ò. å.

ïîâåðõíîñòÿì, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â äàííîì

ïàðàãðà�å ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå äâà øèðîêèõ êëàññà ïîâåðõíîñòåé,

óêàçàííûõ â íàçâàíèè ïàðàãðà�à. Îáà ýòèõ êëàññà ñîäåðæàò äàëåêî íå

òîëüêî ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â êàæäîì èç íèõ ìû óêàçûâàåì

íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (òðè öèëèíäðè÷åñêèå

è îäíó êîíè÷åñêóþ).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû êðèâàÿ ℓ è íåíóëåâîé âåêòîð
~a. Ïîâåðõíîñòü,

îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âñåâîçìîæíûå òî÷êè êðèâîé ℓ

è êîëëèíåàðíûìè âåêòîðó
~a, íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé. Êðèâàÿ ℓ

íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à óïîìÿíóòûå

âûøå ïðÿìûå � åå îáðàçóþùèìè.

Îáùèé âèä öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 1 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Îáùèé âèä öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

ℓ

~a

�èñ. 1. Ïðîèçâîëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
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Âûáîð ïëîñêîé íàïðàâëÿþùåé äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü σ � öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé ℓ, îáðàçóþùèå

êîòîðîé ïàðàëëåëüíû âåêòîðó
~a, à µ � ïëîñêîñòü, íåêîëëèíåàðíàÿ

~a è

ïåðåñåêàþùàÿ σ ïî íåêîòîðîé êðèâîé s. Î÷åâèäíî, ÷òî σ ñîâïàäàåò ñ

öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþùåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ s, à

îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû
~a (ñì. ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Êðèâàÿ s,

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 39.1

Ëþáàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò íàïðàâëÿþùóþ, ÿâëÿþùóþñÿ

ïëîñêîé êðèâîé.
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Âûáîð ïëîñêîé íàïðàâëÿþùåé äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

(ðèñóíîê)

~a

ℓ

s

µ

�èñ. 2. Ñå÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ
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Îáùåå óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (1)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê âûãëÿäèò îáùåå óðàâíåíèå

ïðîèçâîëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå

êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 39.1

Ïðîèçâîëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà â

ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáùèì óðàâíåíèåì âèäà F (x , y) = 0, ãäå

F (x , y) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Îáðàòíî, óðàâíåíèå

âèäà F (x , y) = 0, ãäå F (x , y) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü σ �

öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþùèå êîòîðîé ïàðàëëåëüíû âåêòîðó

~a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, êîëëèíåàðíóþ âåêòîðó
~a, à

÷åðåç O � ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó íà ýòîé ïðÿìîé. Âîçüìåì òî÷êó O â

êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò. Äàëåå, ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó O ïëîñêîñòü π,

ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ïðÿìîé m, è âûáåðåì â ýòîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûé

áàçèñ, âåêòîðû êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç

~b è
~c . Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè σ â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~b, ~c, ~a ). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ℓ êðèâóþ, ïî êîòîðîé ïëîñêîñòü π ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü σ. ßñíî,

÷òî ℓ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íàïðàâëÿþùåé ïîâåðõíîñòè σ. Ýòà

êðèâàÿ çàäàåòñÿ â ïëîñêîñòè π íåêîòîðûì îáùèì óðàâíåíèåì F (x , y) = 0.
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Îáùåå óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (2)

Ïóñòü M(x
0

, y
0

, z
0

) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Ïðîâåäåì ÷åðåç

M ïðÿìóþ, êîëëèíåàðíóþ
~a, è îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

ýòîé ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ Oxy . ßñíî, ÷òî òî÷êà M ′
èìååò êîîðäèíàòû

(x
0

, y
0

, 0). Ïðè ýòîì M ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ′ ∈ ℓ, à M ′ ∈ ℓ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x
0

, y
0

) = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà M

ïðèíàäëåæèò σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ F (x , y) = 0. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü σ èìååò â

íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå F (x , y) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ

ïåðåñå÷åíèå σ ñ ïëîñêîñòüþ Oxy è ïîëîæèì
~a = (0, 0, 1). Ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà ïðîñòðàíñòâà M ëåæèò íà σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû

åå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy (ïðè ïðîåêòèðîâàíèè âäîëü îñè Oz)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F (x , y) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, σ �

öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé ℓ, îáðàçóþùèå êîòîðîé

êîëëèíåàðíû âåêòîðó
~a.
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Öèëèíäðè÷åñêèå êâàäðèêè

Òåîðåìà 39.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû

è ïàðàáîëû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, çàäàþò â

ïðîñòðàíñòâå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Óêàæåì íàçâàíèÿ ýòèõ

ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèÿ

Ýëëèïòè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+ y2

b2
= 1, ãäå a > b > 0.

�èïåðáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
− y2

b2
= 1, ãäå a, b > 0. Ïàðàáîëè÷åñêèì

öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû

êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

y2 = 2px , ãäå p > 0. Êàæäîå èç ýòèõ òðåõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ

êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ îíî çàäàåò.

¾Âíåøíèé âèä¿ ýëëèïòè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî

öèëèíäðîâ óêàçàí íà ðèñ. 3, 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ñëåäóþùèå òðè

ñëàéäà).
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Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

r

a

b

x

y

z

O

�èñ. 3. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
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�èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

a−a
x

y
z

O
s

�èñ. 4. �èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

x

y

z

O
s

�èñ. 5. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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Îïðåäåëåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

39.2. Êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû êðèâàÿ ℓ è òî÷êà P, íå ëåæàùàÿ íà ℓ.

Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó P è

âñåâîçìîæíûå òî÷êè êðèâîé ℓ, íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé. Êðèâàÿ ℓ

íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùåé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óïîìÿíóòûå âûøå

ïðÿìûå � åå îáðàçóþùèìè, à òî÷êà P � åå âåðøèíîé.

Îáùèé âèä êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 6 íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå.

Êëàññ êîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (êàê è êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé) âåñüìà îáøèðåí, ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå ℓ ìîæíî áðàòü

ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò

èíòåðåñîâàòü ëèøü îäíà ïîâåðõíîñòü èç ýòîãî êëàññà, îïðåäåëåíèå

êîòîðîé äàíî íà ñëàéäå, ñëåäóþùåì ïîñëå ñëàéäà ñ ðèñ. 6.
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Îáùèé âèä êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

s

ℓ

P

�èñ. 6. Ïðîèçâîëüíàÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
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Êîíóñ (1)

Îïðåäåëåíèå

Êîíóñîì íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ó êîòîðîé, â íåêîòîðîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò, âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à

íàïðàâëÿþùàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

{

x2

a2
+ y2

b2
= 1,

z = c,
(1)

ãäå a > b > 0, à c 6= 0.

Â ÷àñòíîñòè, íàïðàâëÿþùåé êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ.

Èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà íèêîèì îáðàçîì íå âûòåêàåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ

êâàäðèêîé â ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæåì, ÷òî ýòî òàê.

Òåîðåìà 39.2

Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåðøèíà êîíóñà ñîâïàäàåò ñ

íà÷àëîì êîîðäèíàò, à íàïðàâëÿþùàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà (1).

Òîãäà â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîíóñ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
−

z2

c2
= 0. (2)
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Êîíóñ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ � êîíóñ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è

íàïðàâëÿþùåé (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M(x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò
ýòîìó êîíóñó. Äîêàæåì, ÷òî åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2).

ßñíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåðøèíû êîíóñà (ò. å. íà÷àëà êîîðäèíàò)

óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî òî÷êà M

îòëè÷íà îò âåðøèíû êîíóñà. Îáîçíà÷èì íà÷àëî êîîðäèíàò ÷åðåç O.

Ïðÿìàÿ OM èìååò óðàâíåíèÿ







x = x
0

t,

y = y
0

t,

z = z
0

t.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé OM è ïëîñêîñòè z = c

èìååò êîîðäèíàòû

(

cx
0

z
0

, cy
0

z
0

, c
)

. Ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
= 1,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

c2x2
0

z2
0

a2
+

c2y2
0

z2
0

b2
= 1, îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

x2
0

a2
+

y2
0

b2
=

z2
0

c2
. (3)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2). Ìû

ïîêàçàëè, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò êîíóñó σ, òî åå êîîðäèíàòû

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2).
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Êîíóñ (3)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M(x
0

, y
0

, z
0

) � òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîé

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2). Äîêàæåì, ÷òî M ∈ σ. Â ñèëó âûáîðà òî÷êè

M åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (3). Åñëè z
0

= 0, òî

x2
0

a2
+

y2
0

b2
= 0, îòêóäà x

0

= y
0

= 0. Íî òîãäà M � íà÷àëî êîîðäèíàò, è

ïîòîìó M ∈ σ. Ïóñòü òåïåðü z
0

6= 0. �àññìîòðèì òî÷êó M ′
(

x
0

c

z
0

, y
0

c

z
0

, c
)

.

Òî÷êà M ′
ïðèíàäëåæèò íàïðàâëÿþùåé (1). Â ñàìîì äåëå, åå òðåòüÿ

êîîðäèíàòà ðàâíà c, à èç ðàâåíñòâà (3) âûòåêàåò, ÷òî

x2
0

c2

z2
0

a2
+

y2
0

c2

z2
0

b2
=

(

x2
0

a2
+

y2
0

b2

)

·
c2

z2
0

=

(

x2
0

a2
+

y2
0

b2

)

·
1

x2
0

a2
+

y2
0

b2

= 1.

Ïîýòîìó îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé OM ′
. Â

ñàìîì äåëå, ýòà ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèÿ







x = x
0

c

z
0

· t,

y = y
0

c

z
0

· t,

z = c · t.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè óðàâíåíèÿ

z
0

c
âìåñòî t, èìååì x = x

0

, y = y
0

è z = z
0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, M ∈ OM ′
. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè M

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2), òî M ∈ σ. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ äîêàçàííûì íà

ïðåäûäóùåì ñëàéäå, ïîëó÷àåì, ÷òî êîíóñ σ çàäàåòñÿ ýòèì óðàâíåíèåì.
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Êîíóñ (ðèñóíîê)

Èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà âèäíî, ÷òî îí èìååò âèä, óêàçàííûé íà ðèñ. 7.

s

x

y

z

O

�èñ. 7. Êîíóñ
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