
� 38. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê

íà ïëîñêîñòè

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè

Öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � óêàçàòü âñå òèïû êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Íà÷íåì ñ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè (èëè êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå

êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè,

ò. å. óðàâíåíèþ âèäà
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Ïðèìåðû êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (1)

Ïðèìåðàìè êâàäðèê íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ êðèâûå, ðàññìîòðåííûå â òðåõ

ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ, � ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà. �àññìîòðèì

åùå íåñêîëüêî óðàâíåíèé âèäà (1) è âûÿñíèì, êàêèå êâàäðèêè îíè çàäàþò.
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Ïðèìåðû êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (2)

1) x2 − y2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (x − y)(x + y) = 0

è ïîòîìó çàäàåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ñ óðàâíåíèÿìè

x − y = 0 è x + y = 0.

2) x2 − 1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (x − 1)(x + 1) = 0 è

ïîòîìó çàäàåò ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñ óðàâíåíèÿìè x − 1 = 0 è

x + 1 = 0.

3) x2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x = 0 è

ïîòîìó çàäàåò íà ïëîñêîñòè ïðÿìóþ (îñü îðäèíàò). Â òåîðèè êâàäðèê

íà ïëîñêîñòè êâàäðèêó, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì x2 = 0, ïðèíÿòî

íàçûâàòü ïàðîé ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ. Ýòîò òåðìèí îáúÿñíÿåòñÿ

ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. �àññìîòðèì ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

x = ±a, ãäå a > 0, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì x2 = a2. Åñëè a −→ 0, òî

ïðÿìûå x = a è x = −a ¾ñáëèæàþòñÿ¿ è â ïðåäåëå, ïðè a = 0,

ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì.

4) x2 + y2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì x = y = 0 è

ïîòîìó çàäàåò íà ïëîñêîñòè òî÷êó (íà÷àëî êîîðäèíàò).

5) x2 + 1 = 0. Òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿëè áû ýòîìó

óðàâíåíèþ, íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì

ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Êëàññè�èêàöèîííàÿ òåîðåìà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ êâàäðèê, êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå â

äàííîì ïàðàãðà�å, íå ñóùåñòâóåò. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 38.1

Âñÿêàÿ êâàäðèêà íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ èëè ýëëèïñîì, èëè ãèïåðáîëîé,

èëè ïàðàáîëîé, èëè ïàðîé ïðÿìûõ (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ èëè

ñîâïàâøèõ), èëè òî÷êîé, èëè ïóñòûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âåñüìà äëèííîå � åìó áóäåò ïîñâÿùåíà âñÿ

îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ïàðàãðà�à. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòî

äîêàçàòåëüñòâî íåñëîæíî ïî ñâîåé ñóòè (îíî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì

âû÷èñëåíèÿì è ïåðåáîðó áîëüøîãî ÷èñëà âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì ñëó÷àåâ).

Åùå áîëåå âàæíî òî, ÷òî ýòî äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî: â íåì, ïî ñóòè

äåëà, èçëîæåí àëãîðèòì, ñëåäóÿ êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü òèï

êâàäðèêè, çàäàííîé ïðîèçâîëüíûì óðàâíåíèåì âèäà (1), è íàéòè ñèñòåìó

êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýòîé êâàäðèêè èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé

âèä. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îñîáåííî öåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷.

Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðèêè ê ïðîñòåéøåìó âèäó,

îïèñûâàåìîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 38.1, ïðèíÿòî íàçûâàòü

ïðèâåäåíèåì êâàäðèêè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 1 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy êâàäðèêà ℓ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì (1). �àçîáüåì äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íà òðè øàãà.

Øàã 1. Ïðîâåðèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñèñòåìó Oxy ìîæíî ïîâåðíóòü âîêðóã

òî÷êè O íà íåêîòîðûé óãîë α òàê, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óðàâíåíèå òîé æå êâàäðèêè ℓ íå áóäåò ñîäåðæàòü ñëàãàåìîãî ñ

ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ.

Åñëè a
12

= 0, òî óæå â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ
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◦
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a
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Ïîâåðíåì ñèñòåìó Oxy íà íåêîòîðûé óãîë α. Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

êâàäðèêà áóäåò èìåòü óðàâíåíèå âèäà
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 1 (2)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (8) èç � 11, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

2a
′

12

= 2a
12

(cos2 α− sin2 α)− 2(a
11

− a
22

) sinα cosα =

= 2a
12

cos 2α− (a
11

− a
22
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Ñëåäîâàòåëüíî, 2a′
12

= 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2a
12

cos 2α = (a
11

− a
22

) sin 2α. (3)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < α < π

2

, è ïîòîìó

0 < 2α < π (åñëè íàéäåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó îãðàíè÷åíèþ óãîë α
òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3), òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ

öåëåé). Ñëåäîâàòåëüíî,

sin 2α 6= 0. (4)

Íåðàâåíñòâà (2) è (4) ïîçâîëÿþò íàì ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3)

íà 2a
12

sin 2α. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî α:

ctg 2α =
a
11

− a
22

2a
12

. (5)

Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 1 (3)

Ïîâåðíóâ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë α, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ýòîãî

óðàâíåíèÿ, ìû äîáüåìñÿ ïîñòàâëåííîé öåëè � ¾óáåðåì¿ èç óðàâíåíèÿ

êâàäðèêè ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî øàãà íàäî

áóäåò èñïîëüçîâàòü �îðìóëû ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α,
â êîòîðûõ �èãóðèðóþò sinα è cosα, à íå ctg 2α (ñì. �îðìóëû (8) â

� 11). ×òîáû íàéòè sinα è cosα, çíàÿ ctg 2α, íàäî ñíà÷àëà íàäî

èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî ctg 2α = 1−tg2 α

2 tgα
. Ïîñêîëüêó ctg 2α èçâåñòåí,

ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî tgα. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîëîæèòü t = tgα è k = ctg 2α,
òî íàøå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå t2 + 2kt − 1 = 0. Îíî

âñåãäà èìååò äâà ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó D = 4k2 + 4 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ äëÿ tgα. Âûáðàâ ëþáîå
èç íèõ, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà 1 + tg2 α = 1

cos2 α
íàéòè äâà

âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ äëÿ cosα. Âíîâü ìîæíî âûáðàòü ëþáîå èç íèõ,
ïîñëå ÷åãî sinα îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà sinα = tgα · cosα.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 1 (4)

Èòàê, ïîñëå ïîâîðîòà íà óãîë α, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì (5), a′
12

= 0.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a′
11

è a′
22

îòëè÷åí

îò 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé �îðìû

a
11

x2 + a
22

y2 + 2a
12

xy . Ïîñëå ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α ìû

ïîëó÷èì, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàøà êâàäðèêà áóäåò èìåòü

óðàâíåíèå âèäà (1), â êîòîðîì ñóììà ñëàãàåìûõ âòîðîé ñòåïåíè îáðàçóåò

êâàäðàòè÷íóþ �îðìó âèäà a′
11

(x ′)2 + a′
22

(y ′)2. Ìàòðèöà D ýòîé �îðìû

äèàãîíàëüíà è D = T⊤ST , ãäå T � ìàòðèöà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò

íà óãîë α, ââåäåííàÿ â � 11. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà T íåâûðîæäåííà, èç

ñëåäñòâèÿ 24.1 âûòåêàåò, ÷òî r(D) = r(S). Íî ìàòðèöà S íåíóëåâàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, r(S) 6= 0, îòêóäà r(D) 6= 0, à çíà÷èò è ìàòðèöà D

íåíóëåâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè êâàäðèêè â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ

ïåðåìåííûõ áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò óðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ èìååò âèä

a
′

11

x
2 + a

′

22

y
2 + 2a

′

1

x + 2a
′

2

y + a
′

0

= 0, (6)

ãäå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a′
11

è a′
22

îòëè÷åí îò 0 (÷òîáû

íå äåëàòü óðàâíåíèÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè, ìû ñîõðàíÿåì çäåñü èñõîäíûå

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ).
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 2 (1)

Øàã 2. Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî åñëè êîý��èöèåíò ïðè êâàäðàòå êàêîé-òî

ïåðåìåííîé îòëè÷åí îò 0, òî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñèñòåìû êîîðäèíàò

ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ñ ýòîé ïåðåìåííîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a′
11

6= 0. Â óðàâíåíèè (6) âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî x :

a
′

11

(

x +
a′
1

a′
11

)

2

+ a
′

22

y
2 + 2a

′

2

y + a
′

0

− (a′
1

)2

a′
11

= 0.

Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ:

{

x ′ = x +
a′
1

a′
11

,

y ′ = y .

�åîìåòðè÷åñêè ýòîé çàìåíå íåèçâåñòíûõ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò

ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (− a′
1

a′
11

, 0). Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

êâàäðèêà ℓ èìååò óðàâíåíèå

a
′

11

(x ′)2 + a
′

22

(y ′)2 + 2a
′

2

y
′ + a

′′

0

= 0,

ãäå a′′
0

= a′
0

− (a′
1

)2

a′
11

. Êîý��èöèåíò ïðè x â ýòîì óðàâíåíèè ðàâåí 0. Åñëè

a′
22

6= 0, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïî y) ìîæíî

îáíóëèòü êîý��èöèåíò ïðè y .
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 2 (2)

Ïðè âûäåëåíèè ïîëíîãî êâàäðàòà ïî êàêîé-íèáóäü ïåðåìåííîé

êîý��èöèåíò ïðè êâàäðàòå ýòîé ïåðåìåííîé íàäî îáÿçàòåëüíî

âûíîñèòü çà ñêîáêè! ×èñòî �îðìàëüíî ìû ìîãëè áû â �îðìóëå (6)

âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðàòû ïî x è y òàê:

(

√

a′
11

· x +
a′
1

√

a′
11

)

2

− (a′
1

)2

a′
11

+

(

√

a′
22

· y +
a′
2

√

a′
22

)

2

− (a′
2

)2

a′
22

+ a
′

0

= 0,

ïîñëå ÷åãî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ







x ′ =
√

a′
11

· x +
a′
1√
a′
11

,

y ′ =
√

a′
22

· y +
a′
2√
a′
22

.

Íî òàêàÿ çàìåíà ïðîòèâîðå÷èëà áû ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó

ïðåîáðàçîâàíèé. Îíà îçíà÷àëà áû, ÷òî ìû íå òîëüêî ñäâèãàåì ñèñòåìó

êîîðäèíàò âäîëü îñåé Ox è Oy , íî è ìåíÿåì ìàñøòàáû âäîëü ýòèõ

îñåé, ÷òî èñêàæàëî áû ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ êâàäðèêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 2 (3)

Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ èìååò îäèí èç

ñëåäóþùèõ âèäîâ:

Ax
2 + By

2 + C = 0, ãäå A 6= 0, B 6= 0, (7)

Dx
2 + 2Ey + F = 0, ãäå D 6= 0, (8)

Dy
2 + 2Ex + F = 0, ãäå D 6= 0. (9)

Åñëè êâàäðèêà èìååò óðàâíåíèå (8), òî ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà

óãîë

π

2

. Ôîðìóëû (8) èç � 11 ïðè α = π

2

èìåþò âèä

{

x = x ′ cos π

2

− y ′ sin π

2

= −y ′,
y = x ′ sin π

2

+ y ′ cos π

2

= x ′.
(10)

Ïîýòîìó ïîñëå ïîâîðîòà êâàäðèêà áóäåì èìåòü óðàâíåíèå âèäà (9). Ýòî

ïîçâîëÿåò äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðèêà èìååò ëèáî óðàâíåíèå âèäà (7),

ëèáî óðàâíåíèå âèäà (9).
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 3, ñëó÷àé 1 (1)

Øàã 3. Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ åñòåñòâåííî ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (7). Çäåñü âîçìîæíû äâà

ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 1.1: C 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

x2

−C/A
+

y2

−C/B
= 1. (11)

Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà.

à) − C
A
,− C

B
> 0. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√

− C
A
è b =

√

− C
B
, ìû ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå

x2

a2
+ y2

b2
= 1. Åñëè a > b, îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì

óðàâíåíèåì ýëëèïñà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò,

ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ (10).

á) ×èñëà − C
A
è − C

B
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî − C
A
> 0 è − C

B
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò

ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ (10)). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√

− C
A
, b =

√

C
B
,

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 1, ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ãèïåðáîëû.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 3, ñëó÷àé 1 (2)

â) − C
A
,− C

B
< 0. Òîãäà óðàâíåíèå (11) íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïîäñëó÷àé 1.2: C = 0. Ïðè òàêîì C óðàâíåíèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

Ax
2 + By

2 = 0. (12)

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

à) ×èñëà A è B èìåþò îäèíàêîâûé çíàê. Òîãäà óðàâíåíèå (12) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ãåîìåòðè÷åñêèì

îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò).

á) ×èñëà A è B èìåþò ðàçíûå çíàêè. Óìíîæèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ,

óðàâíåíèå(12) íà −1, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ A > 0 è

B < 0. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =
√
A è b =

√
−B, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

a2x2 − b2y2 = 0, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (ax + by)(ax − by) = 0.

Îíî çàäàåò ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ ñ óðàâíåíèÿìè ax + by = 0 è

ax − by = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ãëàâíûå âåêòîðû ýòèõ ïðÿìûõ, ò. å. âåêòîðû

~n
1

= (a,b) è ~n
2

= (a,−b), íå ïðîïîðöèîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøè
ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. òåîðåìó 12.2). Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

êâàäðèêà åñòü ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 3, ñëó÷àé 2 (1)

Ñëó÷àé 2: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (9). Çäåñü òàêæå âîçìîæíû

äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ïîäñëó÷àé 2.1: E 6= 0. Ïðè òàêîì E óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæíî óïðîñòèòü,

èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â

âèäå

y
2 = −2E

D
x − F

D
= −2E

D

(

x +
F

2E

)

.

Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ

{

x ′ = x + F
2E

,
y ′ = y ,

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè

êîòîðîì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(− F
2E

, 0). Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàäðèêà èìååò óðàâíåíèå

(y ′)2 = −2E

D
· x ′.

Ïîëàãàÿ p = − E
D
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (y ′)2 = 2px ′

. Åñëè p > 0, òî îíî

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 38. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè



Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 3, ñëó÷àé 2 (2)

Åñëè æå p < 0, ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë π. Ôîðìóëû (8) èç

� 11 ïðè α = π èìåþò âèä

{

x = x ′ cos π − y ′ sin π = −x ′,
y = x ′ sin π + y ′ cos π = −y ′.

Ïîýòîìó ìû ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (y ′)2 = 2px ′
çàìåíó ïåðåìåííûõ

{

x ′ = −x ′′,
y ′ = −y ′′.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå êâàäðèêè ïðèìåò âèä (y ′′)2 = −2px ′′
. Ïîñêîëüêó â

ðàññìàòðèâàåìoì ñëó÷àå −p > 0, ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïàðàáîëû.

Ïîäñëó÷àé 2.2: E = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå

y
2 = − F

D
. (13)

Âîçìîæíû òðè âàðèàíòà.

à) − F
D
> 0. Òîãäà, ïîëàãàÿ a =

√

− F
D
, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå y2 = a2,

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

y = a è y = −a.
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Äîêàçàòåëüñòâî êëàññè�èêàöèîííîé òåîðåìû: øàã 3, ñëó÷àé 2 (3)

á) − F
D
= 0. Çäåñü óðàâíåíèå (13) èìååò âèä y2 = 0 è îïðåäåëÿåò ïàðó

ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ.

â) − F
D
< 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (13) íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ìû çàâåðøèëè ðàçáîð âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è ïîäñëó÷àåâ. Êàê âèäèì,

â ïðîöåññå ýòîãî ðàçáîðà âîçíèêëè âñå âîñåìü âèäîâ êâàäðèê, óïîìÿíóòûõ

â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû, è íå âîçíèêëî íèêàêèõ äðóãèõ. Òåîðåìà

ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 38. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè


