
� 36. �èïåðáîëà

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû

Îïðåäåëåíèå

�èïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû

êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
− y2

b2
= 1, (1)

ãäå a,b > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ãèïåðáîëû.

Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ÿâëÿåòñÿ

åå îáùèì óðàâíåíèåì â ñìûñëå ïîíÿòèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé íà

ïëîñêîñòè, ââåäåííîãî â íà÷àëå � 12.

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè äàåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû.

Ñâÿçü ìåæäó ¾øêîëüíîé¿ ãèïåðáîëîé è òåì ïîíÿòèåì ãèïåðáîëû,

êîòîðîå ââåäåíî òîëüêî ÷òî, áóäåò îáñóæäåíà â êîíöå äàííîãî

ïàðàãðà�à.
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Âåðøèíû, �îêóñû, �îêàëüíûå ðàäèóñû, ýêñöåíòðèñèòåò è äèðåêòðèñû

ãèïåðáîëû

Ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ãèïåðáîëû. Ïóñòü

ãèïåðáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì (1). Ïîëîæèì c =
√
a2 + b2. ßñíî, ÷òî c > a.

Îïðåäåëåíèÿ

Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), (−a, 0), (0, b) è (0,−b) íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ãèïåðáîëû, âåëè÷èíà a � äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ

ãèïåðáîëû, à âåëè÷èíà b � åå ìíèìîé ïîëóîñüþ. Òî÷êè F
1

(c, 0) è
F
2

(−c, 0) íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ãèïåðáîëû, ïðè÷åì �îêóñ F
1

íàçûâàåòñÿ

ïðàâûì, à �îêóñ F
2

� ëåâûì. Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, òî

ðàññòîÿíèÿ |F
1

M| è |F
2

M| íàçûâàþòñÿ �îêàëüíûìè ðàäèóñàìè. Âåëè÷èíà

e = c

a
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû. Ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿìè

x = a

e
è x = − a

e
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé

�àêò.

Çàìå÷àíèå 36.1

Äëÿ ëþáîé ãèïåðáîëû âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî e > 1.
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�àñïîëîæåíèå ãèïåðáîëû íà ïëîñêîñòè (1)

Èçó÷èì ¾âíåøíèé âèä¿ ãèïåðáîëû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M(x , y)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, ëåãêî óáåäèòüñÿ,

÷òî ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî èçó÷èòü �îðìó ãèïåðáîëû ëèøü â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Ýòî

ïîçâîëÿåò äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî x > 0 è y > 0. Òîãäà, â ñèëó (1),

y =
b

a
·
√

x2 − a2. (2)

�àññìîòðèì ïðÿìóþ ñ óðàâíåíèåì y = b
a
· x , òî÷íåå, ëó÷ ýòîé ïðÿìîé,

ðàñïîëîæåííûé â ïåðâîé ÷åòâåðòè. ßñíî, ÷òî

b

a
· x >

b

a
·
√
x2 − a2. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëà ðàñïîëîæåíà íèæå ïðÿìîé. Äàëåå,

lim
x→+∞

(

b

a
· x − b

a
·
√

x2 − a2
)

= lim
x→+∞

b

a
·
(

x −
√

x2 − a2
)

=

= lim
x→+∞

b

a
·
(

x −
√
x2 − a2

)(

x +
√
x2 − a2

)

x +
√
x2 − a2

=

= lim
x→+∞

ab

x +
√
x2 − a2

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x → +∞ ãèïåðáîëà íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê

ïðÿìîé y = b

a
· x , êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé

ãèïåðáîëû.
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�àñïîëîæåíèå ãèïåðáîëû íà ïëîñêîñòè (2)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè íåò òî÷åê ãèïåðáîëû, äëÿ

êîòîðûõ x < a. (Â ñàìîì äåëå, x2 = a2(1+ y2

b2
), è ïîòîìó åñëè x > 0, òî

x = a ·
√

1+ y2

b2
> a.) Âû÷èñëèâ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå �óíêöèè

(2), ïîëó÷èì:

y
′ =

bx

a
√
x2 − a2

è y
′′ =

−ab

(x2 − a2)3/2
.

Â ÷àñòíîñòè, y ′
> 0 è y ′′

< 0 ïðè ëþáîì x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîé

÷åòâåðòè ãèïåðáîëà âîçðàñòàåò è âûïóêëà. Êðîìå òîãî, èç (2) ëåãêî

âûòåêàåò, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ãèïåðáîëà ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå

(a, 0), à îñü îðäèíàò íå ïåðåñåêàåò. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñåé

êîîðäèíàò è òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ y = b

a
· x ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé, ïîëó÷àåì

êðèâóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå (÷òîáû âûäåëèòü

ãèïåðáîëó ñðåäè âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíèé, îíà èçîáðàæåíà êðàñíûì

öâåòîì).
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�àñïîëîæåíèå ãèïåðáîëû íà ïëîñêîñòè (ðèñóíîê)

s s s s s

s s

a−a

b

−b

F
1

(c, 0)F
2

(−c, 0) O

r 1
ï

ð

r
2

ï

ð

r
1

ë

å

â

r

2

ë

å

â

x

y

y
=

b
a
· x

y
= − b

a · x

x
=

−
a e

x
=

a e

�èñ. 1. �èïåðáîëà
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�àñïîëîæåíèå ãèïåðáîëû íà ïëîñêîñòè (êîììåíòàðèé ê ðèñóíêó)

Ìû âèäèì, ÷òî ãèïåðáîëà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ

ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, à äðóãàÿ � â ëåâîé. Ýòè ÷àñòè

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîé è ëåâîé âåòâüþ ãèïåðáîëû. Îòìåòèì,

÷òî, â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò, àñèìïòîòîé

ãèïåðáîëû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïðÿìàÿ y = b

a
· x , íî òàêæå è ïðÿìàÿ

y = − b

a
· x . Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà (ñì. ðèñ. 1 â � 35), äèðåêòðèñû

ãèïåðáîëû íå ïåðåñåêàþò êðèâóþ, à åå �îêóñû ðàñïîëîæåíû ¾âíóòðè¿

êðèâîé. Îòìåòèì åùå, ÷òî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, b) è (0,−b) íå
ïðèíàäëåæàò ãèïåðáîëå, õîòÿ è íàçûâàþòñÿ åå âåðøèíàìè.

Íà ðèñ. 1 óêàçàíû òàêæå èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

�îêàëüíûõ ðàäèóñîâ: åñëè òî÷êà ëåæèò íà ëåâîé [ïðàâîé℄ âåòâè

ãèïåðáîëû, òî ðàññòîÿíèÿ îò íåå äî �îêóñîâ îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç r
1ëåâ

è

r
2ëåâ

[ñîîòâåòñòâåííî r
1ïð

è r
2ïð

℄ (îáà ðàçà öè�ðà 1 â èíäåêñàõ

ñîîòâåòñòâóåò �îêóñó F
1

, à öè�ðà 2 � �îêóñó F
2

).
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Âû÷èñëåíèå �îêàëüíûõ ðàäèóñîâ (1)

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � óêàçàòü äâà óòâåðæäåíèÿ,

õàðàêòåðèçóþùèõ ãèïåðáîëó êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ñ

íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé

âñïîìîãàòåëüíûé �àêò.

Ëåììà 36.1

Åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), òî

r
1ïð

= ex − a, r
2ïð

= ex + a, r
1ëåâ

= −ex + a, r
2ëåâ

= −ex − a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, òî

y2

b2
=

x2

a2
− 1,

îòêóäà

y
2 =

b2

a2
· x2 − b

2

. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû.
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Âû÷èñëåíèå �îêàëüíûõ ðàäèóñîâ (2)

Èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

r
1ïð

= |F
1

M| =
√

(x − c)2 + y2 =

=

√

x2 − 2cx + c2 +
b2

a2
· x2 − b2 =

=

√

(

1+
b2

a2

)

x2 − 2cx + c2 − b2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1+
b2

a2
=

a2 + b2

a2
=

c2

a2
= e

2

, c = ea, è c
2 − b

2 = a
2

,

èìååì

r
1ïð

=
√

e2x2 − 2eax + a2 =
√

(ex − a)2 = | ex − a|.
Ïîñêîëüêó x > a, à e > 1, òî |ex − a| = ex − a, è ïîòîìó r

1ïð

= ex − a.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èç �îðìóëèðîâêè ëåììû ïðîâåðÿþòñÿ âïîëíå

àíàëîãè÷íî.
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ãèïåðáîëû, êîòîðóþ

íåðåäêî ïðèíèìàþò çà åå îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 36.1 (�îêàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò M äî �îêóñîâ ðàâåí 2a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó ëåììû 36.1 èìååì

|r
1ïð

− r
2ïð

| = |r
1ëåâ

− r
2ëåâ

| = 2a.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x , y) � òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

∣

∣|F
1

M| − |F
2

M|
∣

∣ = 2a. Òîãäà

∣

∣

√

(x − c)2 + y2 −
√

(x + c)2 + y2
∣

∣ = 2a,

èëè

√

(x − c)2 + y2 = ±2a +
√

(x + c)2 + y2 .
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû (2)

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì

x
2 − 2cx + c

2 + y
2 = 4a

2 ± 4a
√

(x + c)2 + y2 + x
2 + 2cx + c

2 + y
2

.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

±a
√

(x + c)2 + y2 = a
2 + cx .

Åùå ðàç âîçâåäåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

a
2(x2 + 2cx + c

2 + y
2) = a

4 + 2a
2

cx + c
2

x
2

èëè

(a2 − c
2)x2 + a

2

y
2 = a

2(a2 − c
2).

Ïîñêîëüêó a2 − c2 = −b2, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−b
2

x
2 + a

2

y
2 = −a

2

b
2

.

�àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà −a2b2, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1).
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò åùå îäíó õàðàêòåðèçàöèþ ãèïåðáîëû.

Òåîðåìà 36.2 (äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå

ðàññòîÿíèÿ îò M äî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþ îò M äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó

�îêóñó äèðåêòðèñû ðàâíî ýêñöåíòðèñèòåòó ãèïåðáîëû.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó îíî âïîëíå

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äèðåêòîðèàëüíîãî ñâîéñòâà ýëëèïñà, äàííîìó

â � 35.
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû (1)

�èïåðáîëà îáëàäàåò ñëåäóþùèì îïòè÷åñêèì ñâîéñòâîì:

Ïðåäëîæåíèå 36.1 (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû)

Ëó÷ ñâåòà, âûïóùåííûé èç �îêóñà ãèïåðáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò âåòâè

ãèïåðáîëû, ñîîòâåòñòâóþùåé äðóãîìó �îêóñó, íàïðàâëåí òàê, ÷òî åãî

ïðîäîëæåíèå ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãîé �îêóñ.

Ýòî óòâåðæäåíèå, êàê è àíàëîãè÷íîå åìó îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (ñì.

ïðåäëîæåíèå 35.1), ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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¾Øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà (1)

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãðà�èê �óíêöèè

y = k

x
, ãäå k 6= 0. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñîîòíîñèòñÿ

¾øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà ñ ãèïåðáîëîé, ââåäåííîé â ýòîì ïàðàãðà�å.

Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà k > 0 (åñëè

k < 0, ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ x ′ = −x , y ′ = y).

�àññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox ′y ′
, ïîëó÷åííóþ èç ñòàðîé
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◦
. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì.

�îðìóëû (8) â � 11), ïîëó÷àåì, ÷òî







x =
√
2

2

(x ′ − y ′),

y =
√
2

2

(x ′ + y ′).

(4)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x 6= 0, òàê êàê êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì y = k

x
,

î÷åâèäíî íå èìååò òî÷åê, àáñöèññà êîòîðûõ ðàâíà 0. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî

y = k
x
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó xy = k . Åñëè ïîäñòàâèòü â íåãî x è y èç

�îðìóë (4), ìû ïîëó÷èì

k = xy =

√
2

2

(x ′ − y
′) ·

√
2

2

(x ′ + y
′) =

1

2

(

(x ′)2 − (y ′)2
)

.
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¾Øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox ′y ′
¾øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

(x′)2

2k
− (y′)2

2k
= 1. Ïîñêîëüêó k > 0, òî 2k = a2 äëÿ

íåêîòîðîãî a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

(x′)2

a2
− (y′)2

a2
= 1. Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå âèäà (1), â êîòîðîì a = b.

Îïðåäåëåíèå

�èïåðáîëà, ó êîòîðîé äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ðàâíà ìíèìîé, íàçûâàåòñÿ

ðàâíîñòîðîííåé.

Òàêèì îáðàçîì,

¾øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãèïåðáîëû,

îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (1), à èìåííî, ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëîé.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòà ãèïåðáîëà èìååò â ñèñòåìå êîîðäèíàò,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 45

◦
òîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â

êîòîðîé îíà èìååò óðàâíåíèå âèäà y = k

x
ïðè k > 0.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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¾Øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà (ðèñóíîê)

s

O x

x
′

y

y
′

�èñ. 2. ¾Øêîëüíàÿ¿ ãèïåðáîëà
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