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Âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ãë. IV (� 12�14) ìû ðàññìîòðåëè ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, ò. å, êðèâûå è

ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûå óðàâíeíèÿìè 1-ãî ïîðÿäêà. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

êóðñà èçó÷àþòñÿ êpèâûå è ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè 2-ãî

ïîðÿäêà. Îíè íàçûâàþòñÿ êâàäðèêàìè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Â

ýòîì è äâóõ ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ ìû ðàññìîòðèì òðè êîíêðåòíûå

êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè, à â � 38 ïðèâåäåì èõ ïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ.

Ïîñëå ýòîãî â ãë. XII (� 39�42) áóäóò ðàññìîòðåíû êâàäðèêè â

ïðîñòðàíñòâå.

!! Â ýòîì è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå

ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðûõ áóäóò

çàïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿþòñÿ

ïðÿìîóãîëüíûìè äåêàðòîâûìè.
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Îïðåäåëåíèå ýëëèïñà

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû

êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
= 1, (1)

ãäå a,b > 0 è a > b. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ýëëèïñà.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà ÿâëÿåòñÿ åãî îáùèì óðàâíåíèåì â

ñìûñëå ïîíÿòèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè, ââåäåííîãî â

íà÷àëå � 12.
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Âåðøèíû, �îêóñû, �îêàëüíûå ðàäèóñû, ýêñöåíòðèñèòåò è äèðåêòðèñû

ýëëèïñà

Ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ýëëèïñà. Ïóñòü

ýëëèïñ çàäàí óðàâíåíèåì (1). ßñíî, ÷òî a2 − b2 > 0. Ïîëîæèì

c =
√
a2 − b2. ßñíî, ÷òî 0 6 c < a.

Îïðåäåëåíèÿ

Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), (−a, 0), (0, b) è (0,−b) íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ýëëèïñà, âåëè÷èíà a � áîëüøîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, à âåëè÷èíà

b � åãî ìàëîé ïîëóîñüþ. Òî÷êè F
1

(c, 0) è F
2

(−c, 0) íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè

ýëëèïñà, ïðè÷åì �îêóñ F
1

íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, à �îêóñ F
2

� ëåâûì. Åñëè

òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî ðàññòîÿíèÿ |F
1

M| è |F
2

M| íàçûâàþòñÿ
�îêàëüíûìè ðàäèóñàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç r

1

è r
2

.

Âåëè÷èíà e = c

a
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà. Ïðÿìûå ñ

óðàâíåíèÿìè x = a

e
è x = − a

e
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà (ïðè

e = 0 äèðåêòðèñ ýëëèïñà íå ñóùåñòâóåò).

Èç îïðåäåëåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé

�àêò.

Çàìå÷àíèå 35.1

Äëÿ ëþáîãî ýëëèïñà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 0 6 e < 1.
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�àñïîëîæåíèå ýëëèïñà íà ïëîñêîñòè

Èçó÷èì ¾âíåøíèé âèä¿ ýëëèïñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M(x , y)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Òîãäà x2 = a2(1− y2

b2
), îòêóäà

|x | = a ·
√

1 − y2

b2
6 a. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî |y | 6 b. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà −a 6 x 6 a, −b 6 y 6 b

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî ýëëèïñ ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò, è ïîòîìó äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, êàê îí

âûãëÿäèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x > 0 è

y > 0. Òîãäà

y =
b

a
·
√

a2 − x2. (2)

Âû÷èñëèâ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè, ïîëó÷èì:

y
′ =

−bx

a
√
a2 − x2

è y
′′ =

−ab

(a2 − x2)3/2
. (3)

Â ÷àñòíîñòè, y ′ < 0 è y ′′ < 0 ïðè ëþáîì x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîé

÷åòâåðòè ýëëèïñ óáûâàåò è ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Êðîìå òîãî, èç (2) ëåãêî

âûâîäèòñÿ, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ýëëèïñ ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå

(a, 0) è îñü îðäèíàò â òî÷êå (0, b). Îòðàçèâ ïîëó÷åííóþ êðèâóþ

ñèììåòðè÷íî ñíà÷àëà â ÷åòâåðòóþ ÷åòâåðòü, à çàòåì â ëåâóþ

ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷èì êðèâóþ, âûäåëåííóþ êðàñíûì öâåòîì íà ðèñ. 1 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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�àñïîëîæåíèå ýëëèïñà íà ïëîñêîñòè (ðèñóíîê)

s s s s s
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s
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x
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a e
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Îêðóæíîñòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëëèïñà

Êàê ïîêàçûâàåò ðèñ. 1, ýëëèïñ âûãëÿäèò êàê âûòÿíóòàÿ (âäîëü îñè

àáñöèññ) èëè ñæàòàÿ (âäîëü îñè îðäèíàò) îêðóæíîñòü. Ýòî íå ñëó÷àéíî.

Ïðè a = b óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå x2 + y2 = a2, à

ïîñëåäíåå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî åñëè a = b, òî c = 0, à

çíà÷èò è e = 0. Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå �àêòû.

Îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëëèïñà. Îáå ïîëóîñè

îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò ñ åå ðàäèóñîì, �îêóñû îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò

ìåæäó ñîáîé è ðàñïîëîæåíû â öåíòðå îêðóæíîñòè. Ýêñöåíòðèñèòåò

îêðóæíîñòè ðàâåí 0. Îêðóæíîñòü íå èìååò äèðåêòðèñ.

Ýêñöåíòðèñèòåò ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âûòÿíóòîñòè ýëëèïñà, åãî ¾óäàëåííîñòè¿

îò îêðóæíîñòè.

×åì ýêñöåíòðèñèòåò áëèæå ê íóëþ, òåì ýëëèïñ áîëüøå ïîõîæ íà

îêðóæíîñòü, à ÷åì îí áëèæå ê åäèíèöå, òåì áîëåå ýëëèïñ âûòÿíóò

âäîëü îñè àáñöèññ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 35. Ýëëèïñ



×åì êîìåòû îòëè÷àþòñÿ îò ïëàíåò?

Óêàæåì îäíî ¾�èçè÷åñêîå ñâîéñòâî¿ ýëëèïñà.

Ýëëèïñ � ýòî òà êðèâàÿ, ïî êîòîðîé îäíî òåëî äâèæåòñÿ âîêðóã

äðóãîãî ïî äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ (íàïðèìåð, Çåìëÿ âîêðóã

Ñîëíöà èëè Ëóíà âîêðóã Çåìëè). Ïðè ýòîì òåëî, âîêðóã êîòîðîãî

ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, âñåãäà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç �îêóñîâ ýëëèïñà.

Îòìåòèì, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåòû îðáèò, ïî êîòîðûì ¾îáû÷íûå¿ ïëàíåòû

äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ìàëû. Íàïðèìåð,

ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû Çåìëè ðàâåí 0, 0167. À ó îðáèò, ïî êîòîðûì

äâèæóòñÿ êîìåòû, ýêñöåíòðèñèòåò, íàïðîòèâ, âåñüìà áëèçîê ê åäèíèöå

(íàïðèìåð, ó êîìåòû �àëëåÿ îí ðàâåí 0, 967). Èìåííî ïîýòîìó êîìåòû òàê

ðåäêî ïîÿâëÿþòñÿ âáëèçè Ñîëíöà.
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Âû÷èñëåíèå �îêàëüíûõ ðàäèóñîâ

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � äîêàçàòü äâà óòâåðæäåíèÿ,

õàðàêòåðèçóþùèõ ýëëèïñ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ñ íåêîòîðûìè

ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé

�àêò.

Ëåììà 35.1

Åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (1), òî

r
1

= a − ex è r
2

= a + ex .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî

y2 = b2 − b2

a2
· x2. Ñëåäîâàòåëüíî,

r
1

= |F
1

M| =
√

(x − c)2 + y2 =

√

x2 − 2xc + c2 + b2 − b2

a2
· x2.

Ïîñêîëüêó

c
2 + b

2 = a
2, 1− b2

a2
=

a2 − b2

a2
=

c2

a2
= e

2

è ea = c,

èìååì

r
1

=
√

e2x2 − 2eax + a2 =
√

(ex − a)2 = | ex − a|.
Òàê êàê 0 6 e < 1 è x 6 a, òî ex − a 6 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

r
1

= | ex − a| = a − ex . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî r
2

= a + ex .
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ýëëèïñà, êîòîðóþ íåðåäêî

ïðèíèìàþò çà åãî îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 35.1 (�îêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (1), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóììà ðàññòîÿíèé îò M äî �îêóñîâ ðàâíà 2a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò
ýëëèïñó, òî, â ñèëó ëåììû 35.1,

|F
1

M|+ |F
2

M| = r
1

+ r
2

= (a − ex) + (a+ ex) = 2a.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M(x , y) � òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî |F
1

M|+ |F
2

M| = 2a. Òîãäà

√

(x − c)2 + y2 +
√

(x + c)2 + y2 = 2a.

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

√

(x − c)2 + y2 = 2a −
√

(x + c)2 + y2

è âîçâåäåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò.
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (2)

Ïîëó÷èì

x
2 − 2cx + c

2 + y
2 = 4a

2 − 4a
√

(x + c)2 + y2 + x
2 + 2cx + c

2 + y
2,

÷òî ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàåò

a
√

(x + c)2 + y2 = a
2 + cx .

Åùå ðàç âîçâåäåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

a
2(x2 + 2cx + c

2 + y
2) = a

4 + 2a
2

cx + c
2

x
2

èëè

(a2 − c
2)x2 + a

2

y
2 = a

2(a2 − c
2).

Ïîñêîëüêó a2 − c2 = b2, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

b
2

x
2 + a

2

y
2 = a

2

b
2.

�àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà a2b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1).
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò åùå îäíó õàðàêòåðèçàöèþ ýëëèïñà.

Òåîðåìà 35.2 (äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó (íå ÿâëÿþùåìóñÿ îêðóæíîñòüþ) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò M äî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþ

îò M äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñû ðàâíî

ýêñöåíòðèñèòåòó ýëëèïñà.

Äîêàæåì ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðàâîãî �îêóñà è ïðàâîé

äèðåêòðèñû. Äëÿ ëåâîãî �îêóñà è ëåâîé äèðåêòðèñû äîêàçàòåëüñòâî

àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ äèðåêòðèñó ñ
óðàâíåíèåì x = a

e
. Î÷åâèäíî (è âûòåêàåò èç �îðìóëû (15) â � 12), ÷òî

ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x , y) äî ℓ ðàâíî a

e
− x = a−ex

e
. Èñïîëüçóÿ ëåììó

35.1, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî

|F
1

M|
d(M, ℓ)

=
r
1

(a − ex)/e
=

a− ex

a− ex
· e = e.
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x , y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|F
1

M|
d(M,ℓ)

= e èëè |F
1

M| = e · d(M, ℓ). ßñíî, ÷òî

|F
1

M| =
√

(x − c)2 + y2 . Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (15) èç � 12, ïîëó÷àåì, ÷òî

d(M, ℓ) = |x − a

e
|. Ñëåäîâàòåëüíî,

√

(x − c)2 + y2 = e ·
∣

∣

∣
x − a

e

∣

∣

∣
.

Âîçâîäÿ ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò, èìååì

x
2 − 2cx + c

2 + y
2 = e

2

x
2 − 2eax + a

2.

Ïîñêîëüêó ea = c, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(1− e
2)x2 + y

2 = a
2 − c

2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

a
2 − c

2 = b
2

è 1− e
2 = 1 − c2

a2
=

a2 − c2

a2
=

b2

a2
,

èìååì

b2x2

a2
+ y

2 = b
2.

�àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 35. Ýëëèïñ



Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Ýëëèïñ îáëàäàåò ñëåäóþùèì îïòè÷åñêèì ñâîéñòâîì:

Ïðåäëîæåíèå 35.1 (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Ëó÷ ñâåòà, âûïóùåííûé èç �îêóñà ýëëèïñà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ýëëèïñà

ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãîé åãî �îêóñ.

Äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå ìû íå áóäåì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 35. Ýëëèïñ


