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Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïîíÿòèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû

33.1. Ïîíÿòèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Êàíîíè÷åñêèé âèä

Îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìîé íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà

ïåðåìåííûõ íàä ýòèì ïîëåì, â êîòîðîì âñå îäíî÷ëåíû èìåþò îäíó è òó æå

íåíóëåâóþ ñòåïåíü. Ýòà ñòåïåíü íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ �îðìû. Ôîðìû 1-é

ñòåïåíè, ò. å. ìíîãî÷ëåíû âèäà a
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, . . . , xn � ïåðåìåííûå, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè.

Ôîðìû 2-é ñòåïåíè íàçûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè. Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå
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+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
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xn ,

(1)

ãäå aij ∈ F äëÿ âñåõ i , j = 1, 2, . . . , n, i 6 j , à x
1

, x
2

, . . . , xn � ïåðåìåííûå.

Ñêàëÿðû aij íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè �îðìû (1).
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Çàìå÷àíèå î òåðìèíîëîãèè

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ñ

êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè. Ïîýòîìó ñëîâî ¾êâàäðàòè÷íàÿ¿ ÷àñòî áóäåò

îïóñêàòüñÿ.

! Âñþäó â äàëüíåéøåì, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà â ÿâíîì âèäå

îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ñëîâî ¾�îðìà¿ îçíà÷àåò ¾êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà¿.
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Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû (1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
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Ìàòðèöà ëþáîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.

Êðàòêî ìàòðèöó �îðìû (1) çàïèñûâàþò â âèäå A = (aij), ïîëàãàÿ (êàê
ïðàâèëî, íåÿâíî), ÷òî aij = aji äëÿ âñåõ i , j = 1, 2, . . . , n.
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Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü êâàäðàòè÷íîé �îðìû

Ïóñòü A � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû (1). Ïîëîæèì
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Âû÷èñëèâ, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö X⊤AX , ìîæíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 1,

åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1).

Îòîæäåñòâëÿÿ, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ, êâàäðàòíóþ ìàòðèöó 1-ãî ïîðÿäêà

ñ åå åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì, ìîæíî çàïèñàòü �îðìó (1) â âèäå

f (x
1

, x
2

, . . . , xn) = X
⊤
AX . (2)

Îïðåäåëåíèå

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé çàïèñüþ êâàäðàòè÷íîé

�îðìû (1).
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Íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèÿ

Ñèñòåìà ðàâåíñòâ âèäà
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xn = bn1y1 + bn2y2 + · · · + bnnyn,

(3)

ãäå x
1

, x
2

, . . . , xn è y
1

, y
2

, . . . , yn � íàáîðû ïåðåìåííûõ, à bij � ñêàëÿðû,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Çàìåíà ïåðåìåííûõ (3)

íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ìàòðèöà B = (bij) íåâûðîæäåííà.
Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé çàìåíû ïåðåìåííûõ (3). Çàìåíó (3)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå X = BY , ãäå
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ Y = B−1X íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê çàìåíå X = BY .
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Èçìåíåíèå ìàòðèöû �îðìû ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ

Çàìå÷àíèå 33.1

Åñëè ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå f = X⊤AX ïðèìåíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

X = BY , òî ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñ ìàòðèöåé B⊤AB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ BY âìåñòî X â �îðìó X⊤AX , ìû ïîëó÷èì

�îðìó (BY )⊤A(BY ) = Y⊤(B⊤AB)Y , ìàòðèöà êîòîðîé ðàâíà B⊤AB.

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 33.1

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà g ïîëó÷åíà èç �îðìû f íåâûðîæäåííîé

ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ, òî îïðåäåëèòåëè ìàòðèö �îðì f è g ëèáî

îáà ïîëîæèòåëüíû, ëèáî îáà îòðèöàòåëüíû, ëèáî îáà ðàâíû 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �îðìà g = Y⊤CY ïîëó÷åíà èç �îðìû f = X⊤AX

íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ X = BY . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ

33.1 C = B⊤AB. Ïîñêîëüêó |B⊤| = |B|, èìååì
|C | = |B⊤AB| = |B⊤| · |A| · |B| = |A| · |B|2. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî

|B|2 > 0.
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Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Îïðåäåëåíèå

�îâîðÿò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, åñëè ìàòðèöà

ýòîé �îðìû äèàãîíàëüíà. Èíûìè ñëîâàìè, �îðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé

âèä, åñëè â íåé âñå êîý��èöèåíòû ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ ðàçëè÷íûõ

ïåðåìåííûõ ðàâíû 0.

Òåîðåìà 33.1

Èç ëþáîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé

ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷èòü êâàäðàòè÷íóþ �îðìó, èìåþùóþ

êàíîíè÷åñêèé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà. Îáà îíè

êîíñòðóêòèâíû, ò. å. ñîäåðæàò àëãîðèòìû ïðèâåäåíèÿ �îðìû ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïåðâûé àëãîðèòì (ìåòîä Ëàãðàíæà) ìåíåå ãðîìîçäîê

è åãî óäîáíî ïðèìåíÿòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Âòîðîé àëãîðèòì (ìåòîä

ïðèâåäåíèÿ �îðìû ê ãëàâíûì îñÿì) ïðèìåíèì òîëüêî ê �îðìàì íàä

ïîëåì R. Îí ïðèãîäèòñÿ íàì â � 41 ïðè èçó÷åíèè ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî

ïîðÿäêà.
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Ìåòîä Ëàãðàíæà (1)

Ìåòîä Ëàãðàíæà. Ïóñòü f (x
1

, x
2

, . . . , xn) � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñ

ìàòðèöåé A = (aij). Íàçîâåì ïåðåìåííóþ xi �èêòèâíîé, åñëè aij = 0 äëÿ

âñåõ j = 1, 2, . . . , n. Åñëè �îðìà f ñîäåðæèò �èêòèâíûå ïåðåìåííûå, òî ìû

ìîæåì ñíà÷àëà ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñóììó âñåõ ñëàãàåìûõ

�îðìû áåç �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, à çàòåì äîáàâèòü êâàäðàòû âñåõ

�èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ñ êîý��èöèåíòàìè 0. Ïîýòîìó áóäåì äàëåå

ñ÷èòàòü, ÷òî �îðìà íå ñîäåðæèò �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî

ìû ìîæåì ïðèâåñòè �îðìó ê âèäó

b
11

y
2

1

+ g(y
2

, . . . , yn), (4)

ãäå g(y
2

, . . . , yn) � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïåðåìåííûõ

y
2

, . . . , yn. Åñëè a
1i = 0 äëÿ âñåõ i > 1, òî �îðìà óæå èìååò òàêîé âèä (ñ

òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ). Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî

a
1i 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i > 1. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî i = 2 (â îáùåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Äàëüíåéøèå

ðàññìîòðåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: a
11

6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ′ ñóììó âñåõ ñëàãàåìûõ �îðìû f , íå
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Ìåòîä Ëàãðàíæà (2)

Ñóììó ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ x
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, äîïîëíèì äî ïîëíîãî êâàäðàòà:
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(5)
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Ìåòîä Ëàãðàíæà (3)

Ìàòðèöà ýòîé çàìåíû èìååò âèä
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Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1. Â ÷àñòíîñòè, çàìåíà (5) íåâûðîæäåííà. ßñíî,

÷òî

y
1

= x
1

+
a
12

x
2

+ · · ·+ a
1nxn

a
11

, y
2

= x
2

, . . . , yn = xn.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà (5) ïðèâîäèò �îðìó f (x
1

, x
2

, . . . , xn) ê âèäó
a
11

y2
1

+ g(y
2

, . . . , yn), ò. å. ê �îðìå âèäà (4).

Ñëó÷àé 2: a
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= 0. Íàïîìíèì, ÷òî a
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6= 0. �àññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ
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(6)
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Ìåòîä Ëàãðàíæà (4)

Ìàòðèöà ýòîé çàìåíû èìååò âèä
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Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç B. Ïî ïðåäëîæåíèþ 6.11 èìååì:

|B| =

∣

∣

∣

∣

1 1

1 −1

∣

∣

∣

∣

·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 . . . 0

. . . . . . .

0 . . . 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 · 1 = −2 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà (6) íåâûðîæäåííà. Ïðèìåíèâ åå, ïîëó÷èì �îðìó,

â êîòîðîé êîý��èöèåíò ïðè y2
1

ðàâåí 2a
12

, è, â ÷àñòíîñòè, îòëè÷åí îò 0.

Ýòî ñâîäèò ñèòóàöèþ ê ñëó÷àþ 1.

Èòàê, ìû ìîæåì íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðèâåñòè

�îðìó f ê âèäó (4), ò. å. èçáàâèòüñÿ îò ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ

ïðîèçâåäåíèÿ x
1

íà äðóãèå ïåðåìåííûå. Ïîñëå ýòîãî àíàëîãè÷íûìè

äåéñòâèÿìè ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâåäåíèÿ x
2

íà äðóãèå ïåðåìåííûå, çàòåì ïðîèçâåäåíèÿ x
3

íà äðóãèå ïåðåìåííûå è ò. ä.
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Ìåòîä Ëàãðàíæà (5). Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâåäåíèÿ

ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ íå îñòàíåòñÿ, è �îðìà ïðèìåò êàíîíè÷åñêèé âèä.

Òåîðåìà äîêàçàíà (ïåðâûì ñïîñîáîì).

Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì. Ïóñòü f � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îò n

ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì R. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó A �îðìû f êàê

ìàòðèöó â ñòàíäàðòíîì áàçèñå íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â

ïðîñòðàíñòâå R
n
. Ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 32.4

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí. Ïî ñëåäñòâèþ 32.5 ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà T è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D òàêèå, ÷òî D = T⊤AT . Ïðèìåíèì ê

�îðìå f = X⊤AX íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ X = TY .

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 33.1 ìû ïîëó÷èì �îðìó, ìàòðèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöà T⊤AT = D . Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ìàòðèöà

�îðìû ñòàíåò äèàãîíàëüíîé, ò. å. �îðìà áóäåò ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó. Òåîðåìà äîêàçàíà (âòîðûì ñïîñîáîì).

Áîëåå ïîäðîáíî àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê ãëàâíûì

îñÿì èçëîæåí íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê ãëàâíûì îñÿì

Àëãîðèòì 33.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê ãëàâíûì

îñÿì)

Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà X⊤AX îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì R. Ìàòðèöà

A ñèììåòðè÷íà. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R
n
, èìåþùèé â

ñòàíäàðòíîì áàçèñå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöó A, ñàìîñîïðÿæåí (ñì.

ñëåäñòâèå 32.4). Íàõîäèì ñíà÷àëà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à çàòåì âñå

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A. Îíè îáðàçóþò

áàçèñ â R
n
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 32.2). Ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû (ñì.

ëåììó 32.2). Ïðèìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ê

ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîìó è

òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, íàõîäèì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â R
n
.

Íîðìèðóåì âåêòîðû ýòîãî áàçèñà è ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,

ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Çàïèñûâàåì âåêòîðû

ýòîãî áàçèñà â ìàòðèöó ïî ñòîëáöàì, îáîçíà÷àåì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç T .

Çàìåíà ïåðåìåííûõ X = TY ïðèâîäèò èñõîäíóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó. Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé �îðìû � ýòî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà

äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, ïðè÷åì

êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñòîèò ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

îòíîñÿùèõñÿ ê íåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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Çàêîí èíåðöèè (1)

33.2. Çàêîí èíåðöèè

Èç îäíîé è òîé æå êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ

íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íî

ìíîãî �îðì êàíîíè÷åñêîãî âèäà. Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, íåêîòîðûå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè âñåõ ýòèõ �îðì äîëæíû

ñîâïàäàòü.

Òåîðåìà 33.2 (çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì)

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàä ïîëåì R äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíà ê äâóì

ðàçëè÷íûì �îðìàì, èìåþùèì êàíîíè÷åñêèé âèä, òî ïîëó÷åííûå �îðìû

èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ

ïåðåìåííûõ è îäèíàêîâîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè

êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðèâåëè êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

f = X⊤AX ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó g = Y⊤DY . Ïî îïðåäåëåíèþ

êàíîíè÷åñêîãî âèäà �îðìû, ìàòðèöà D äèàãîíàëüíà.
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Çàêîí èíåðöèè (2)

Ñîãëàñíî âòîðîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 33.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïåðåõîä îò �îðìû f ê �îðìå g ñäåëàí ñ ïîìîùüþ çàìåíû X = TY , ãäå

ìàòðèöà T îðòîãîíàëüíà (è, â ÷àñòíîñòè, íåâûðîæäåííà). Òîãäà

D = T⊤AT . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 24.1 ðàíãè ìàòðèö A è D ñîâïàäàþò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Èòàê, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû D , ò. å. ÷èñëî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè

êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ â �îðìå g , ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû A, è ïîòîìó íå

çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ �îðìû f ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïóñòü òåïåðü �îðìà f = f (x
1

, x
2

, . . . , xn) íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé

çàìåíîé ïåðåìåííûõ















x
1

= b
11

y
1

+ b
12

y
2

+ · · · + b
1nyn,

x
2

= b
21

y
1

+ b
22

y
2

+ · · · + b
2nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = bn1y1 + bn2y2 + · · · + bnnyn

(7)

ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

f (x
1

, x
2

, . . . , xn) = t
1

y2
1

+ t
2

y2
2

+ · · · + tky
2

k −
− tk+1y

2

k+1 − tk+2y
2

k+2 − · · · − tk+ℓy
2

k+ℓ,
(8)

ãäå t
1

, t
2

, . . . , tk+ℓ > 0,
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Çàêîí èíåðöèè (3)

à íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ















x
1

= c
11

z
1

+ c
12

z
2

+ · · · + c
1nzn,

x
2

= c
21

z
1

+ c
22

z
2

+ · · · + c
2nzn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = cn1z1 + cn2z2 + · · · + cnnzn

(9)

� ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

f (x
1

, x
2

, . . . , xn) = s
1

z2
1

+ s
2

z2
2

+ · · · + spz
2

p −
− sp+1z

2

p+1 − sp+2z
2

p+2 − · · · − sp+qz
2

p+q ,
(10)

ãäå s
1

, s
2

, . . . , sp+q > 0. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, k + ℓ = p + q. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî k = p è ℓ = q. ßñíî, ÷òî îäíî èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò èç

äðóãîãî, è ïîòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êàêîå-íèáóäü îäíî èç íèõ.

Äîêàæåì, ÷òî k = p. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü k 6= p. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k < p.
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Çàêîí èíåðöèè (4)

Òàê êàê çàìåíû ïåðåìåííûõ (7) è (9) íåâûðîæäåííû, ñóùåñòâóþò

îáðàòíûå ê íèì çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ïóñòü çàìåíà ïåðåìåííûõ















y
1

= d
11

x
1

+ d
12

x
2

+ · · · + d
1nxn,

y
2

= d
21

x
1

+ d
22

x
2

+ · · · + d
2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = dn1x1 + dn2x2 + · · · + dnnxn

(11)

îáðàòíà ê (7), à çàìåíà ïåðåìåííûõ















z
1

= f
11

x
1

+ f
12

x
2

+ · · · + f
1nxn,

z
2

= f
21

x
1

+ f
22

x
2

+ · · · + f
2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn = fn1x1 + fn2x2 + · · · + fnnxn

(12)

îáðàòíà ê (9). Çàìåíû (11) è (12) òàêæå íåâûðîæäåííû.
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Çàêîí èíåðöèè (5)

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

x
1

, x
2

, . . . , xn, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (11) è (12)

âîçíèêàþò ðàâåíñòâà

y
1

= y
2

= · · · = yk = zp+1 = zp+2 = · · · = zn = 0.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé















































d
11

x
1

+ d
12

x
2

+ · · · + d
1nxn = 0,

d
21

x
1

+ d
22

x
2

+ · · · + d
2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dk1x1 + dk2x2 + · · · + dknxn = 0,

fp+1 1x1 + fp+1 2x2 + · · · + fp+1 nxn = 0,

fp+2 1x1 + fp+2 2x2 + · · · + fp+2 nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn1x1 + fn2x2 + · · · + fnnxn = 0.

(13)

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî óðàâíåíèé â êîòîðîé

ðàâíî k + n − p. Ïîñêîëüêó k < p, ïîëó÷àåì, ÷òî k + n − p < n. Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 5.4 ñèñòåìà (13) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n).
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Çàêîí èíåðöèè (6)

Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ âìåñòî ïåðåìåííûõ x
1

, x
2

, . . . , xn â ïðàâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ (11) è (12), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ:

y
1

= y
′

1

, y
2

= y
′

2

, . . . , yn = y
′

n, z1 = z
′

1

, z
2

= z
′

2

, . . . , zn = z
′

n.

Èç òîãî, ÷òî (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) � ðåøåíèå ñèñòåìû (13), âûòåêàåò, ÷òî

y
′

1

= y
′

2

= · · · = y
′

k = z
′

p+1 = z
′

p+2 = · · · = z
′

n = 0. (14)

�àâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â åãî ëåâîé ÷àñòè ïðîèçâåñòè çàìåíó

ïåðåìåííûõ (7), òî ìû ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà. Îòñþäà è

èç òîãî, ÷òî y ′

1

= y ′

2

= · · · = y ′

k = 0, ñëåäóåò, ÷òî

f (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) = t
1

(y ′

1

)2 + t
2

(y ′

2

)2 + · · · + tk(y
′

k )
2 −

− tk+1(y
′

k+1)
2 − tk+2(y

′

k+2)
2 − · · · − tk+ℓ(y

′

k+ℓ)
2 =

=−tk+1(y
′

k+1)
2 − tk+2(y

′

k+2)
2 − · · · − tk+ℓ(y

′

k+ℓ)
2

6 0.

Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà (10) è òîãî, ÷òî z ′p+1 = z ′p+2 = · · · = z ′n = 0,

ñëåäóåò, ÷òî

f (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) = s
1

(z ′
1

)2 + s
2

(z ′
2

)2 + · · · + sp(z
′

p)
2 −

− sp+1(z
′

p+1)
2 − sp+2(z

′

p+2)
2 − · · · − sp+q(z

′

p+q)
2 =

= s
1

(z ′
1

)2 + s
2

(z ′
2

)2 + · · · + sp(z
′

p)
2

> 0.
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Çàêîí èíåðöèè (7)

Èòàê, f (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) 6 0 è f (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n) = 0. Íî òîãäà s
1

(z ′
1

)2 + s
2

(z ′
2

)2 + · · ·+ sp(z
′

p)
2 = 0.

Ïîñêîëüêó s
1

, s
2

, . . . , sp > 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z ′
1

= z ′
2

= · · · = z ′p = 0.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (14), èìååì

z
′

1

= z
′

2

= · · · = z
′

n = 0. (15)

Ïóñòü F = (fij ) � ìàòðèöà çàìåíû (12). Îáîçíà÷èì âåêòîðû-ñòîëáöû ýòîé

ìàòðèöû ÷åðåç f

1

, f
2

, . . . , fn. �àâåíñòâà (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà x
1

f

1

+ x
2

f

2

+ · · ·+ xnfn = z, ãäå z = (z
1

, z
2

, . . . , zn).
Ïîëîæèì z

′ = (z ′
1

, z ′
2

, . . . , z ′n). Â ñèëó (15), x ′

1

f

1

+ x ′

2

f

2

+ · · ·+ x ′

nfn = z

′ = 0.

Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n åñòü íåíóëåâûå, ïîëó÷àåì, ÷òî

âåêòîðû f

1

, f
2

, . . . , fn ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû F

ïî ñòîëáöàì ìåíüøå n. Â ñèëó òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû, åå ðàíã ïî

ìèíîðàì òàêæå ìåíüøå n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |F | = 0. Íî ýòî íå òàê,

ïîñêîëüêó çàìåíà (12) íåâûðîæäåííà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî k 6= p, ëîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

k = p.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòè÷íûõ �îðì (1)

33.3. Ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòè÷íûõ �îðì

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòè÷íûå �îðìû f è g íàä ïîëåì R íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ

íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì,

íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü f � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàä ïîëåì R, à g � �îðìà êàíîíè÷åñêîãî

âèäà, ïîëó÷åííàÿ èç �îðìû f ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé

çàìåíû ïåðåìåííûõ. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ [îòðèöàòåëüíûõ℄

êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ â �îðìå g íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì [îòðèöàòåëüíûì℄ èíäåêñîì èíåðöèè �îðìû f .
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòè÷íûõ �îðì (2)

Ïðåäëîæåíèå 33.1

Êâàäðàòè÷íûå �îðìû f è g íàä ïîëåì R ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè è

îäèíàêîâûé îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ

çàìåíà ïåðåìåííûõ X = TY , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé èç �îðìû f ïîëó÷àåòñÿ

�îðìà g . Ïóñòü, äàëåå, Y = SZ � íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà

ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò �îðìó g ê �îðìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà h.

Òîãäà ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ X = (TS)Z íåâûðîæäåííà (ïîñêîëüêó

|TS | = |T | · |S | 6= 0) è ïðèâîäèò �îðìó f ê �îðìå h. Ïîñêîëüêó ìû

ïðèâåëè �îðìû f è g ê îäíîé è òîé æå �îðìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà,

ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñû èíåðöèè ó ýòèõ �îðì

ñîâïàäàþò.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòè÷íûõ �îðì (3)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �îðìû f = f (x
1

, x
2

, . . . , xn) è
g = g(y

1

, y
2

, . . . , yn) èìåþò îäèíàêîâûé ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè k

è îäèíàêîâûé îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè ℓ. Ïóñòü �îðìà f

íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ X = TX ′
ïðèâîäèòñÿ ê

�îðìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà hf , à �îðìà g íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé

çàìåíîé ïåðåìåííûõ Y = SY ′
ïðèâîäèòñÿ ê �îðìå êàíîíè÷åñêîãî âèäà hg .

Êàæäàÿ èç �îðì hf è hg èìååò k ïîëîæèòåëüíûõ è ℓ îòðèöàòåëüíûõ

êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåèìåíîâàâ ïðè

íåîáõîäèìîñòè ïåðåìåííûå, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â êàæäîé èç �îðì

hf è hg êîý��èöèåíòû ïðè ïåðâûõ k ïåðåìåííûõ ïîëîæèòåëüíû, à ïðè

ïîñëåäíèõ ℓ îòðèöàòåëüíû. Ïóñòü

hf = a
1

(x ′

1

)2 + · · ·+ ak(x
′

k)
2 − ak+1(x

′

k+1)
2 − · · · − ak+ℓ(x

′

k+ℓ)
2

,

hg = b
1

(y ′

1

)2 + · · ·+ bk(y
′

k )
2 − bk+1(y

′

k+1)
2 − · · · − bk+ℓ(y

′

k+ℓ)
2

,

ãäå a
1

, . . . , ak+ℓ, b1, . . . , bk+ℓ > 0.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êâàäðàòè÷íûõ �îðì (4)

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:



























x ′

1

=
√

b
1

a
1

y ′

1

,

x ′

2

=
√

b
2

a
2

y ′

2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ′

k+ℓ =
√

bk+ℓ

ak+ℓ
y ′

k+ℓ.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ýòîé çàìåíû ÷åðåç U. Î÷åâèäíî, ÷òî

|U| =
√

b
1

b
2

···bk+ℓ

a
1

a
2

···ak+ℓ

6= 0, è ïîòîìó ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ X ′ = UY ′

íåâûðîæäåííà. Ïðèìåíÿÿ ýòó çàìåíó ê �îðìå hf , ïîëó÷àåì �îðìó hg .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèâ ê �îðìå f çàìåíó X = TX ′
, ê ïîëó÷åííîé

�îðìå hf çàìåíó X ′ = UY ′
, à ê ïîëó÷åííîé �îðìå hg çàìåíó Y ′ = S−1Y ,

ìû ïîëó÷èì �îðìó g . Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ

íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé

ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ (ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ

íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé, è ïîòîìó

íå ðàâåí 0). Òàêèì îáðàçîì, �îðìà g ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç �îðìû f

íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ.
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