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Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 32. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû



Ñòðîåíèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà (1)

32.1. Ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì F , à a �

�èêñèðîâàííûé âåêòîð èç V . Èç àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå A èç V â F , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì A(x) = xa

äëÿ âñÿêîãî x ∈ V , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â

êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âñÿêèé

ëèíåéíûé �óíêöèîíàë óñòðîåí èìåííî òàê. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 32.1

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë èç V â F .

Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäèí, âåêòîð a ∈ V òàêîé, ÷òî

A(x) = xa äëÿ âñÿêîãî x ∈ V .
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Ñòðîåíèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïîëå F , ðàññìàòðèâàåìîå êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ñàìèì ñîáîé, ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì íåíóëåâûì

ýëåìåíòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, dimF = 1, è ïîòîìó ðàçìåðíîñòü ëþáîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà F ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

âåðíî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA. Åñëè dim ImA = 0, òî ImA = {0}, ò. å.
A(x) = 0 = x · 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ V . Ïîýòîìó â êà÷åñòâå èñêîìîãî âåêòîðà a

ìîæíî âçÿòü íóëåâîé âåêòîð.

Ïóñòü òåïåðü dim ImA = 1. Ïî òåîðåìå î ðàíãå è äå�åêòå

dimKerA = n − 1, ãäå n = dimV . Â ñèëó òåîðåìû 31.5

dim(KerA)⊥ = n − (n − 1) = 1. Çà�èêñèðóåì íåíóëåâîé âåêòîð

y ∈ (KerA)⊥ è ïîëîæèì α = A(y). Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîð

a =
α

y

2

· y

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, ò. å. ÷òî A(x) = xa äëÿ âñÿêîãî x ∈ V . Èç òîãî, ÷òî

dim(KerA)⊥ = 1 âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (KerA)⊥ ïîðîæäàåòñÿ

âåêòîðîì y. Ïóñòü x ∈ V . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 31.5,

V = KerA⊕ (KerA)⊥, ïîëó÷àåì, ÷òî x = z+ βy äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ KerA
è íåêîòîðîãî β ∈ F . Ñëåäîâàòåëüíî,

A(x) = A(z + βy) = A(z) +A(βy) = 0 + βA(y) = βα.
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Ñòðîåíèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî zy = 0, à y

2 = y

2

(ïîñêîëüêó y

2 ∈ R),

èìååì:

xa = (z+ βy)
( α

y

2

· y
)

= z

( α

y

2

· y
)

+ (βy)
( α

y

2

· y
)

=

=
α

y

2

· zy+
β α

y

2

· y2 = 0 + βα = βα.

Òàêèì îáðàçîì, A(x) = βα = xa.

Åäèíñòâåííîñòü. Åñëè âåêòîðû a, b ∈ V òàêîâû, ÷òî xa = xb äëÿ âñÿêîãî

x ∈ V , òî a = b â ñèëó îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 32. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû



Îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó (1)

32.2. Îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü V è W � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä îäíèì è

òåì æå ïîëåì, à A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W . Îòîáðàæåíèå B èç

W â V íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îòîáðàæåíèþ A, åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ x ∈ V è y ∈ W âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A(x) · y = x · B(y).
Îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê A, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A∗

. ßñíî, ÷òî åñëè A
� ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , òî ñîïðÿæåííîå ê íåìó

îòîáðàæåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â V . Ýòîò

îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì, ñîïðÿæåííûì ê A.

Èç îïðåäåëåíèÿ íå âûòåêàåò íè ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ,

ñîïðÿæåííîãî ê A, íè åãî ëèíåéíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 32.1

Ïóñòü V è W � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì F .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A èç V â W ñóùåñòâóåò

ñîïðÿæåííîå ê íåìó îòîáðàæåíèå. Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî

îäíîçíà÷íî è ëèíåéíî.
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Îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

y ∈ W è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F
y

èç V â F , çàäàííîå ïðàâèëîì

F
y

(x) = A(x) · y äëÿ âñÿêîãî x ∈ V . Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

�óíêöèîíàëîì, ïîñêîëüêó åñëè x

1

, x
2

∈ V è t ∈ F , òî

F
y

(x
1

+ x

2

) = A(x
1

+ x

2

) · y =
(

A(x
1

) +A(x
2

)
)

· y =

= A(x
1

) · y+A(x
2

) · y = F
y

(x
1

) +F
y

(x
2

),

è F
y

(tx
1

) = A(tx
1

) · y =
(

tA(x
1

)
)

· y = t
(

A(x
1

) · y
)

= tF
y

(x
1

).

Ïî òåîðåìå 32.1 ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé âåêòîð y

′ ∈ V

òàêîé, ÷òî A(x) · y = xy

′
äëÿ âñÿêîãî x ∈ V . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå B èç

W â V ïðàâèëîì: B(y) = y

′
äëÿ âñÿêîãî y ∈ W . Òîãäà

A(x) · y = xy

′ = x · B(y) äëÿ âñÿêîãî x ∈ V è âñÿêîãî y ∈ W .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå B ñîïðÿæåíî ê A.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü B
1

è B
2

� îòîáðàæåíèÿ, ñîïðÿæåííûå ê A, x ∈ V è

y ∈ W . Òîãäà x · B
1

(y) = A(x) · y = x · B
2

(y). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà x ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x · B
1

(y) = x · B
2

(y). Èç îñëàáëåííîãî
çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âûòåêàåò,

÷òî B
1

(y) = B
2

(y). Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà y ∈ W , ïîëó÷àåì, ÷òî B
1

= B
2

.
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Îòîáðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê äàííîìó (4)

Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü y

1

, y
2

∈ W . Äëÿ ëþáîãî x ∈ V , ñ îäíîé ñòîðîíû,

A(x) · (y
1

+ y

2

) = x · A∗(y
1

+ y

2

), à ñ äðóãîé,

A(x) · (y
1

+ y

2

) = A(x) · y
1

+A(x) · y
2

=

= x · A∗(y
1

) + x · A∗(y
2

) = x ·
(

A∗(y
1

) +A∗(y
2

)
)

.

Òàêèì îáðàçîì, x · A∗(y
1

+ y

2

) = x ·
(

A∗(y
1

) +A∗(y
2

)
)

. Â ñèëó

îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî A∗(y
1

+ y

2

) = A∗(y
1

) +A∗(y
2

).
Ïóñòü òåïåðü t ∈ F è y ∈ W . Äëÿ ëþáîãî x ∈ V , ñ îäíîé ñòîðîíû,

A(x) · (ty) = x · A∗(ty), à ñ äðóãîé,

A(x) · (ty) = t
(

A(x) · y
)

= t
(

x · A∗(y)
)

= x ·
(

tA∗(y)
)

= x ·
(

tA∗(y)
)

.

Òàêèì îáðàçîì, x · A∗(ty) = x ·
(

tA∗(y)
)

. Âíîâü ññûëàÿñü íà îñëàáëåííûé

çàêîí ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîëó÷àåì,

÷òî A∗(ty) = tA∗(y). Ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå A∗
ëèíåéíî.
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Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îòîáðàæåíèÿ (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ìàòðèöû

îòîáðàæåíèé A è A∗
.

Ïðåäëîæåíèå 32.2

Ïóñòü V è W � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä îäíèì è

òåì æå ïîëåì, Q � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , R � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W , A
� ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â

áàçèñàõ Q è R , à B � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A∗
â áàçèñàõ R è Q. Òîãäà:

à) B = G
−1

Q
A⊤GR ;

á) åñëè ïðîñòðàíñòâà V è W åâêëèäîâû, òî B = G
−1

Q
A

⊤
GR .

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü x ∈ V è y ∈ W . Â ñèëó �îðìóëû (1) èç � 26

[A(x)]R = A · [x]Q . Ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 30.2, èìååì

A(x) · y = [A(x)]⊤R · GR · [y]R = (A · [x]Q)
⊤ · GR · [y]R = [x]⊤Q · A⊤ · GR · [y]R .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìóëà (1) èç � 26 âëå÷åò, ÷òî [A∗(y)]Q = B · [y]R , è
ïîòîìó

x · A∗(y) = [x]⊤Q · GQ · [A∗(y)]Q = [x]⊤Q · GQ · B · [y]R = [x]⊤Q · GQ · B · [y]R .
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Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îòîáðàæåíèÿ (2)

Ïîñêîëüêó A(x) · y = x · A∗(y), ïîëó÷àåì, ÷òî

[x]⊤Q · A⊤ · GR · [y]R = [x]⊤Q · GQ · B · [y]R .

Ïîñêîëüêó x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç V è W ñîîòâåòñòâåííî, èç

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âûòåêàåò, ÷òî A⊤GR = GQB , îòêóäà

B = G
−1

Q
A⊤GR . Ñëåäîâàòåëüíî, B = B = G

−1

Q
A⊤GRQ.

á) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç à).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 32.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 32.1

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V , Q � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à A è B � ìàòðèöû

îïåðàòîðîâ A è A∗
â áàçèñå Q ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

à) B = G
−1

Q
A⊤GQ ;

á) åñëè ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî B = G
−1

Q
A

⊤
GQ .
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Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îòîáðàæåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà �ðàìà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, èç ïðåäëîæåíèÿ 32.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 32.2

Ïóñòü V è W � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä îäíèì è

òåì æå ïîëåì, Q � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , R �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W , à A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

èç V â W . Åñëè îòîáðàæåíèå A èìååò â áàçèñàõ Q è R ìàòðèöó A, òî:

à) îòîáðàæåíèå A∗
èìååò â áàçèñàõ R è Q ìàòðèöó A∗

;

á) åñëè ïðîñòðàíñòâà V è W åâêëèäîâû, òî îòîáðàæåíèå A∗
èìååò â

áàçèñàõ R è Q ìàòðèöó A
⊤
.
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Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

Ñëåäóþùèé �àêò íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 32.1 è ÿâëÿåòñÿ

ñïåöèàëèçàöèåé ñëåäñòâèÿ 32.2 äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäñòâèå 32.3

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V , à Q � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè

îïåðàòîð A èìååò â áàçèñå Q ìàòðèöó A, òî:

à) îïåðàòîð A∗
èìååò â áàçèñå Q ìàòðèöó A

∗
;

á) åñëè ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî îïåðàòîð A∗
èìååò â áàçèñå Q

ìàòðèöó A
⊤
.
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Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

32.3. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V

íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A = A∗
, ò. å. åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ x, y ∈ V âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A(x) · y = x · A(y).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü S �

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V . Â ñèëó

òåîðåìû 31.5 V = S ⊕ S⊥
. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà S ïàðàëëåëüíî S⊥

(ñì. ïðèìåð 5 â � 26) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî

ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç PS . Èíûìè

ñëîâàìè, îïåðàòîð PS ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó èç V åãî

îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà S . Ïóñòü x, y ∈ V . Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

PS(x) · y = x⊥(y⊥ + y

⊥) = x⊥y⊥
+ x⊥y

⊥ = x⊥y⊥
+ 0 = x⊥y⊥

,

à ñ äðóãîé, �

x · PS(y) = (x⊥ + x

⊥)y
⊥
= x⊥y⊥

+ x

⊥
y

⊥
= x⊥y⊥

+ 0 = x⊥y⊥
.

Ñëåäîâàòåëüíî, PS(x) · y = x · PS(y), ò. å. PS � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (1)

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì C èëè R íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè

A = A
∗
.

Ïðåäëîæåíèå 32.3

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ïðîñòðàíñòâà V ýðìèòîâà;

â) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A ýðìèòîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ à)=⇒ á) âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 32.3, à

èìïëèêàöèÿ á)=⇒ â) î÷åâèäíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü èìïëèêàöèþ â)=⇒ à).
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (2)

â)=⇒ à) Ïóñòü P � òîò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â

êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A ýðìèòîâà. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç A.

Òîãäà A = A⊤ = A
⊤
, è ïîòîìó A

⊤ = (A⊤)⊤ = A . Ïóñòü x, y ∈ V . Òîãäà

A(x) · y = [A(x)]⊤P · [y]P ïî òåîðåìå 31.2

= [x]⊤P · A⊤ · [y]P ïî �îðìóëå (2) èç � 26

= [x]⊤P · A · [y]P òàê êàê A
⊤ = A

= [x]⊤P · A · [y]P òàê êàê B · C = BC äëÿ ëþáûõ ìàòðèö B è C

= [x]⊤P · [A(y)]P ïî �îðìóëå (1) èç � 26

= x · A(y) ïî òåîðåìå 31.2.

Òàêèì îáðàçîì, A(x) · y = x ·A(y), è ïîòîìó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí.
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Ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè A = A⊤
.

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R ýðìèòîâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé. Ïîýòîìó èç

ïðåäëîæåíèÿ 32.3 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 32.4

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð;

á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

ïðîñòðàíñòâà V ñèììåòðè÷íà;

â) ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A ñèììåòðè÷íà.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå: �îðìóëèðîâêà è

äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè

Òåîðåìà 32.2

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà

äèàãîíàëüíà, ïðè÷åì âñå ÷èñëà íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â

êîòîðîé âñå ÷èñëà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè äåéñòâèòåëüíû, ýðìèòîâà.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 32.3.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

íåîáõîäèìîñòè (1)

Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ òðåõ ëåìì.

Ëåììà 32.1

Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ëåììà 32.2

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèå
åãî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Ëåììà 32.3

Åñëè N � êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî

ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, òî âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð èç N

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñàìîñîïðÿæåííîì îïåðàòîðå: ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà

íåîáõîäèìîñòè (2)

Ïîêàæåì, êàê íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç ýòèõ òðåõ ëåìì. Ïóñòü A �

ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V . Îñíîâíûì ïîëåì

ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ îäíî èç ïîëåé C è R. Â ñèëó ëåììû 32.1 âñå

êîðíè óðàâíåíèÿ χ
A
(x) = 0 ëåæàò â îñíîâíîì ïîëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) ðàçëîæèì íàä ýòèì ïîëåì íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Ïóñòü N
1

,N
2

, . . . ,Nm � âñåâîçìîæíûå êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A. Ïî òåîðåìå 29.3 V =
m

⊕
i=1

Ni .

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m îáîçíà÷èì ÷åðåç Pi îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Ni è ïîëîæèì P =
m

∪
i=1

Pi . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 21.6 P � áàçèñ â

V . Â ñèëó ëåììû 32.2 ýòîò áàçèñ îðòîíîðìèðîâàí. Ñîãëàñíî ëåììå 32.3,

P ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà
îïåðàòîðà A â áàçèñå P äèàãîíàëüíà, à íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, êîòîðûå, â ñèëó ëåììû 32.1, ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.1

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.1. Ïóñòü λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ P ïðîñòðàíñòâà V

è îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå. Òîãäà

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî |A− λE | = 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 7.3 ñèñòåìà

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (A− λE)X = O èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

(x
1

, x
2

, . . . , xn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x
1

, x
2

, . . . , xn) â
áàçèñå P. Òîãäà (A− λE)(x) = 0, ò. å. A(x) = λx. Ñëåäîâàòåëüíî,

A(x) · x = (λx) · x = λ · xx è x · A(x) = x · (λx) = λ · xx.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, A(x) · x = x · A(x), è ïîòîìó

λ(xx) = λ (xx), ò. å. (λ− λ ) · xx = 0. Íî xx 6= 0, ïîñêîëüêó x 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, λ = λ, ò. å. λ ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.2. Ïóñòü λ
1

è λ
2

� ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, à x è y � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ
1

è λ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ
2

= λ
2

â

ñèëó ëåììû 32.1, èìååì

λ
1

(xy) = (λ
1

x)y = A(x) · y = x · A(y) = x(λ
2

y) = λ
2

(xy) = λ
2

(xy),

îòêóäà (λ
1

− λ
2

)(xy) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ
1

6= λ
2

, ïîëó÷àåì, ÷òî xy = 0,

ò. å. x è y îðòîãîíàëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.3 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.3. Ïî îïðåäåëåíèþ êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,

N = Ker(A− λE)s , ãäå λ � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, à
s � ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 
 òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

Ker(A− λE)s = Ker(A− λE)s+1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî âñå

íåíóëåâûå âåêòîðû èç N ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî s = 1, ò. å. ÷òî N = Ker(A− λE). Â ñàìîì äåëå,

â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(A− λE)(x) = 0, îòêóäà A(x) = λx.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Ker(A− λE) = Ker(A− λE)2. Âêëþ÷åíèå
Ker(A− λE) ⊆ Ker(A− λE)2 î÷åâèäíî, òàê êàê KerB ⊆ KerB2

äëÿ ëþáîãî

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî
Ker(A− λE)2 ⊆ Ker(A− λE). Ïóñòü x ∈ Ker(A− λE)2. Ïîëîæèì
y = (A− λE)(x). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî y = 0, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

(A− λE)(x) = 0, ò.å. x ∈ Ker(A− λE). ßñíî, ÷òî y ∈ Im(A− λE). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, (A− λE)(y) = (A− λE)2(x) = 0, è ïîòîìó y ∈ Ker(A− λE).
Òàêèì îáðàçîì, y ∈ Im(A− λE) ∩ Ker(A− λE). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî Im(A− λE) ∩ Ker(A− λE) = {0}. Ïîñêîëüêó

Ker(A− λE) ∩
(

Ker(A− λE)
)⊥

= {0}, äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü,

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Im(A− λE) ⊆
(

Ker(A− λE)
)⊥

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 32.3 (2)

Ïóñòü a ∈ Im(A− λE) è b ∈ Ker(A− λE). Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå

äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ab = 0. Èç âûáîðà âåêòîðà a âûòåêàåò,

÷òî a = (A− λE)(
) = A(
)− λ
 äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà 
. À èç âûáîðà

âåêòîðà b ñëåäóåò, ÷òî (A− λE)(b) = 0, îòêóäà A(b)− λb = 0, ò.å.

A(b) = λb. Èñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, à λ = λ (â

ñèëó ëåììû 32.1), èìååì

ab =
(

A(
)− λ

)

b = A(
) · b− (λ
)b = 
 · A(b)− λ(
b) =

= 
(λb)− λ(
b) = λ(
b)− λ(
b) = λ(
b)− λ(
b) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåì ñàìûì ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 32.2.
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Îá ýðìèòîâûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ (1)

Ïðåäëîæåíèå 32.4

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì C ýðìèòîâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà T è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D ñ

äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè òàêèå, ÷òî D = T ∗AT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà, P �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â V , èìåþùèé â áàçèñå P ìàòðèöó A. Èç ïðåäëîæåíèÿ 32.3

âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí. Â ñèëó òåîðåìû 32.2 â

ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Q, â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç D è ïîëîæèì T = TPQ .

Òîãäà D = T−1AT , à èç ïðåäëîæåíèÿ 31.2 âûòåêàåò, ÷òî T−1 = T ∗
.

Ñëåäîâàòåëüíî, D = T ∗AT .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 32. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû



Îá ýðìèòîâûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü D = T ∗AT , ãäå ìàòðèöà T óíèòàðíà, à ìàòðèöà D

� äèàãîíàëüíàÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïî

îïðåäåëåíèþ óíèòàðíîé ìàòðèöû T
−1 = T

∗ = T⊤
. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = (T ∗)−1

DT
−1 = (T−1)−1

DT
−1 = TDT

−1

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî D⊤ = D ,

èìååì

A
∗ = A⊤ = (TDT−1)⊤ = (T−1)⊤D⊤T⊤ = (T−1)⊤ · D⊤ · T⊤ =

=
(

T−1

)

⊤
DT

−1 =
(

T⊤

)⊤

DT
−1 = (T⊤)⊤DT−1 = TDT

−1 = A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A ýðìèòîâà.

Çàìåíèâ â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ññûëêó íà ïðåäëîæåíèå 31.2

ññûëêîé íà ñëåäñòâèå 31.3, ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 32.5

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì R ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T è äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà D òàêèå, ÷òî D = T⊤AT .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 32. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû


