
� 31. Îðòîãîíàëüíîñòü

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå íàáîðû âåêòîðîâ

31.1. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ

Èç îïðåäåëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (x̂, y) = π

2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = 0

(òî÷íûé àíàëîã êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ â îáû÷íîì

ïðîñòðàíñòâå èç � 9). Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðû x è y èç ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàþòñÿ

îðòîãîíàëüíûìè, åñëè xy = 0. Íàáîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì,

åñëè ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà èç ýòîãî íàáîðà îðòîãîíàëüíû.

Îðòîãîíàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè

äëèíû âñåõ âåêòîðîâ èç ýòîãî íàáîðà ðàâíû 1. Òîò �àêò, ÷òî âåêòîðû x è y

îðòîãîíàëüíû, áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x ⊥ y.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (3) èç � 30 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Çàìå÷àíèå 31.1

Íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó.
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Òåîðåìà Ïè�àãîðà

Çàìå÷àíèå 31.2 (¾òåîðåìà Ïè�àãîðà¿)

Åñëè a è b � îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, òî |a+ b|2 = |a|2 + |b|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ a è b, èìååì:

|a+ b|2 = (a+ b)(a+ b) = aa+ ab+ ba+ bb = aa+ bb = |a|2 + |b|2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ñëó÷àå ïëîñêîñòè èëè îáû÷íîãî 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, äîêàçàííîå

óòâåðæäåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ¾îáû÷íóþ¿ òåîðåìó Ïè�àãîðà èç

ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè: êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ

êàòåòîâ (ñì. ðèñ. 1). Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

s s

s

~a

~b
~a +

~b

�èñ. 1. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
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Îðòîãîíàëüíîñòü è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

Óêàæåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 31.1

Ëþáîé îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a
1

, a
2

, . . . , ak} � îðòîãîíàëüíûé íàáîð

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì ÷òî t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0 è ti 6= 0

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k . Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî

íà ai . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàáîð a

1

, a
2

, . . . , ak îðòîãîíàëåí, èìååì

0 = (t
1

a

1

+t
2

a

2

+· · ·+tkak)ai = t
1

a

1

ai+t
2

a

2

ai+· · ·+tiaiai+· · ·+tkakai = tiaiai .

Ïîñêîëüêó ti 6= 0, èç ðàâåíñòâà tiaiai = 0 âûòåêàåò, ÷òî aiai = 0, è ïîòîìó

ai = 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ñëåäñòâèå 31.1

Ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì.
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Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (1)

Îïðåäåëåíèå

Îðòîãîíàëüíûé [îðòîíîðìèðîâàííûé℄ íàáîð âåêòîðîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì [ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîðìèðîâàííûì℄

áàçèñîì.

Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà R
n
(åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R

n
îïðåäåëèòü êàê ñóììó

ïðîèçâåäåíèé îäíîèìåííûõ êîìïîíåíò).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöåé �ðàìà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èç ïðåäëîæåíèÿ 30.2 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 31.2

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à P �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V . Òîãäà

xy = [x]⊤P · [y]P (1)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V .
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Âû÷èñëåíèå äëèíû âåêòîðà, óãëà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (1) íà ÿçûêå êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Åñëè âåêòîðû x è

y èìåþò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû (x
1

, x
2

, . . . , xn) è
(y

1

, y
2

, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî, òî, â ñèëó, (1), èìååì

xy = x
1

y
1

+ x
2

y
2

+ · · ·+ xnyn.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòà �îðìóëà ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

xy = x
1

y
1

+ x
2

y
2

+ · · ·+ xnyn.

Èç îïðåäåëåíèé äëèíû âåêòîðà, óãëà ìåæäó âåêòîðàìè è ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó âåêòîðàìè íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñïðàâåäëèâû òàêæå �îðìóëû

|x| =
√

x2
1

+ x2
2

+ · · ·+ x2n ;

cos(x̂, y) =
x
1

y
1

+ x
2

y
2

+ · · ·+ xnyn√
x2
1

+ x2
2

+ · · ·+ x2n ·
√

y2
1

+ y2
2

+ · · ·+ y2n
;

ρ(x, y) =
√

(x
1

− y
1

)2 + (x
2

− y
2

)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

Îòìåòèì, ÷òî ÷åòûðå ïîñëåäíèå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè àíàëîãàìè

ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóë èç âåêòîðíîé àëãåáðû, ïðèñóòñòâóþùèõ â � 9 è

11.
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà (1)

31.2. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Äîïîëíåíèå äî

îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, â ëþáîì ëè ïðîñòðàíñòâå ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îòâåò

íà íåãî ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè. Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ óêàçàí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà.

Òåîðåìà 31.3

Ëþáîå íåíóëåâîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V èìååò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñòðîèì

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b

1

, b
2

, . . . , bn ïðîñòðàíñòâà V . Âåêòîðû b

1

, b
2

, . . . , bn
áóäåì íàõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî � ñíà÷àëà b

1

, çàòåì b

2

è ò. ä.

Ïîëîæèì b

1

= a

1

. Ïóñòü 2 6 i 6 n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå ïîñòðîèëè

îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ b

1

, b

2

, . . . , bi−1

, êàæäûé èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ai−1

.

Ïîëîæèì

bi = −
aib1

b

1

b

1

· b
1

−
aib2

b

2

b

2

· b
2

− · · · −
aibi−1

bi−1

bi−1

· bi−1

+ ai . (2)
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà (2)

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) íà b

1

ñïðàâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

âåêòîð b

1

îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì b

2

, . . . , bi−1

, ïîëó÷àåì, ÷òî

bib1 = −
aib1

b

1

b

1

· b
1

b

1

+ aib1 = −aib1 + aib1 = 0.

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) íà b

2

, . . . , bi−1

ñïðàâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðà b

1

, b

2

, . . . , bi−1

ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû,

ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî bib2 = · · · = bibi−1

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð

âåêòîðîâ b

1

, b

2

, . . . , bi îðòîãîíàëåí. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ

b

1

, b

2

, . . . , bi−1

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ai−1

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

bi = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ ti−1

ai−1

+ ai ,

ãäå t
1

, t
2

, . . . , ti−1

� íåêîòîðûå ÷èñëà. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð bi ðàâåí

íåêîòîðîé íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ai .

Ïîñêîëüêó ýòè âåêòîðû âõîäÿò â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , îíè ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, bi 6= 0. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îðòîãîíàëüíûé

íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ b

1

, b

2

, . . . , bi , êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ai .
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Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà (3)

Ïîâòîðèâ óêàçàííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ìû â êîíöå

êîíöîâ ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ b

1

, b

2

, . . . , bn,

ïðèíàäëåæàùèõ V . Ïî òåîðåìå 31.1 ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî

íåçàâèñèì. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåêòîðîâ â íåì ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ V ,

îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V . Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 30.1 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V , äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü

êàæäûé èç âåêòîðîâ b

1

, b

2

, . . . , bn íà åãî äëèíó.
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Äîïîëíåíèå äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà (1)

Òåîðåìà 31.4

Ëþáóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà

ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak � îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V . Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V ÷åðåç

n. Íàì äîñòàòî÷íî íàéòè îðòîãîíàëüíûé íàáîð èç n íåíóëåâûõ âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùèé âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak . Â ñàìîì äåëå, â ñèëó

òåîðåìû 31.1 òàêîé íàáîð âåêòîðîâ áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, à

ïîñêîëüêó ÷èñëî âåêòîðîâ â íåì ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V , îí

áóäåò áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè k = n, òî, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, óæå ñàì íàáîð âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V . Ïîýòîìó

äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k < n. Ïóñòü b

1

, b
2

, . . . , bn �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ñóùåñòâóþùèé â ñèëó òåîðåìû

31.3. Ïóñòü âåêòîð ai èìååò â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû (ai1, ai2, . . . , ain)
(äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k).
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Äîïîëíåíèå äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà (2)

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · ·+ a
1nxn = 0,

a
21

x
1

+ a
22

x
2

+ · · ·+ a
2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.

(3)

Ïîñêîëüêó k < n, ýòà ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå

ðåøåíèå (ñì. çàìå÷àíèå 5.4). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç (c
1

, c
2

, . . . , cn) è
ïîëîæèì ak+1 = c

1

b

1

+ c
2

b

2

+ · · ·+ cn bn. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 31.2, èìååì:

aiak+1 = ai1 c1 + ai2 c2 + · · ·+ ain cn = ai1c1 + ai2c2 + · · ·+ aincn = 0

äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k . Ñëåäîâàòåëüíî, a
1

, a
2

, . . . , ak , ak+1 �

îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Åñëè k + 1 = n, òî îí ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðàññóæäàÿ

òàê æå, êàê âûøå, ïðè ïîñòðîåíèè âåêòîðà ak+1, ìû äîïîëíèì íàáîð

a

1

, a
2

, . . . , ak+1 åùå îäíèì âåêòîðîì ak+2 òàê, ÷òî íàáîð a

1

, a
2

, . . . , ak+2
áóäåò îðòîãîíàëüíûì íàáîðîì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò

ïðîöåññ, ìû ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîñòðîèì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

a

1

, a
2

, . . . , ak , ak+1, . . . , an ïðîñòðàíñòâà V , ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì

èñõîäíîãî íàáîðà âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak .
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Äîïîëíåíèå äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

Èç òåîðåìû 31.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 31.2

Ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû � íåíóëåâûå

(ïîñêîëüêó èõ äëèíû ðàâíû 1). Â ñèëó òåîðåìû 31.4 íàøó

îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà.

�àçäåëèì êàæäûé èç íàéäåííûõ ïðè ýòîì íîâûõ âåêòîðîâ íà åãî äëèíó. Â

ñèëó çàìå÷àíèÿ 30.1 ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
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Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (1)

31.3. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ

ê ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó èç S , íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì

ïîäïðîñòðàíñòâà S . Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà S

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S⊥
.

Ïðåäëîæåíèå 31.1

Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V ,

à S⊥
� îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S . Òîãäà:

1) S⊥
� ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ;

2) åñëè a

1

, a
2

, . . . , ak � áàçèñ S , òî x ∈ S⊥
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

xa

1

= xa

2

= · · · = xak = 0.
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Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè x, y ∈ S⊥
, a ∈ S , à t ∈ F � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî,

òî (x+ y)a = xa+ ya = 0 + 0 = 0 è (tx)a = t(xa) = t · 0 = 0.

2) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè a

1

, a
2

, . . . , ak � áàçèñ S , à x ∈ S⊥
, òî âåêòîð x

îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì a

1

, a
2

, . . . , ak , ïîñêîëüêó îí îðòîãîíàëåí êî âñåì

âåêòîðàì èç S .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì

a

1

, a
2

, . . . , ak . Ïóñòü a ∈ S . Òîãäà a = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak äëÿ íåêîòîðûõ

÷èñåë t
1

, t
2

, . . . , tk ∈ F , è ïîòîìó

ax = (t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak)x = t
1

(a
1

x) + t
2

(a
2

x) + · · ·+ tk(akx) =

= t
1

· 0+ t
2

· 0+ · · ·+ tk · 0 = 0,

è ïîòîìó x ∈ S⊥
.
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Îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå (1)

Òåîðåìà 31.5

Åñëè V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à S �

ïîäïðîñòðàíñòâî â V , òî V = S ⊕ S⊥
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ S ∩ S⊥
, òî xx = 0, îòêóäà x = 0. Òàêèì îáðàçîì,

S ∩ S⊥ = {0}. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî V = S + S⊥
. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

óñòàíîâèòü, ÷òî dimS + dim S⊥ = dimV .

Ïîëîæèì dimV = n è dimS = k . Çà�èêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

b

1

, b
2

, . . . , bn ïðîñòðàíñòâà V è ïðîèçâîëüíûé áàçèñ a

1

, a
2

, . . . , ak
ïîäïðîñòðàíñòâà S . Ïóñòü âåêòîð a

1

èìååò â áàçèñå b

1

, b
2

, . . . , bn
êîîðäèíàòû (a

11

, a
12

, . . . , a
1n), âåêòîð a

2

� êîîðäèíàòû (a
21

, a
22

, . . . , a
2n),

. . . , âåêòîð ak � êîîðäèíàòû (ak1, ak2, . . . , akn). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð x ∈ S⊥
. Òîãäà a

1

x = a

2

x = · · · = akx = 0. Åñëè (x
1

, x
2

, . . . , xn) �
êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå b

1

, b
2

, . . . , bn, òî, â ñèëó òåîðåìû 31.2,

èìååì: 



a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · ·+ a
1nxn = 0,

a
21

x
1

+ a
22

x
2

+ · · ·+ a
2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.

(4)
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Îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå (2)

Ýòîò íàáîð ðàâåíñòâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x
1

, x
2

, . . . , xn. Ïðîñòðàíñòâî S⊥

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû (4). �àçìåðíîñòü ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n − r , ãäå r � ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (4) (ñì. òåîðåìó

25.1). Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû � êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà S . Ñëåäîâàòåëüíî, r = k . Èòàê, dim S⊥ = n − k , è ïîòîìó

dim S + dim S
⊥ = k + (n − k) = n = dimV .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

�àâåíñòâî V = S ⊕ S⊥
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì

ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà S .
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 31.5 è òîãî �àêòà, ÷òî x = x äëÿ ëþáîãî

÷èñëà x ∈ C, âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 31.1

Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S ïðîñòðàíñòâà V . Ñîñòàâèì

îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé � ýòî

ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V .

Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì, óêàçàííûì â � 25, íàéäåì �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð

ðåøåíèé ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Â êàæäîì èç âåêòîðîâ ýòîãî íàáîðà

çàìåíèì êàæäóþ êîìïîíåíòó íà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê íåé ÷èñëî.

Ïîëó÷åííûå âåêòîðû è áóäóò áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà S⊥
. Åñëè

ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé

óêàçàííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñàì ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà S⊥
.
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Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ (1)

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à S , S
1

è S
2

� åãî

ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà:

1) V⊥ = {0}, à {0}⊥ = V ;

2) (S⊥)⊥ = S ;

3) åñëè S
1

⊆ S
2

, òî S⊥
2

⊆ S⊥
1

;

4) (S
1

+ S
2

)⊥ = S⊥
1

∩ S⊥
2

, à (S
1

∩ S
2

)⊥ = S⊥
1

+ S⊥
2

;

5) åñëè V = S
1

⊕ S
2

, òî V = S⊥
1

⊕ S⊥
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè x ∈ V⊥
, òî xy = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y ∈ V . Â

÷àñòíîñòè, xx = 0. Â ñèëó àêñèîìû 4) èìååì x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

V⊥ = {0}. À ðàâåíñòâî {0}⊥ = V âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 31.1.

2) Èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè x ∈ S ,

òî x îðòîãîíàëåí ê ëþáîìó âåêòîðó èç S⊥
. Ñëåäîâàòåëüíî, S ⊆ (S⊥)⊥.

Ïóñòü dim S = k è dimV = n. Â ñèëó òåîðåìû 31.5

dim(S⊥)⊥ = n − dim S⊥ = n − (n − k) = k = dim S . Èòàê, S �

ïîäïðîñòðàíñòâî â (S⊥)⊥ è dim S = dim(S⊥)⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, S = (S⊥)⊥.
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Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ (2)

3) Ïóñòü S
1

⊆ S
2

è x ∈ S⊥
2

. Òîãäà x îðòîãîíàëåí ê ëþáîìó âåêòîðó èç S
2

, à

çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, è ê ëþáîìó âåêòîðó èç S
1

. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ S⊥
1

, è

ïîòîìó S⊥
2

⊆ S⊥
1

.

4) Ïóñòü x ∈ S⊥
1

∩ S⊥
2

è y ∈ S
1

+ S
2

. Òîãäà y = y

1

+ y

2

äëÿ íåêîòîðûõ

âåêòîðîâ y

1

∈ S
1

è y

2

∈ S
2

. Â ñèëó âûáîðà x èìååì xy

1

= xy

2

= 0, îòêóäà

xy = x(y
1

+ y

2

) = xy

1

+ xy

2

= 0 + 0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (S
1

+ S
2

)⊥, è ïîòîìó S⊥
1

∩ S⊥
2

⊆ (S
1

+ S
2

)⊥. Äîêàæåì
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ (S

1

+ S
2

)⊥. Ïîñêîëüêó S
1

⊆ S
1

+ S
2

è

S
2

⊆ S
1

+ S
2

, èç ñâîéñòâà 3) âûòåêàåò, ÷òî x ∈ S⊥
1

è x ∈ S⊥
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ S⊥
1

∩ S⊥
2

, è ïîòîìó (S
1

+ S
2

)⊥ ⊆ S⊥
1

∩ S⊥
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, (S
1

+ S
2

)⊥ = S⊥
1

∩ S⊥
2

. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2), èìååì

S
⊥
1

+ S
⊥
2

=
(
(S⊥

1

+ S
⊥
2

)⊥
)⊥

=
(
(S⊥

1

)⊥ ∩ (S⊥
2

)⊥
)⊥

= (S
1

∩ S
2

)⊥.

5) Ïî óñëîâèþ S
1

+ S
2

= V è S
1

∩ S
2

= {0}. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1) è 4),

èìååì:

S
⊥
1

+ S
⊥
2

= (S
1

∩ S
2

)⊥ = {0}⊥ = V ,

S
⊥
1

∩ S
⊥
2

= (S
1

+ S
2

)⊥ = V
⊥ = {0}.

Ñëåäîâàòåëüíî, V = S⊥
1

⊕ S⊥
2

.
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Íàõîæäåíèå áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ

ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè S
1

è S
2

� ïîäïðîñòðàíñòâà

ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî

S
1

∩ S
2

= (S⊥
1

)⊥ ∩ (S⊥
2

)⊥ = (S⊥
1

+ S
⊥
2

)⊥.

Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, êàê íàõîäèòü áàçèñû ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ è

îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó, ýòî ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè

áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì � îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, S � åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî è x ∈ V . Â ñèëó òåîðåìû 31.5 ñóùåñòâóþò, è ïðèòîì

åäèíñòâåííûå, âåêòîðû y è z òàêèå, ÷òî y ∈ S , z ∈ S⊥
è x = y+ z. Âåêòîð y

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî S è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x⊥, à âåêòîð z íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

ñîñòàâëÿþùåé x îòíîñèòåëüíî S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x

⊥
. Äëèíà

îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî S íàçûâàåòñÿ

ðàññòîÿíèåì îò x äî S . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V � åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Åñëè S 6= {0} è y 6= 0, òî óãëîì ìåæäó x è S íàçûâàåòñÿ

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Åñëè S 6= {0} è y = 0, òî óãîë ìåæäó x è S ïî

îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì

π

2

(ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê â äàííîì

ñëó÷àå x = z ∈ S⊥
). Íàêîíåö, åñëè S = {0}, òî óãîë ìåæäó x è S íå

îïðåäåëåí. �àññòîÿíèå îò x äî S îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρ(x,S), à óãîë ìåæäó

x è S � ÷åðåç (x̂,S).

Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì

íå îïðåäåëåí, ïîñêîëüêó â íåì íå îïðåäåëåí óãîë ìåæäó âåêòîðàìè.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì � èëëþñòðàöèÿ

Âñå ââåäåííûå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû îäíîèìåííûì

ïîíÿòèÿì â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà S

ïëîñêîñòü Oxy . ßñíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì S⊥
áóäåò îñü Oz .

Îòëîæèì âåêòîð
~x îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

âåêòîðà
~x íà S � ýòî åãî ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy â îáû÷íîì ñìûñëå,

ðàññòîÿíèå îò
~x äî S � îáû÷íîå ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà

~x äî

ïëîñêîñòè Oxy , óãîë ìåæäó
~x è S � îáû÷íûé óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è

Oxy (ñì. ðèñ. 2).

s

s

O

x

y

z

ϕ

~x

~y

~z

S

S⊥
A

d(A,Oxy) = | ~z |

�èñ. 2. �àññòîÿíèå îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà è óãîë ìåæäó íèìè
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

ïåðâûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ

Àëãîðèòì 31.2

Äàíû ïîäïðîñòðàíñòâî S ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V è

âåêòîð x ∈ V . Òðåáóåòñÿ íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ x⊥ âåêòîðà x íà

S , îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ x

⊥
âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî S , ðàññòîÿíèå

ρ(x, S) îò x äî S , à åñëè V åâêëèäîâî, òî åùå è óãîë ϕ(x,S) ìåæäó x è S .

Ïóñòü a

1

, a

2

, . . . , ak � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S . Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 31.1,

íàéäåì áàçèñ b

1

, b

2

, . . . , bm ïðîñòðàíñòâà S⊥
. Â ñèëó òåîðåìû 31.5 è

çàìå÷àíèÿ 21.6 a

1

, a

2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bm � áàçèñ V . �àçëîæèì âåêòîð

x ïî ýòîìó áàçèñó: ïóñòü

x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak + s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ smbm.

Òîãäà x⊥ = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak , x
⊥ = s

1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ smbm,

ρ(x, S) = |x⊥|, à åñëè V åâêëèäîâî, òî cosϕ(x,S) = xx⊥

|x|·|x⊥|
.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (1)

Óêàæåì äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ x⊥ è x

⊥
, ðàññòîÿíèÿ ρ(x,S) è

óãëà cosϕ(x,S). Ñ ó÷åòîì �îðìóë x = x⊥ + x

⊥
, ρ(x,S) = |x⊥| è

cosϕ(x,S) = xx⊥

|x|·|x⊥|
, äîñòàòî÷íî íàéòè âåêòîð x⊥. Êàê è ðàíåå,

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòåí áàçèñ a

1

, a

2

, . . . , ak ïîäïðîñòðàíñòâà S .

Ïîñêîëüêó x⊥ ∈ S , ìîæíî ðàçëîæèòü x⊥ ïî ýòîìó áàçèñó:

x⊥ = α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αkak . (5)

Êîý��èöèåíòû α
1

, α
2

, . . . , αk íåèçâåñòíû, èõ íàäî íàéòè. Èìååì:

a

1

x = a

1

(x⊥ + x

⊥) = a

1

x⊥ + a

1

x

⊥ = a

1

x⊥ + 0 = a

1

x⊥ =

= a

1

(α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αkak) = α
1

a

1

a

1

+ α
2

a

1

a

2

+ · · ·+ αk a1ak .

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ a

1

a

1

, a

1

a

2

, a

1

ak , a1x èçâåñòíû,

ðàâåíñòâî

(a
1

a

1

)α
1

+ (a
1

a

2

)α
2

+ · · ·+ (a
1

ak )αk = a

1

x

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ íåèçâåñòíûìè α
1

, α
2

, . . . , αk .
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (2)

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





(a
1

a

1

)α
1

+ (a
1

a

2

)α
2

+ · · · + (a
1

ak)αk = a

1

x,

(a
2

a

1

)α
1

+ (a
2

a

2

)α
2

+ · · · + (a
2

ak)αk = a

2

x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(aka1)α1

+ (aka2)α2

+ · · · + (akak)αk = akx.

Ýòî êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à åå îñíîâíîé ìàòðèöåé

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà �ðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ak . Ýòà ñèñòåìà

âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì S . Â ÷àñòíîñòè, îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 30.3 îñíîâíàÿ ìàòðèöà íàøåé ñèñòåìû íåâûðîæäåííà.

Ïî òåîðåìå Êðàìåðà ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì

ýòî ðåøåíèå ÷åðåç

(
α0

1

, α0

2

, . . . , α0

k

)
. Òîãäà x⊥ = α0

1

a

1

+ α0

2

a

2

+ · · ·+ α0

kak .

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò àëãîðèòì, ñ�îðìóëèðîâàííûé íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,

ðàññòîÿíèå è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàíñòâîì �

âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ (3)

Àëãîðèòì 31.3

Äàíû ïîäïðîñòðàíñòâî S ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì V è

âåêòîð x ∈ V . Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì áàçèñ a

1

, a

2

, . . . , ak

ïîäïðîñòðàíñòâà S . �åøèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà GX = B, ãäå

G � ìàòðèöà �ðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ {a
1

, a
2

, . . . , ak}, à B � ñòîëáåö

äëèíû k , i-é ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí aix (äëÿ i = 1, 2, . . . , k). Ïóñòü

(α
1

, α
2

, . . . , αk) � (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå óêàçàííîé ñèñòåìû. Òîãäà

x⊥ = α
1

a

1

+ α
2

a

2

+ · · ·+ αk ak , x
⊥ = x− x⊥, ρ(x,S) = |x⊥|, à â ñëó÷àå,

êîãäà ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, åùå è cosϕ(x,S) = xx⊥

|x|·|x⊥|
.
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Ñâÿçü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

ñ ðàññòîÿíèåì îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, S � åãî

ïîäïðîñòðàíñòâî, à a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç a⊥

îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ a íà S , à ÷åðåç a⊥ � îðòîãîíàëüíóþ

ñîñòàâëÿþùóþ a îòíîñèòåëüíî S . Äëÿ âñÿêîãî x ∈ S îáîçíà÷èì ÷åðåç

d
a

(x) ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè a è x. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü d
a

(x) êàê
�óíêöèþ îò x.

Çàìå÷àíèå 31.3

Çíà÷åíèå �óíêöèè d
a

(x) ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = a⊥.

Ïðè ýòîì d
a

(a⊥) = ρ(a,S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó a⊥ − x ∈ S , èç òåîðåìû Ïè�àãîðà âûòåêàåò,

÷òî

|a− x|2 =
∣∣(a⊥ + a

⊥)− x

∣∣2 =
∣∣(a⊥ − x) + a

⊥
∣∣2 = |a⊥ − x|2 + |a⊥|2.

Ïîñêîëüêó ρ(a, x) = |a− x|, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèè d
a

(x)
ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëüíî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

|a⊥ − x|2. Â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ìèíèìàëüíî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a⊥ − x = 0, ò. å. êîãäà x = a⊥. Ïåðâîå

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èç åãî äîêàçàòåëüñòâà è îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ

îò âåêòîðà äî ïîäïðîñòðàíñòâà âûòåêàåò, ÷òî d
a

(a⊥) = |a⊥| = ρ(a,S).
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Ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

31.4. Ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ìû äàëåå íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó

âåêòîðàìè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ çàïèñàíû â ñòðîêó è â ñòîëáåö. Â

÷àñòíîñòè, ìû áóäåì çàïèñûâàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â âèäå

Ax = b, ãäå x è b � âåêòîðû, çàïèñàííûå â âèäå ñòîëáöîâ.

Çà�èêñèðóåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b íàä ïîëåì R.

Îïðåäåëåíèå

Ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ m íåèçâåñòíûìè

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x

0

òàêîé, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåêòîðàìè Ax
0

è b ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ èç R
m
.

Çàìå÷àíèå 31.4

Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà, òî åå ïñåâäîðåøåíèÿìè

ÿâëÿþòñÿ âñå åå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð x

0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ax
0

= b, ò. å. êîãäà ðàññòîÿíèå

ìåæäó âåêòîðàìè Ax
0

è b ðàâíî íóëþ. Ìåíüøå íóëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåêòîðàìè áûòü íå ìîæåò.
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Ïðåäëîæåíèå î ïñåâäîðåøåíèè ñèñòåìû

Ïóñòü A = (Aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà

Ax, ãäå x ïðîáåãàåò ïðîñòðàíñòâî R
n
, îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî â R

m
. Èç

î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà




a
11

a
12

. . . a
1n

a
21

a
22

. . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . .

am1

am2

. . . amn


 ·




x
1

x
2

.

.

.

xn


 =




a
11

a
21

.

.

.

am1


 · x

1

+




a
12

a
22

.

.

.

am2


 · x

2

+ · · ·+




a
1n

a
2n

.

.

.

amn


 · xn

âûòåêàåò, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíî âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè

ìàòðèöû A. Ïñåâäîðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b � ýòî âåêòîð èç ýòîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûì è âåêòîðîì b ìèíèìàëüíî.

Âñþäó äàëåå: ai � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû i-ãî

ñòîëáöà ìàòðèöû A (äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n), H = 〈a
1

, a
2

, . . . , an〉, à b⊥
è b

⊥
� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî H è

îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ b îòíîñèòåëüíî H ñîîòâåòñòâåííî. Èç

ñêàçàííîãî âûøå è çàìå÷àíèÿ 31.3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ïðåäëîæåíèå 31.2

Âåêòîð x

0

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ax
0

= b⊥.
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Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû �ðàìà

Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b

ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ax = b⊥. (6)

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, êàê íàéòè ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû, íå íàõîäÿ

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî H.

Èç òåîðåìû 31.2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 31.5

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, {a
1

, a
2

, . . . , ak} �

ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V , à A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k , â êîòîðîé

ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà G{a
1

,a
2

,...,ak} = A⊤ A. Â

÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî, òî G{a
1

,a
2

,...,ak} = A⊤A.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)

Òåîðåìà 31.6

Ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b ñîâïàäàåò ñ îáùèì

ðåøåíèåì ñèñòåìû

G{a
1

,a
2

,...,am}x = A
⊤
b, (7)

ãäå a

1

, a

2

, . . . , am � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 31.2 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (6).

Ïóñòü x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (6), ò. å. âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ax
0

= b⊥.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà A⊤
, ïîëó÷èì

A
⊤
Ax

0

= A
⊤
b⊥. (8)

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 31.5 ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G{a
1

,a
2

,...,am}x0. Ïóñòü, êàê è ðàíåå, H = 〈a
1

, a
2

, . . . , am〉. Â ìàòðèöå A⊤
ïî

ñòðîêàì çàïèñàíû âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , am. Âñå îíè ëåæàò â H, è ïîòîìó

îðòîãîíàëüíû ê âåêòîðó b

⊥
. Ñëåäîâàòåëüíî, A⊤

b

⊥ = 0, è ïîòîìó

A
⊤
b = A

⊤(b⊥ + b

⊥) = A
⊤
b⊥ + A

⊤
b

⊥ = A
⊤
b⊥ + 0 = A

⊤
b⊥.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (8), ïîëó÷àåì, ÷òî A⊤Ax
0

= A⊤
b, ò.å.

G{a
1

,a
2

,...,am}x0 = A⊤
b. Ìû äîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (7).

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (7), ò. å. âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî G{a
1

,a
2

,...,am}x0 = A⊤
b. Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 31.5, åãî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå A⊤Ax
0

= A⊤
b. Òàêèì îáðàçîì, A⊤(b− Ax

0

) = 0.

Ïîëîæèì 
 = b− Ax
0

. Â ìàòðèöå A⊤
ïî ñòðîêàì çàïèñàíû âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , am. Èç ðàâåíñòâà A⊤

 = 0 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð 
 îðòîãîíàëåí ê

êàæäîìó èç âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am, è ïîòîìó ëåæèò â H⊥
. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð Ax
0

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am, è ïîòîìó ëåæèò â H. Èòàê, b = Ax
0

+ 
, ïðè÷åì

Ax
0

∈ H, à 
 ∈ H⊥
. ßñíî, ÷òî Ax

0

= b⊥ è 
 = b

⊥
. Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ

îçíà÷àåò, ÷òî x

0

� ðåøåíèå ñèñòåìû (6).
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó

31.5. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó

Äëÿ âñÿêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä ïîëåì C ïîëîæèì A∗ = A⊤
.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè

AA∗ = A∗A = E .

ßñíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A óíèòàðíà, òî îíà îáðàòèìà è A−1 = A∗
.

Ïðåäëîæåíèå 31.3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó

îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

óíèòàðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî, C = {

1

, 

2

, . . . , 
n} è

D = {d
1

, d
2

, . . . , dn} � åãî îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû è T = (tij ) �
ìàòðèöà ïåðåõîäà îò C ê D . Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî

áàçèñà ê äðóãîìó, ïðîèçâåäåíèå i-é ñòðîêè ìàòðèöû T⊤
íà j-é ñòîëáåö

ìàòðèöû T ðàâíî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ di è dj . Ïîñêîëüêó

áàçèñ D îðòîíîðìèðîâàí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî T⊤ · T = E . Ñëåäîâàòåëüíî,

E = E = T⊤ · T = T⊤ · T = T⊤ · T = T ∗T . Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

TT ∗ = E .
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

A⊤A = E .

ßñíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíà, òî îíà îáðàòèìà è A−1 = A⊤
.

Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R, òî A∗ = A⊤
. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñÿêàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R îðòîãîíàëüíà. Ïîýòîìó èç

ïðåäëîæåíèÿ 31.3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 31.3

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó

îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé.
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