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Ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

30.1. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè α ∈ C, òî ÷åðåç α îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî, êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííîå ê α.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü F � îäíî èç ïîëåé R è C, à V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F .

Ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå èç V × V â F , êîòîðîå ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé

ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ V ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî èç F , íàçûâàåìîå

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç xy èëè

(x, y), òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, íàçûâàåìûå àêñèîìàìè

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V : xy = yx;

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V è ëþáîãî α ∈ F : (αx)y = α(xy);

3) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ V : (x+ y)z = xz+ yz (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

4) äëÿ ëþáîãî x ∈ V : xx > 0, ïðè÷åì xx = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = 0.
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Êîììåíòàðèè ê îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ

Ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè

F = R, è óíèòàðíûì, åñëè F = C.

Êàê è ¾îáû÷íîå¿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå, ðàññìàòðèâàâøååñÿ â � 9, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé (â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè èç � 3), ïîñêîëüêó åãî ðåçóëüòàòîì

ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, à íå âåêòîð.

Åñëè F = R, òî àêñèîìà 1) îçíà÷àåò, ÷òî xy = yx. Èíûìè ñëîâàìè,

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êîììóòàòèâíî.

Õîòÿ äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ñîîòíîøåíèå α > 0, âîîáùå ãîâîðÿ,

íå èìååò ñìûñëà (ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

íåò åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà), àêñèîìà 4) èìååò ñìûñë íå

òîëüêî â åâêëèäîâîì, íî è â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñàìîì äåëå,

èç àêñèîìû 1) âûòåêàåò, ÷òî xx = xx, è ïîòîìó xx ∈ R äëÿ ëþáîãî

x ∈ V äàæå â ñëó÷àå, êîãäà F = C.
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Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1)

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê âñå àêñèîìû 1)�4) â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû. Òî

æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ

îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð, â ñî÷åòàíèè ñ ïðèìåðîì 1, ïîêàçûâàåò, ÷òî â îäíîì è

òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ââîäèòü

ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 2. Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ââåäåì ñëåäóþùóþ

îïåðàöèþ •: åñëè âåêòîðû
~x è

~y ýòîé ïëîñêîñòè èìåþò â íåêîòîðîì áàçèñå

êîîðäèíàòû (x
1

, x
2

) è (y
1

, y
2

) ñîîòâåòñòâåííî, òî

~x • ~y = x
1

y
1

− x
1

y
2

− x
2

y
1

+ 2x
2

y
2

.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà áóäóò ïðè

ýòîì âûïîëíåíû, è ïîòîìó ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ óêàçàííîé

îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 3. ßñíî, ÷òî íóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R

[ñîîòâåòñòâåííî C℄ ñòàíåò åâêëèäîâûì [óíèòàðíûì℄, åñëè ìû îïðåäåëèì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëîì 0 · 0 = 0.
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Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (2)

Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R[x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä
ïîëåì R. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ f , g ∈ R[x] ïîëîæèì

f ◦ g =
1∫
0

f (t)g(t)dt. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

àêñèîìàì 1)�4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R[x] ïðåâðàùàåòñÿ â åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì R.
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Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (3)

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ìîæíî ââåñòè â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

íàä ïîëåì R èëè C.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R èëè C, à b

1

, b

2

, . . . , bn � åãî áàçèñ. Ïóñòü

x, y ∈ V . Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x è y â áàçèñå b

1

, b

2

, . . . , bn

÷åðåç (α
1

, α
2

. . . , αn) è (β
1

, β
2

, . . . , βn) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

xy = α
1

β
1

+ α
2

β
2

+ · · ·+ αnβn. (1)

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî àêñèîìû 1)�4) â ýòîì ñëó÷àå òàêæå

âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî V ñ ââåäåííîé îïåðàöèåé

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Åñëè V �

ïðîñòðàíñòâî íàä R, òî ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì

âèäå:

xy = α
1

β
1

+ α
2

β
2

+ · · ·+ αnβn.
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

Óêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñëåäñòâèé èç àêñèîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Àêñèîìà 2) óòâåðæäàåò, ÷òî ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà

ñêîáêè îò ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åãî ìîæíî âûíîñèòü

è îò âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ, íî ïðè ýòîì åãî íàäî ñîïðÿãàòü. Áîëåå òî÷íî,

x(αy) = α(xy) (2)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V è α ∈ F . Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ àêñèîìû 1) è 2) è

ñâîéñòâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë, óêàçàííûå â � 4, èìååì

x(αy) = (αy)x = α(yx) = α · yx = α · xy = α(xy).

Åñëè F = R, òî �îðìóëà (2) ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä: x(αy) = α(xy).

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ìîæíî ñäåëàòü îá àêñèîìå 3): ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ íå òîëüêî ïî

ïåðâîìó, íî è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ àêñèîìû 1)

è 3), èìååì

x(y+ z) = (y+ z)x = yx+ zx = yx+ zx = xy+ xz = xy+ xz.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

0 · x = x · 0 = 0, (3)

ïîñêîëüêó 0 · x = (0 · x)x = 0 · (xx) = 0 è x · 0 = 0 · x = 0 = 0.
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Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå êàê ïî �îðìóëèðîâêå, òàê è ïî äîêàçàòåëüñòâó,

âïîëíå àíàëîãè÷íî îñëàáëåííîìó çàêîíó ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ïðåäëîæåíèå 9.2).

Ïðåäëîæåíèå 30.1 (îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì)

Åñëè V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à âåêòîðû a, b ∈ V

òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ax = bx, òî

a = b. Òî æå çàêëþ÷åíèå âåðíî, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî xa = xb.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî

(a− b)x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ V . Â ÷àñòíîñòè, (a− b)(a− b) = 0. Â ñèëó

àêñèîìû 4) îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî a− b = 0, ò. å. a = b. Âòîðîå

óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äëèíà âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì

êâàäðàòîì âåêòîðà x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x

2

.

Àêñèîìà 4) ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå

Äëèíîé âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

√
xx, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç |x|.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, òàê êàê â îáû÷íîì

ïðîñòðàíñòâå äëèíà âåêòîðà òàêæå ðàâíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç åãî

ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà. Êàê ìû óâèäèì íèæå, íà ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ïåðåíîñÿòñÿ è ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ

äëèíàìè âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî åñëè α ∈ F , òî

|αx| = |α| · |x|. (4)

Â ñàìîì äåëå, αα = |α|2, è ïîòîìó

|αx| =
√

(αx)(αx) =
√

αα(xx) =
√

|α|2(xx) =
√

|α|2 ·
√
xx = |α| · |x|.
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Îðò âåêòîðà

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé àíàëîã çàìå÷àíèÿ 8.2.

Çàìå÷àíèå 30.1

Åñëè x 6= 0, òî äëèíà âåêòîðà

x

|x|
ðàâíà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (4), èìååì

∣∣∣∣
x

|x|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1

|x| · x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

|x|

∣∣∣∣ · |x| =
1

|x| · |x| = 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè x 6= 0, òî âåêòîð

x

|x|
íàçûâàåòñÿ îðòîì âåêòîðà x.
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Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (1)

30.2. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ñëåäñòâèÿ èç íåãî

Òåîðåìà 30.1

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàä ïîëåì F è

x, y ∈ V .

1) Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|xy| 6 |x| · |y|. (5)

2) �àâåíñòâî |xy| = |x| · |y| èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âåêòîðû x è y ëèíåéíî çàâèñèìû.

Íåðàâåíñòâî (5) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç (3) âûòåêàåò, ÷òî åñëè y = 0, òî îáå ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (5) ðàâíû íóëþ è ïîòîìó íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó

äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y 6= 0, è, â ñèëó àêñèîìû 4), yy > 0. �àññìîòðèì

âåêòîð x− αy, ãäå α ∈ F . Ïî àêñèîìå 4) (x− αy)(x− αy) > 0. �àñêðûâàÿ

ñêîáêè è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

xx− αyx− α xy+ αα yy > 0. (6)
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Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (2)

Ïîäñòàâèì â (6) âìåñòî α ÷èñëî

xy

yy

. Ïîëó÷èì

0 6 xx− xy

yy

· yx− xy

yy

· xy+ xy

yy

· xy
yy

· yy = xx− xy · yx
yy

=

= xx− xy · xy
yy

= xx− |xy|2
yy

.

Èòàê,

|xy|2

yy

6 xx. Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî yy, èìååì |xy|2 6 xx · yy. Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå xx íà |x|2
è yy íà |y|2 è èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì (5).

2) Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî x− αy 6= 0 äëÿ âñÿêîãî α è

âìåñòî íåðàâåíñòâà (6) ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

xx− αyx− αxy+ αα yy > 0.

Ïîñëå ýòîãî âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâàõ ìîæíî çàìåíèòü íåñòðîãîå

íåðàâåíñòâî íà ñòðîãîå è âìåñòî (5) ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî |xy| < |x| · |y|.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè â (5) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî x è y ëèíåéíî

çàâèñèìû. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x è y ëèíåéíî

çàâèñèìû, ò. å. αx+ βy = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α, β ∈ F , ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî 0.
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Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (3)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α 6= 0. Òîãäà x = γy, ãäå

γ = − β

α
. Èñïîëüçóÿ (4), èìååì

|xy| =
∣∣(γy)y

∣∣ =
∣∣γ(yy)

∣∣ = |γ| · |yy| = |γ| · |y| · |y| = |γy| · |y| = |x| · |y|.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V åâêëèäîâî. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè

x, y 6= 0, òî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

−1 6
xy

|x| · |y| 6 1.

Ýòî äåëàåò êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x è y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë ϕ òàêîé, ÷òî

cosϕ =
xy

|x| · |y| .

Óãîë ìåæäó íóëåâûì âåêòîðîì è ëþáûì äðóãèì âåêòîðîì íå îïðåäåëåí.

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (x̂, y).

Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé

�îðìóëå äëÿ âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå.

Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè íå

îïðåäåëåíî.
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Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (1)

Èç òåîðåìû 30.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 30.1

1) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ x è y èç ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|x+ y| 6 |x|+ |y|. (7)

2) Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî |x+ y| < |x|+ |y|.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Íåðàâåíñòâî (7) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Îíî îáîáùàåò

èçâåñòíûé �àêò èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, íàçûâàåìûé íåðàâåíñòâîì

òðåóãîëüíèêà: ñóììà äëèí äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà áîëüøå äëèíû

òðåòüåé ñòîðîíû. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (7) íàçûâàþò òàêæå íåðàâåíñòâîì

òðåóãîëüíèêà.
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Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî (2)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 30.1. 1) Èìååì:

|x+ y|2 = (x+ y)(x+ y)

=
∣∣(x+ y)(x+ y)

∣∣
òàê êàê zz > 0

= |xx+ xy+ yx+ yy|
6 |xx|+ |xy|+ |yx|+ |yy| òàê êàê |a + b| 6 |a|+ |b| äëÿ ëþáûõ a, b ∈ C

= |xx|+ |xy|+ | xy |+ |yy|
= |xx|+ 2|xy|+ |yy| òàê êàê |a| = | a | äëÿ ëþáîãî a ∈ C

= xx+ 2|xy|+ yy òàê êàê zz > 0

6 xx+ 2|x| · |y|+ yy â ñèëó (5)

= |x|2 + 2|x| · |y|+ |y|2 ïîñêîëüêó zz = | z |2

=
(
|x|+ |y|

)
2

.

Ìû âèäèì, ÷òî |x+ y|2 6
(
|x|+ |y|

)
2

. Èçâëåêàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî

íåðàâåíñòâà êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (7).

2) Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî, â ñèëó òåîðåìû 30.1,

|xy| < |x| · |y|. Çàìåíÿÿ â ïðîâåäåííûõ âûøå âûêëàäêàõ âòîðîå èç íåñòðîãèõ
íåðàâåíñòâ íà ñòðîãîå, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå |x + y| < |x|+ |y|.
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�àññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè

Îïðåäåëåíèå

�àññòîÿíèåì ìåæäó âåêòîðàìè x è y â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà x− y. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ρ(x, y).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî. Â ñàìîì äåëå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñ îáû÷íûì

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âñå âåêòîðû

îòêëàäûâàþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, è îòîæäåñòâèì âåêòîð ñ òî÷êîé,

ÿâëÿþùåéñÿ åãî êîíöîì. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè åñòü

äëèíà âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî èõ êîíöû, ò. å. äëèíà ðàçíîñòè âåêòîðîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì äâóì òî÷êàì (ñì. ðèñ. 1).

s

s

s

|AB| = | ~x − ~y |

A

B

O

~x

~y

�èñ. 1. �àññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè
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Ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè

Åñëè x, y è z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, òî:

1) ρ(x, x) = 0;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

3) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ(x, y) + ρ(y, z) > ρ(x, z). (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2) î÷åâèäíû. Äîêàæåì ñâîéñòâî 3).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, èìååì

ρ(x, z) = |x− z| =
∣∣(x− y) + (y− z)

∣∣ 6 |x− y|+ |y− z| = ρ(x, y) + ρ(y, z).

Çàìå÷àíèå äîêàçàíî.

Íåðàâåíñòâî (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åùå îäíî îáîáùåíèå

óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èç ýëåìåíòàðíîé

ãåîìåòðèè.
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Ìàòðèöà �ðàìà è âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

30.3. Ìàòðèöà �ðàìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à

A = {a
1

, a
2

, . . . , am} � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç V . Ìàòðèöåé �ðàìà ñèñòåìû

âåêòîðîâ A íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà GA = (aij) ïîðÿäêà m,

îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì: aij = aiaj äëÿ âñåõ i , j = 1, 2, . . . ,m.

Ýòî ïîíÿòèå èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. ×òîáû ïðèâåñòè îäíî èç

íèõ, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå îáîçíà÷åíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû

B = (bij) íàä ïîëåì C ìû ïîëàãàåì B =
(
bij

)
. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, çíàíèå ìàòðèöû �ðàìà ñèñòåìû áàçèñíûõ âåêòîðîâ â

ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 30.2

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, C � áàçèñ â V , à

x, y ∈ V . Òîãäà

xy = [x]⊤C · GC · [y]C . (9)
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Ìàòðèöà �ðàìà è âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Óòî÷íèì, ÷òî â �îðìóëå (9) ìû îòîæäåñòâëÿåì ÷èñëî xy è êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó 1-ãî ïîðÿäêà [x]⊤C · GC · [y]C , åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ ýòî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì C = {

1

, 

2

, . . . , 
n}. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ x è y â áàçèñå C ÷åðåç (x
1

, x
2

, . . . , xn) è (y
1

, y
2

, . . . , yn)
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå [x]⊤C · GC · [y]C ,
íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâåäåíèå [x]⊤C · GC , à çàòåì óìíîæèì ýòó ìàòðèöó íà

[y]C . Ìàòðèöà [x]⊤C · GC èìååò ðàçìåð 1× n, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé äëèíû n,

i-é ýëåìåíò êîòîðîé (äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n) ðàâåí

x
1




1


i + x
2




2


i + · · ·+ xn
n
i .

Ïðîèçâåäåíèå ýòîé ìàòðèöû íà ìàòðèöó [y]C � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

1-ãî ïîðÿäêà, ò. å., ïî ñóòè äåëà, ÷èñëî.
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Ìàòðèöà �ðàìà è âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3)

Âû÷èñëèì ýòî ÷èñëî, èñïîëüçóÿ (2):

[x]⊤C · GC · [y]C =
n∑

i=1

(x
1




1


i + x
2




2


i + · · ·+ xn
n
i )yi =

=

n∑

i=1

(x
1

yi
1
i + x
2

yi
2
i + · · ·+ xnyi
n
i ) =

=

n∑

i=1

(
(x

1




1

)(yi
i ) + (x
2




2

)(yi
i) + · · ·+ (xn
n)(yi
i )
)
=

=

n∑

i=1

(x
1




1

+ x
2




2

+ · · ·+ xn
n)(yi
i) =

=

n∑

i=1

x(yi
i) = x ·
n∑

i=1

yi
i = xy.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöó �ðàìà ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èëè

íåçàâèñèìîñòè äàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 30.3

Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

A = {a
1

, a
2

, . . . , am} èç V ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìàòðèöà �ðàìà ýòîé ñèñòåìû íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà A ëèíåéíî

çàâèñèìà, ò. å. t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ

t
1

, t
2

, . . . , tm, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíî íà a

1

, íà a

2

, . . . , íà am è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû

GA = (aij), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé íàáîð ðàâåíñòâ:






t
1

a
11

+ t
2

a
21

+ · · · + tmam1

= 0,

t
1

a
12

+ t
2

a
22

+ · · · + tmam2

= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t
1

a
1m + t

2

a
2m + · · · + tmamm = 0.

(10)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g

1

, g
2

, . . . , gm âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (2)

Ñèñòåìó ðàâåíñòâ (10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

t
1

g

1

+ t
2

g

2

+ · · ·+ tmgm = 0. (11)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ìåíüøå m. Ïî òåîðåìå î

ðàíãå ìàòðèöû åå ðàíã ïî ìèíîðàì òàêæå ìåíüøå m. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìàòðèöà GA âûðîæäåííà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà GA âûðîæäåííà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì ìåíüøå m. Ïî òåîðåìå î

ðàíãå ìàòðèöû åå ðàíã ïî ñòðîêàì òàêæå ìåíüøå m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû GA ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ

ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tm, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(11), à çíà÷èò è íàáîð ðàâåíñòâ (10). Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû GA,

ýòîò íàáîð ðàâåíñòâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå






t
1

a

1

a

1

+ t
2

a

2

a

1

+ · · · + tmama1 = 0,

t
1

a

1

a

2

+ t
2

a

2

a

2

+ · · · + tmama2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t
1

a

1

am + t
2

a

2

am + · · · + tmamam = 0.
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Ìàòðèöà �ðàìà è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü (3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå






(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)a1 = 0,

(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)a2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · · + tmam)am = 0.

Ïîëîæèâ x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam, ïîëó÷èì xa

1

= xa

2

= · · · = xam = 0.

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m óìíîæèì ðàâåíñòâî xai = 0 íà ti è ñëîæèì

ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2), ïîëó÷èì:

0 = t
1

(xa
1

) + t
2

(xa
2

) + · · ·+ tm(xam) =

= x(t
1

a

1

) + x(t
2

a

2

) + · · ·+ x(tmam) =

= x(t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam) = xx.

Èòàê, xx = 0. Â ñèëó àêñèîìû 4) t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam = x = 0, ò. å.

ñèñòåìà A ëèíåéíî çàâèñèìà.
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