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Îò ñîñòàâèòåëåéÍàñòîÿùèé ñáîðíèê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòè÷å-ñêèõ çàíÿòèÿõ ïî êóðñó �Àëãåáðà è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà", èçó÷àå-ìîãî â Óðàëüñêîì óíèâåðñèòåòå ñòóäåíòàìè ñïåöèàëüíîñòåé �Ìàòåìà-òèêà" è �Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü" â òðåòüåì ñåìåñòðå. Îí ìîæåòáûòü ïîëåçåí òàêæå ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé äðó-ãèõ óíèâåðñèòåòîâ.Ñîäåðæàíèå óêàçàííîãî êóðñà â îñíîâíûõ ÷åðòàõ îòðàæàåòñÿ îãëàâ-ëåíèåì ñáîðíèêà. Ïåðâûå ÷åòûðå ãëàâû ïîñâÿùåíû îñíîâíûì òèïàìàëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð � ïîëóãðóïïàì, ãðóïïàì, êîëüöàì, ïîëÿì,è â ïàðàãðà�àõ ýòèõ ãëàâ çàäà÷è ïîäîáðàíû ïî åäèíîìó ïëàíó: ïðè-ìåðû, íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà, ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà èïîäàëãåáðû, ãîìîìîð�èçìû, êîíãðóýíöèè è �àêòîðàëãåáðû. Â ãë. 7ïî òîìó æå ïëàíó ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåòêè è áóëåâû àëãåáðû; ïðåä-âàðèòåëüíî â ãë. 6 îáñóæäàþòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà,ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è îðäèíàëüíûå ÷èñëà. �ë. 8 âêëþ-÷àåò êàê çàäà÷è î ïðîèçâîëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðàõ, òàê è çàäà-÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäíûìè ñòðóêòóðàìè, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿðàçëè÷íûå òèïû àëãåáð. �ëàâû 5, 9 è 10 ñîäåðæàò çàäà÷è, ñâÿçàííûåñ ïðèëîæåíèÿìè îáùåé àëãåáðû ê òåîðèÿì ñîîòâåòñòâåííî äâîè÷íûõêîäîâ, áóëåâûõ �óíêöèé, àâòîìàòîâ è �îðìàëüíûõ ÿçûêîâ.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì � ïî ëåêöèÿì èëè ñîîòâåò-ñòâóþùåé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè, ïî ïîñîáèþ [2℄, îòðàæàþ-ùåìó áîëüøèíñòâî òåì êóðñà, � ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè êóðñà. Ýòîïðåæäå âñåãî ïîíÿòèÿ, �èãóðèðóþùèå â çàãîëîâêàõ ãëàâ è ïàðàãðà-�îâ, à òàêæå ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ: áèíàðíîå îòíîøåíèå, îòíîøåíèåýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà, êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåá-ðà1, ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñâîáîäíàÿïîëóãðóïïà, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä (êîììóòà-òèâíûì àññîöèàòèâíûì) êîëüöîì, êîëüöî ìàòðèö íàä êîëüöîì, ïîëå1Ïîä àëãåáðîé âñþäó ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà.5



6 Îò ñîñòàâèòåëåéðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé íàä ïîëåì, ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûéýëåìåíòû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, íàèáîëüøèé è íàè-ìåíüøèé ýëåìåíòû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà, öåïü è àí-òèöåïü â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå, êàðäèíàëüíîå ÷èñëî,îðäèíàëüíîå ÷èñëî. Íàïîìíèì ëèøü îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ ïîíÿ-òèé, ïðèìûêàþùèõ ê îñíîâíûì. Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî àëãåáðûíàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì (íåïðèâîäèìûì), åñëè íèêàêîå åãî ñîá-ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå áóäåò ïîðîæäàþùèì äëÿ ýòîé àëãåáðû.Ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî íàçûâàþò òàêæå áàçèñîì; ìûáóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòèì òåðìèíîì. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ n-ïîðîæäåííîé, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñî-äåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Ïîëóãðóïïà (ãðóïïà) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷å-ñêîé, åñëè îíà 1-ïîðîæäåíà. Ïîäàëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñ-ëè îíà íå ñîâïàäàåò ñî âñåé àëãåáðîé. Ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà íà-çûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ ïîäàëãåáðîé, ïî-ðîæäåííîé ïóñòûì ìíîæåñòâîì. �åøåòêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëèñóùåñòâóþò òî÷íàÿ íèæíÿÿ è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíè äëÿ ëþáîãî ïîä-ìíîæåñòâà åå ýëåìåíòîâ.Öåëûé ðÿä îïðåäåëåíèé äàåòñÿ â �îðìóëèðîâêàõ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ çàäàíèé; íåðåäêî òàêèå îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â íåêîòîðûõïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ. Óçíàòü, â êàêîì çàäàíèè äàåòñÿ â çàäà÷íèêåòî èëè èíîå îïðåäåëåíèå, ìîæíî ïî ïðåäìåòíîìó óêàçàòåëþ. Àíàëî-ãè÷íîé öåëè ñëóæèò ñïèñîê îáîçíà÷åíèé; â íåãî âêëþ÷åíû, êàê ïðà-âèëî, îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â íåñêîëüêèõ ãëàâàõ. �ÿä äðóãèõîáîçíà÷åíèé (èñïîëüçóåìûõ â áîëåå èëè ìåíåå îãðàíè÷åííîì êðóãåçàäàíèé) ââîäÿòñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ.Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ çàäàíèé íå îáÿçàòåëüíî äåëàòü òå èëèèíûå çàïèñè; âïîëíå äîñòàòî÷íî (â óñëîâèÿõ àóäèòîðíîãî ïðàêòè÷å-ñêîãî çàíÿòèÿ) ïðîâåñòè ðåøåíèå óñòíî, ïðèâîäÿ íåîáõîäèìûå îáúÿñ-íåíèÿ. Òàêèå çàäàíèÿ ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (Ó) . Íåêîòîðûå çàäàíèÿïðåäëàãàþò èññëåäîâàòü òîò èëè èíîé âîïðîñ è íàéòè êðèòåðèé; òàêèåçàäàíèÿ ïîìå÷åíû ñèìâîëîì (È) . Çàäàíèÿ ïîâûøåííîé òðóäíîñòèïîìå÷åíû çâåçäî÷êîé. Äëÿ íåêîòîðûõ çàäàíèé ìû â êîíöå çàäà÷íèêàäàåì ñîâåòû èëè óêàçàíèÿ ïî ðåøåíèþ; â êîíöå �îðìóëèðîâêè òàêîãîçàäàíèÿ ñòîèò ñèìâîë (C).Â ïðåäìåòíîì óêàçàòåëå äëÿ êàæäîãî òåðìèíà óêàçàí íîìåð çàäà-íèÿ èëè ïàðàãðà�à, â êîòîðîì ýòîò òåðìèí îïðåäåëåí (åñëè òåðìèíîïðåäåëÿåòñÿ â çàäàíèè èëè âî ââîäíîì àáçàöå ïàðàãðà�à), è ÷åðåççàïÿòóþ ñòðàíèöà.



Îò ñîñòàâèòåëåé 7×àñòü çàäà÷ ñáîðíèêà çàèìñòâîâàíà èç êíèã, óêàçàííûõ â ïðèâî-äèìîì íèæå ñïèñêå ëèòåðàòóðû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Àòüÿ Ì., Ìàêäîíàëüä È. Ââåäåíèå â êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó.Ì.: Ìèð, 1972.2. Áàðàíñêèé Â. À. Ââåäåíèå â îáùóþ àëãåáðó è åå ïðèëîæåíèÿ:Ó÷åá. ïîñîáèå / Óðàë. ãîñ. óí-ò. Åêàòåðèíáóðã, 1998.3. Áèðêãî� �. Òåîðèÿ ðåøåòîê. Ì.: Íàóêà, 1984.4. Áèðêãî� �., Áàðòè Ò. Ñîâðåìåííàÿ ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Ì.:Ìèð, 1976.5. Âàæåíèí Þ. Ì. Ìíîæåñòâà, ëîãèêà, àëãîðèòìû. / Óðàë. ãîñ.óí-ò. Åêàòåðèíáóðã, 1999.6. Âàæåíèí Þ. Ì., Ïîïîâ Â. Þ. Ìíîæåñòâà, ëîãèêà, àëãîðèòìûâ çàäà÷àõ. / Óðàë. ãîñ. óí-ò. Åêàòåðèíáóðã, 1997.7. �àâðèëîâ �. Ï., Ñàïîæåíêî À. À. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèñêðåòíîéìàòåìàòèêå. Ì.: Íàóêà, 1977.8. �èíäèêèí Ñ. �. Àëãåáðà ëîãèêè â çàäà÷àõ. Ì.: Íàóêà, 1972.9. �îðáàòîâ Â.À. Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ì.: Âûñø. øê.,1986.10. Çàìÿòèí À. Ï., Ñåñåêèí Í. Ô. Çàäà÷è ïî àëãåáðå: Ìåòîä. ðàç-ðàá. äëÿ ñòóä. 2 êóðñà ìàò.-ìåõ. �àê. / Óðàë. ãîñ. óí-ò. Åêàòåðèíáóðã,1985.11. Êàðãàïîëîâ Ì. È., Ìåðçëÿêîâ Þ. È. Îñíîâû òåîðèè ãðóïï. Ì.:Íàóêà, 1982.12. Êëè��îðä À., Ïðåñòîí �. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóãðóïï.Ì.: Ìèð, 1972.13. Ëàìáåê È. Êîëüöà è ìîäóëè. Ì.: Ìèð, 1971.14. Ëèäë �., Ïèëüö �. Ïðèêëàäíàÿ àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà. Åêàòå-ðèíáóðã: Èçä-âî Óðàë. óí-òà, 1996.15. Ïèðñ �. Àññîöèàòèâíûå àëãåáðû. Ì.: Ìèð, 1986.16. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå / Ïîä ðåä. À. È. Êîñòðèêèíà. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2001.17. Grimaldi R. P. Disrete and Combinatorial Mathematis. AnApplied Introdution. 3-rd Ed., 1994.18. Sierpi�nski W. Cardinal and Ordinal Numbers. 2-nd Edition Revised,W�wa, 1965.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (0 6∈ N).
Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë.
Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
R � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
C � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Q+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
R+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Cn � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n.
Cp∞ � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíåéâèäà pn, ãäå n ∈ N è p � �èêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî.
nA � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà na, a ∈ A, ãäå n � íàòóðàëüíîå÷èñëî, A = N èëè A = Z.
Zn � ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.
K∗ � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ àññîöèàòèâíîãî êîëü-öà K ñ åäèíèöåé.
Qp � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè �èêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.Mn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ n× n-ìàòðèö íàä êîëüöîì K.GLn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ n×n-ìàòðèö íàä àññîöèà-òèâíûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé.SLn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ n× n-ìàòðèö íàä àññîöèàòèâíûì êîì-ìóòàòèâíûì êîëüöîìK ñ åäèíèöåé, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí åäè-íèöå.Tn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ (ò. å.èìåþùèõ ëèøü íóëåâûå ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè) n× n-ìàòðèö íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé.UTn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö èç Tn(K), èìåþùèõ åäèíèöûíà ãëàâíîé äèàãîíàëè. 9



10 Ñïèñîê îáîçíà÷åíèéDn(K) � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ äèàãîíàëüíûõ n×n-ìàòðèöíàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé.
K[x] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííîé x ñ êîý��è-öèåíòàìè èç êîëüöà K.
A+ � ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà íàä àë�àâèòîì A.
Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}.
Tn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}.
T (X) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà íà ìíîæåñòâå X .
PT (X) � ïîëóãðóïïà âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæå-ñòâå X .
B(X) � ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå X .
X1×X2×. . .×Xn � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâX1, X2, . . . Xn,ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (x1, x2, . . . , xn), ãäå xk ∈ Xk äëÿ k =

1, 2, . . . , n.
P(X) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X .
P ′(X) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X .
|X| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X .
(A, ◦) � ìíîæåñòâî A ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ◦ íà íåì.
(M,ρ) � ìíîæåñòâî M ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ρ íà íåì; â êà÷å-ñòâå ρ ìîãóò �èãóðèðîâàòü òàêèå îòíîøåíèÿ, êàê ≤, ⊆ è ò.ï.
∼= � ñèìâîë èçîìîð�èçìà.
⇀↽ � �åñòü ïî îïðåäåëåíèþ".



�ëàâà 1Ïîëóãðóïïû1.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçì1.1.1. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ìíîæåñòâ îò-íîñèòåëüíî óêàçàííîé îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè è êàêèå èçâûÿâëåííûõ ïîëóãðóïï îêàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè:à) (N, ◦), ãäå a ◦ b ⇀↽ ab;á) (N, ◦), ãäå a ◦ b ⇀↽ b;â) (Z,−);ã) Q
+ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ ÷àñòíîãî;ä) (Ó) (A,+), ãäå A � îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R, C;å) (Ó) (A, ·), ãäå A � îäíî èç ìíîæåñòâ N, Z, Q, R, C;æ) (Ó) (A\{0}, ·), ãäå A � îäíî èç ìíîæåñòâ Z, Q, R, C;ç) (Ó) (nZ,+), ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî;è) (Ó) ({−1, 1}, ·);ê) ìíîæåñòâî ∪∞n=1Cn îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;ë) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ �èêñèðîâàííûì ìîäóëåì

r îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;ì) ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé äàííîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a 6=0 ñöåëûìè ïîêàçàòåëÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.1.1.2. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ìíîæåñòâ âåùå-ñòâåííûõ n × n-ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé îïåðàöèè îáðàçóþò11



12 Ïîëóãðóïïûïîëóãðóïïó è êàêèå èç âûÿâëåííûõ ïîëóãðóïï îêàçûâàþòñÿ ãðóïïà-ìè:à) ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëîæå-íèÿ;á) ìíîæåñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëî-æåíèÿ;â) ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíîæå-íèÿ;ã) ìíîæåñòâî âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ;ä) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëîæå-íèÿ;å) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ;æ) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ �èêñèðîâàííûì îïðåäåëèòåëåì
d îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (C);ç) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåìîòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;è) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåìîòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;ê) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî ñëî-æåíèÿ;ë) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ;ì) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö îò-íîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;í) ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îòíîñèòåëüíî óìíîæå-íèÿ;î) ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ìàòðèö âèäà ( x y

λy x

), ãäå
x, y ∈Q, λ��èêñèðîâàííîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (C);ï) ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ìàòðèö âèäà ( x y

−y x

), ãäå
x, y ∈ C, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;ð) ìíîæåñòâî èç âîñüìè ìàòðèö

{

±
(

1 0
0 1

)

,±
(

i 0
0 i

)

, ±
(

0 1
−1 0

)

,±
(

0 i
−i 0

)}îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà 131.1.3. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî S = {a, b, c, d}, íà êîòîðîì áè-íàðíàÿ îïåðàöèÿ çàäàíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ òàáëèö Êýëè, ÿâëÿåòñÿïîëóãðóïïîé:à) a b c d
a c c d d
b c c d d
c d d d d
d d d d d

á) a b c d
a b b a a
b b b b b
c a b d c
d a b c d

â) a b c d
a a b a b
b a b a b
c a b c d
d a b c d1.1.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B2 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íóëåâîé 2×2-ìàòðèöû O =

(
0 0
0 0

) è ÷åòûðåõ �ìàòðè÷íûõ åäèíèö"
e11 =

(
1 0
0 0

), e12 =

(
0 1
0 0

), e21 =

(
0 0
1 0

), e22 =

(
0 0
0 1

).à) Ïðîâåðèòü, ÷òî B2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ.á) Ñîñòàâèòü òàáëèöó Êýëè ïîëóãðóïïû B2.1.1.5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðóïïîèäà G ìíîæåñòâà
G1 = {a ∈ G | a(xy) = (ax)y äëÿ âñåõ x, y ∈ G},
G2 = {a ∈ G | x(ay) = (xa)y äëÿ âñåõ x, y ∈ G},
G3 = {a ∈ G | (xy)a = x(ya) äëÿ âñåõ x, y ∈ G},åñëè îíè íå ïóñòû, çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è ÿâëÿþòñÿïîëóãðóïïàìè îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.1.1.6. Ïóñòü G � ãðóïïîèä. Çà�èêñèðóåì ýëåìåíò a ∈ G. �àñ-ñìîòðèì äâå áèíàðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå G:

x ∗a y ⇀↽ x(ay), x ◦a y ⇀↽ (xa)y.à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàöèè ∗a è ◦a ñîâïàäàþò äëÿ êàæäîãîýëåìåíòà a èç G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) (È) �àçðàáîòàòü àëãîðèòì ïðîâåðêè àññîöèàòèâíîñòè áèíàð-íîé îïåðàöèè íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïî òàáëèöå Êýëè, èñïîëüçóÿòàáëèöû Êýëè äëÿ îïåðàöèé ∗a è ◦a. (C)1.1.7. (Ó) Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïî ïðà-âèëó x ◦ y ⇀↽ x.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (M, ◦) � ïîëóãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóï-ïîé ëåâûõ íóëåé.



14 Ïîëóãðóïïûá) Â êàêîì ñëó÷àå ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé èìååò íåéòðàëüíûéýëåìåíò?â) Óêàçàòü êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè äâóõ ïîëóãðóïï ëåâûõ íóëåé.1.1.8. (Ó) ÏóñòüX,Y � äâà ìíîæåñòâà. Íà ìíîæåñòâå A = X×Yîïðåäåëèì îïåðàöèþ ◦, ïîëàãàÿ (x, y) ◦ (z, t) ⇀↽ (x, t).à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (A, ◦) áóäåò ïîëóãðóïïîé. Â êàêîì ñëó÷àå îíàèìååò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò?á) Íàéòè êðèòåðèé ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ýëåìåíòîâ èç (A, ◦).1.1.9.ÏóñòüM � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îïðå-äåëèì íà M îïåðàöèè ∧ è ∨, ïîëàãàÿ
x ∧ y ⇀↽ min{x, y}, x ∨ y ⇀↽ max{x, y}.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (M,∧) è (M,∨) ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè.á) (Ó) Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ìíîæåñòâî M ïîëóãðóïïà (M,∧)èìååò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò? Îòâåòèòü íà àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿïîëóãðóïïû (M,∨).â) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâîM êîíå÷íî, òî ïîëóãðóïïû (M,∧)è (M,∨) èçîìîð�íû.ã) (Ó) Èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (N,∧) è (N,∨)?ä) (Ó) Èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (Z,∧) è (Z,∨)?å) (Ó) Èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (Z,∧) è (Q,∧)?1.1.10. Íà ìíîæåñòâå N ðàññìîòðèì îïåðàöèè ◦ è ∗, çàäàííûåñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
x ◦ y ⇀↽ ÍÎÄ(x, y), x ∗ y ⇀↽ ÍÎÊ(x, y).à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (N, ◦) è (N, ∗) ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè.á) (Ó) Èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (N, ◦) è (N, ∗)?1.1.11. Îïåðàöèè ◦ è ∗, ââåäåííûå â çàäàíèè 1.1.10, îïðåäåëÿþòñÿè íà ìíîæåñòâå N0 = N ∪ {0}.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (N0, ◦) è (N0, ∗) ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè.á)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (N0, ◦) è (N0, ∗).1.1.12. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,

a, b ∈M è a ≤ b. Îòðåçêîì [a, b] â M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
{x ∈M | a ≤ x ≤ b};îòðåçîê íàçîâåì íåòðèâèàëüíûì, åñëè a < b. ×åðåç SM îáîçíà÷èììíîæåñòâî âñåõ íåòðèâèàëüíûõ îòðåçêîâ èç M , äîïîëíåííîå ïóñòûì



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà 15ìíîæåñòâîì. Çàäàäèì íà SM îïåðàöèþ ◦, ïîëàãàÿ
[a, b] ◦ [c, d] =

{
[a, d], åñëè b = c,
∅, åñëè b 6= c,

[a, b] ◦ ∅ = ∅ ◦ [a, b] = ∅ ◦ ∅ = ∅.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (SM , ◦) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (SN, ◦) è (SZ, ◦).â)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (SZ, ◦) è (SQ, ◦).ã) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (SM1
, ◦) è

(SM2
, ◦) äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ M1 è M2.ä) (È) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (SM1

, ◦) è (SM2
, ◦),åñëè ìíîæåñòâà M1 è M2 íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íû.1.1.13. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.×åðåç S′

M îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îòðåçêîâ ìíîæåñòâà M (âêëþ-÷àÿ òðèâèàëüíûå, ò.å. îäíîýëåìåíòíûå, ñì. çàäàíèå 1.1.12) è ðàññìîò-ðèì îïåðàöèþ ◦ íà ýòîì ìíîæåñòâå, îïðåäåëåííóþ òî÷íî òàê æå, êàêâ óêàçàííîì çàäàíèè.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (S′
M , ◦) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (S′

N
, ◦) è (S′

Z
, ◦).â)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (S′

Z
, ◦) è (S′

Q
, ◦).ã) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (S′

M1
, ◦) è

(S′
M2
, ◦) äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ M1 è M2.ä) (È) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (S′

M1
, ◦) è (S′

M2
, ◦),åñëè ìíîæåñòâà M1 è M2 íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íû.1.1.14. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.Íà ìíîæåñòâå SM , îïðåäåëåííîì â çàäàíèè 1.1.12, çàäàäèì îïåðàöèþ

∗, ïîëàãàÿ
[a, b] ∗ [c, d] =

{
[min{a, c},max{b, d}], åñëè b ≥ c,
∅, åñëè b < c,

[a, b] ∗ ∅ = ∅ ∗ [a, b] = ∅ ∗ ∅ = ∅.à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (SM , ∗) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (SN, ∗) è (SZ, ∗).â)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (SZ, ∗) è (SQ, ∗).ã) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (SM1
, ∗) è

(SM2
, ∗) äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ M1 è M2.



16 Ïîëóãðóïïûä) (È) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (SM1
, ∗) è (SM2

, ∗),åñëè ìíîæåñòâà M1 è M2 íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íû.1.1.15. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà. Íà ìíîæåñòâå P ′(S) ââåäåì óìíî-æåíèå, ïîëàãàÿ
XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíî ââåäåííîãî óìíîæåíèÿ P ′(S) ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |S| > 1, òî ïîëóãðóïïà P ′(S) íå ìîæåò áûòüãðóïïîé.1.1.16. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Âûÿñíèòü,èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (P(X),∩) è (P(X),∪).1.1.17. à) (Ó) Èçîìîð�íû ëè ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïûâñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âñåõ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?á)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (2N, ·) è (3N, ·).â) (È) Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (mN, ·) è (nN, ·).1.1.18. Ïóñòü P � �èêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. ×å-ðåç QP îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-ñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íåñîêðàòèìîé äðîáüþ çíàìåíàòåëü áîëüøå 1 èâñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè ïðèíàäëåæàò P .à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî (QP , ·) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (QP1

, ·) è (QP2
, ·), ãäå

P1 = {2, 3}, P2 = {3, 5}; P1 = {2, 3, 5}, P2 = {3, 5, 7}.â)∗ Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû (QP1
, ·) è (QP2

, ·), ãäå
P1 = {2, 3}, P2 = {2, 3, 5}.ã) (È) Íàéòè � â òåðìèíàõ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ ïðîñòûõ ÷è-ñåë P1 è P2 � êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëóãðóïï (QP1

, ·) è (QP2
, ·).1.1.19. Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïà (N, ·) è ïîëóãðóïïàâñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî îáú-åäèíåíèÿ.1.1.20. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà, a∈S. Ïîëîæèì Sa =(S, ◦), ãäå íî-âàÿ îïåðàöèÿ ◦ íà S îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èñõîäíóþ ñëåäóþùèì îáðà-çîì: x◦y ⇀↽ xay. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ï. a) çàäàíèÿ 1.1.6 ãðóïïîèä

Sa ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.à) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû N2 è N3; N3 è N4, ãäå
N � àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. (C)á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëóãðóïïû N2 è N3; N3 è N4, ãäå
N � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. (C)



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà 171.1.21. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ñîâîêóïíîñòåéïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , n} îáðàçóþò ïîëóãðóïïóîòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, êàêèå èç âûÿâëåííûõ ïîëóãðóïï îêàçû-âàþòñÿ ãðóïïàìè:à) (Ó) ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé;á) ìíîæåñòâî âñåõ èíúåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;â) ìíîæåñòâî âñåõ ñþðúåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;ã) ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê;ä) ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê;å) ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé;æ) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè ýëå-ìåíòû íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆M ;ç) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê, ïðè êîòîðûõ îáðàçû âñåõ ýëåìåí-òîâ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆M ïðèíàäëåæàò ýòîìó ïîäìíîæå-ñòâó.1.1.22. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ρ è σ íà ìíî-æåñòâå X íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå
ρ ◦ σ ⇀↽ {(x, y)| (x, z) ∈ ρ è (z, y) ∈ σ äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ X}. Óáå-äèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî B(X) âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå
X ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.1.1.23. Åñëè Y � ïðîèçâîëüíîå (íåïóñòîå) ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-ñòâà X , òî îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåîá-ðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà X . Âñÿêîå ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ìíî-æåñòâà X ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà X , ñîñòî-ÿùèì èç âñåõ ïàð (x, ϕ(x)), ãäå x ïðîáåãàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ϕ.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïóñòîå ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñî-îòâåòñòâóþùåå ïóñòîìó áèíàðíîìó îòíîøåíèþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X (âêëþ÷àÿ ïóñòîå) îáîçíà-÷àåòñÿ ÷åðåç PT (X). Òîãäà PT (X) îêàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïî-ëóãðóïïû B(X).à) Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê ïðåîáðàçîâàíèÿì îïåðàöèÿóìíîæåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøåíèé åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñóïåðïîçè-öèÿ.1.1.24. à) (Ó) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîëóãðóïïà Tn?á) Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîëóãðóïïà PT (X),åñëè |X|=n.



18 Ïîëóãðóïïûâ) (Ó) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîëóãðóïïà B(X), åñëè |X|=n?1.1.25. Ïóñòü I � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, à ρ, ρi (i ∈ I), σ, τ � ïðî-èçâîëüíûå ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû B(X). Äîêàçàòü, ÷òî â B(X) âûïîë-íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:à) èç ρ ⊆ σ ñëåäóåò ρ ◦ τ ⊆ σ ◦ τ è τ ◦ ρ ⊆ τ ◦ σ;á) σ ◦ (∪i∈Iρi) = ∪i∈Iσ ◦ ρi;â) σ ◦ (∩i∈Iρi) ⊆ ∩i∈Iσ ◦ ρi.1.1.26. Äîêàçàòü, ÷òî â ñîîòíîøåíèè â) çàäàíèÿ 1.1.25 ðàâåíñòâî,âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. (C)1.1.27. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ è σ � òàêèå ñèììåòðè÷íûå îòíîøå-íèÿ, ÷òî ρ ◦ σ ⊆ σ ◦ ρ, òî ρ ◦ σ = σ ◦ ρ.1.1.28. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ρ ◦ σ äâóõ îòíîøåíèé ýêâèâà-ëåíòíîñòè ρ è σ áóäåò îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ρ ◦ σ = σ ◦ ρ.1.1.29. Ïóñòü S1, S2, . . . , Sn � ïîëóãðóïïû.à) Ïðîâåðèòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå S1 × S2 × · · · × Sn ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíî îïðåäåëåííîé îïå-ðàöèè: äëÿ âñåõ si, ti ∈ Si, i = 1, 2, . . . , n, ïîëîæèì
(s1, s2, . . . , sn) · (t1, t2, . . . , tn) ⇀↽ (s1t1, s2t2, . . . , sntn).Óêàçàííàÿ ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîëóãðóïï

S1, S2, . . ., Sn.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè âñå ïîëóãðóïïû S1, S2, . . . , Sn êîììó-òàòèâíû, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åñòü êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà.â) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè âñå ïîëóãðóïïû S1, S2, . . . , Sn ÿâëÿþòñÿãðóïïàìè, òî è ïîëóãðóïïà S1 × S2 × · · · × Sn ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.1.1.30.Ïóñòü S1 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âñåõ íå÷åòíûõ÷èñåë, à S2 � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âñåõ ñòåïåíåé ÷èñëà 2 ñöåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Äîêàçàòü, ÷òî ìóëüòèïëè-êàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èçîìîð�íà ïðÿìîìóïðîèçâåäåíèþ ïîëóãðóïï S1 è S2.1.1.31. Äëÿ êàæäîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå ïîëóãðóïï óñòàíîâèòü,èçîìîð�íà ëè îíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êàêèõ-ëèáî íåîäíîýëåìåíò-íûõ ïîëóãðóïï:à) àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà C; (C)á) ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà C. (C)1.1.32. Ïóñòü |A| = n.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà 19à) (Ó) Ñêîëüêî â A+ ñëîâ äëèíû m?á) Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî â A+ ñëîâ äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé m.1.1.33.∗ Ïóñòü u, v ∈ A+.à) Äîêàçàòü, ÷òî uv = vu òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþòòàêèå w ∈ A+ è m,n ∈ N, ÷òî u = wm, v = wn.á) Äîêàçàòü, ÷òî uk = vl äëÿ íåêîòîðûõ k, l ∈ N òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå w ∈ A+ è m,n ∈ N, ÷òî u = wm,
v = wn.1.1.34. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà íåðàçëîæèìà âïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåîäíîýëåìåíòíûõ ïîëóãðóïï. (C)1.1.35. �îâîðÿò, ÷òî ïîëóãðóïïà S åñòü ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿ-ìè (èëè óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîêðàùåíèÿ), åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈
S èç ab = ac ñëåäóåò b = c è èç ba = ca ñëåäóåò b = c.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñî-êðàùåíèÿ.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîêðà-ùåíèÿ, è ïðèâåñòè ïðèìåð � îòëè÷íûé îò ïðèìåðà èç çàäàíèÿ à) �ïîëóãðóïïû ñ ñîêðàùåíèÿìè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ãðóïïîé.â) Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ X ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà
T (X) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîêðàùåíèÿ.ã) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè âñå ïîëóãðóïïû S1, S2, . . . , Sn óäîâëå-òâîðÿþò çàêîíó ñîêðàùåíèÿ, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå óäîâëåòâî-ðÿåò çàêîíó ñîêðàùåíèÿ.1.1.36.∗ Âûÿñíèòü, ìîæåò ëè ïðè |S| > 1 ïîëóãðóïïà P ′(S) îòíî-ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, ââåäåííîãî â çàäàíèè 1.1.15, áûòü ïîëóãðóïïîéñ ñîêðàùåíèÿìè.1.1.37. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷è-ñåë, (SM , ◦) � ïîëóãðóïïà, îïðåäåëåííàÿ â çàäàíèè 1.1.12. Âûÿñíèòü,îáëàäàåò ëè ïîëóãðóïïà (SM , ◦) ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:à) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îñëàáëåííîìó çàêîíó ñîêðàùåíèÿ:

xy = xz 6= 0⇒ y = z,

yx = zx 6= 0⇒ y = z.á) óäîâëåòâîðÿåò äàæå çàêîíó ñîêðàùåíèÿ.1.1.38.∗ Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿìè ÿâ-ëÿåòñÿ ãðóïïîé. (Â çàäàíèè 1.2.22 â) ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü áîëååîáùåå óòâåðæäåíèå.)1.1.39. Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
a ∈ S ñóùåñòâóåò b ∈ S òàêîé, ÷òî aba = a.



20 Ïîëóãðóïïûà) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîëó-ãðóïïîé, è ïðèâåñòè ïðèìåð ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïû, íå ÿâëÿþùåéñÿãðóïïîé.á) Äîêàçàòü, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿìè ÿâëÿåò-ñÿ ãðóïïîé.â) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ïîëóãðóïïû S1, S2, . . . , Sn ðåãóëÿð-íû, òî è ïîëóãðóïïà S1 × S2 × · · · × Sn ðåãóëÿðíà.1.1.40. Ýëåìåíò b ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ èíâåðñíûì ê ýëåìåí-òó a ∈ S, åñëè aba = a è bab = b.à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà S ðåãóëÿðíà, òî äëÿ ëþáîãîýëåìåíòà a ∈ S ñóùåñòâóåò èíâåðñíûé ê íåìó ýëåìåíò.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ãðóïïå ýëåìåíò, èíâåðñíûé ê äàííîìóýëåìåíòó, � ýòî îáðàòíûé ê íåìó ýëåìåíò, è, ñëåäîâàòåëüíî, îí åäèí-ñòâåí. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëóãðóïïû, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò èìå-åò áîëåå îäíîãî èíâåðñíîãî ýëåìåíòà.â) Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïîëóãðóïïå B2, îïðåäåëåííîé â çàäàíèè 1.1.4,êàæäûé ýëåìåíò èìååò åäèíñòâåííûé èíâåðñíûé ýëåìåíò. (C)1.1.41. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ïîëóãðóïïà T (X)ðåãóëÿðíà.1.1.42.Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX ïîëóãðóïïàPT (X)ðåãóëÿðíà.1.1.43. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà Mn(C) ðåãóëÿðíà. (C)1.1.44.∗ Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïà âñåõ n×
n-ìàòðèöà) íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, á) íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.1.1.45. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå F(R) âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ�óíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå: (fg)(x) ⇀↽
f(x)g(x). Äîêàçàòü, ÷òî F(R) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïîé îò-íîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.1.1.46.∗ Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïà B(X).1.1.47. Âûïèñàòü òàáëèöû Êýëè âñåõ ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ ïî-ëóãðóïï èç äâóõ ýëåìåíòîâ.1.1.48. Ñðåäè íàéäåííûõ â çàäàíèè 1.1.47 ïîëóãðóïï âûäåëèòü:à) êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû, á) ïîëóãðóïïû ñ ñîêðàùåíèÿìè,â) ðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû, ã) ãðóïïû.



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäïîëóãðóïïû 211.2 Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäïîëóãðóï-ïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ1.2.1. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(

1 2 3
2 3 1

)

,

(
1 2 3
2 1 3

) è ( 1 2 3
1 2 1

)ñîñòàâëÿþò ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû T3.á) Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè äâóõýëåìåíòíîå ïîðîæäàþùåå ìíî-æåñòâî ïîëóãðóïïû T3.1.2.2. à) Íàéòè âñå áàçèñû ïîëóãðóïïû T2.á) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîëóãðóïïà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû èìå-åò åäèíñòâåííûé áàçèñ.â)∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëóãðóïïû, íå èìåþùåé áàçèñà.1.2.3.∗ Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû (N,+)êîíå÷íî ïîðîæäåíà.1.2.4. (Ó) à) Óêàçàòü áàçèñ ïîëóãðóïïû (N, ·).á) Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà (Z, ·) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî áàçè-ñîâ.1.2.5. Îïðåäåëèòü, èìååò ëè áàçèñ:à) ïîëóãðóïïà (N, ◦) èç çàäàíèÿ 1.1.10,á) ïîëóãðóïïà (N, ∗) èç çàäàíèÿ 1.1.10,â) ïîëóãðóïïà (N, ◦) èç çàäàíèÿ 1.1.11,ã) ïîëóãðóïïà (N, ∗) èç çàäàíèÿ 1.1.11.1.2.6. Íàéòè êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïîëóãðóïïà (SM , ◦) èç çàäàíèÿ1.1.12:à) (Ó) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé,á) (È) èìååò áàçèñ.1.2.7. Ïóñòü a � ýëåìåíò ïîëóãðóïïû S è 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ ïîä-ïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû S, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì a. Ïîðÿäêîì êî-íå÷íîé ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Åñëè 〈a〉 êîíå÷íà,òî åå ïîðÿäîê íàçûâàþò ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a. Åñëè 〈a〉 áåñêîíå÷íà,òî ãîâîðÿò, ÷òî a èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 〈a〉 áåñêîíå÷íà, òî âñå ñòåïåíè ýëåìåíòà aðàçëè÷íû è 〈a〉 ∼= (N,+).á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 〈a〉 êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóþò äâà íàòóðàëü-íûõ ÷èñëà, èíäåêñ r è ïåðèîä m ýëåìåíòà a, äëÿ êîòîðûõ am+r = ar,
|〈a〉| = m+ r − 1 è 〈a〉 = {a, a2, . . . , am+r−1}.



22 Ïîëóãðóïïûâ) Äîêàçàòü, ÷òî â ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ï. á), ìíîæåñòâî G =
{ar, ar+1, . . . , am+r−1} ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà mâ 〈a〉 è ýòà ãðóïïà ñîäåðæèò êàæäóþ ïîäãðóïïó ïîëóãðóïïû 〈a〉.1.2.8. à) (Ó) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåöèêëè÷åñêîé ïîäïîëóãðóïïû âáåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïå.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïû, èìåþùåéíåöèêëè÷åñêèå ïîäïîëóãðóïïû.1.2.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
Tn, ãäå n = r +m− 1, ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

(
1 2 . . . r − 1 r . . . r +m− 2 r +m− 1
2 3 . . . r r + 1 . . . r +m− 1 r

)

,ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé, èíäåêñ êîòîðîé ðàâåí r, à ïåðèîä
m. 1.2.10. Íàéòè èíäåêñ è ïåðèîä ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû
T9: à) ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 1 1 2 4 5 3 2

);á) ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 5 1 6 6 4 5 6 6

).1.2.11. Íàéòè ïîðÿäîê, èíäåêñ è ïåðèîä öèêëè÷åñêîé ïîäïîëó-ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ìàòðèöåé  −1 0 0
0 0 1
0 0 0



 â ìóëüòèïëèêàòèâ-íîé ïîëóãðóïïå M3(Z).1.2.12. Íàéòè ïîðÿäêè, à â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîðÿäêà � èíäåêñ èïåðèîä ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû öåëî-÷èñëåííûõ ìàòðèö:à) ( 0 1
1 0

); á) ( 0 1
−1 0

); â) ( 1 1
0 1

); ã) ( −1 0
0 0

).1.2.13. Óêàçàòü âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ìóëüòèïëèêà-òèâíîé ïîëóãðóïïå: à)∗ M2(Z); á) (È) Mn(Z).1.2.14. (Ó) Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå çàäàíèÿ 1.1.33, äîêàçàòü, ÷òîëþáàÿ êîììóòàòèâíàÿ ïîäïîëóãðóïïà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ñîäåð-æèòñÿ â íåêîòîðîé åå öèêëè÷åñêîé ïîäïîëóãðóïïå.1.2.15. Íàéòè âñå ïîäïîëóãðóïïû ïîëóãðóïïû, îïðåäåëåííîé:à) â ï. à) çàäàíèÿ 1.1.3,á) â ï. á) òîãî æå çàäàíèÿ,



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäïîëóãðóïïû 23â) â ï. â) òîãî æå çàäàíèÿ.1.2.16. Ýëåìåíò e ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè
e2 = e.Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèíèäåìïîòåíò.1.2.17. Îïèñàòü âñå èäåìïîòåíòû:à) ïîëóãðóïïû T (X),á) ïîëóãðóïïû PT (X),â) ïîëóãðóïïû B(X),ã) (Ó) ïîëóãðóïïû îòðåçêîâ (SM , ◦), îïðåäåëåííîé â çàäàíèè 1.1.12,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë M ,ä) (Ó) ïîëóãðóïïû îòðåçêîâ (S′

M , ◦), îïðåäåëåííîé â çàäàíèè 1.1.13,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë M ,å) ïîëóãðóïïû îòðåçêîâ (SM , ∗), îïðåäåëåííîé â çàäàíèè 1.1.14,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë M .1.2.18. Íàéòè ÷èñëî èäåìïîòåíòîâ ïîëóãðóïïû Tn.1.2.19. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿìè ìîæåò ñîäåð-æàòü íå áîëåå îäíîãî èäåìïîòåíòà, êîòîðûé, åñëè îí ñóùåñòâóåò, ÿâ-ëÿåòñÿ åäèíèöåé.1.2.20. à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ëþáîé ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïååñòü èäåìïîòåíò.á) Äîêàçàòü, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà, èìåþùàÿ åäèíñòâåííûéèäåìïîòåíò, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.1.2.21. à) Ïîäïîëóãðóïïà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìîæåò áûòü íåèçîìîð�íà íèêàêîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå; óáåäèòüñÿ â ýòîì ïðèâåäÿñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.á) Â ïîëóãðóïïå {a, b}+ íàéòè ïîäïîëóãðóïïó, èçîìîð�íóþ ñâî-áîäíîé ïîëóãðóïïå A+, ãäå A � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.1.2.22. Ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè êàæäàÿ ååöèêëè÷åñêàÿ ïîäïîëóãðóïïà êîíå÷íà.à) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà S áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ S ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî xnåñòü èäåìïîòåíò.á) Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîëóãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî âñÿ-êàÿ êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïðèâåñòè ïðèìå-ðû áåñêîíå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, êîììóòàòèâíûõ è íåêîì-ìóòàòèâíûõ.â) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ ñîêðàùåíèÿìè ÿâ-ëÿåòñÿ ãðóïïîé.



24 Ïîëóãðóïïû1.2.23.∗ à) Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëóãðóïïå, ñîäåðæàùåé èäåìïîòåí-òû, ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû, ò.å. ïîäïîëóãðóïïû, ÿâ-ëÿþùèåñÿ ãðóïïàìè è íå ñîäåðæàùèåñÿ â îòëè÷íûõ îò íèõ ïîäïîëó-ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïàìè.á) Äîêàçàòü, ÷òî äâå ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå ïîä-ãðóïïû â ïîëóãðóïïå èìåþò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.1.2.24.Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L ïîëóãðóïïû S íàçûâàåòñÿ åå ëå-âûì èäåàëîì, åñëè LS ⊆ L. Ñèììåòðè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûé èäåàë.Èäåàëîì (äâóñòîðîííèì èäåàëîì) ïîëóãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-æåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî ëåâûì è ïðàâûì èäåàëîì.à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ëåâûõ (ñî-îòâåòñòâåííî ïðàâûõ) èäåàëîâ äàííîé ïîëóãðóïïû áóäåò åå ëåâûì(ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì) èäåàëîì.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ëåâûõ (ñîîò-âåòñòâåííî ïðàâûõ) èäåàëîâ äàííîé ïîëóãðóïïû, åñëè îíî íå ïóñòî,áóäåò åå ëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûì) èäåàëîì.â) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èäåàëîâ ïîëóãðóïïûíå ïóñòî. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ïåðåñå÷åíèå äâóõ ëåâûõ èäåàëîâïîëóãðóïïû ïóñòî.ã) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà êàæäûé åå ëåâûé è êàæäûé ïðàâûé èäåàë ñîâïàäàåò ñ
S. ä) Îïèñàòü âñå ëåâûå è âñå ïðàâûå èäåàëû ïîëóãðóïïû ëåâûõíóëåé.1.2.25. à) (Ó) Îïèñàòü âñå èäåàëû áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïî-ëóãðóïïû.á) Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èäåàë ïîëóãðóïïû (A, ◦), îïðåäåëåííîéâ çàäàíèè 1.1.8, ñîâïàäàåò ñ A.1.2.26. à) Ïóñòü S(X) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå X .Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T (X)\S(X) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì ïîëóãðóïïû
T (X), êîòîðûé ñîäåðæèò âñå åå èäåàëû, îòëè÷íûå îò T (X).á) (È) Îïèñàòü âñå èäåàëû ïîëóãðóïïû Tn.1.3 �îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè1.3.1. Ïóñòü ïîëóãðóïïà T åñòü ãîìîìîð�íûé îáðàç ïîëóãðóïïû
S. Âûÿñíèòü,à) áóäåò ëè T ïîëóãðóïïîé ñ ñîêðàùåíèÿìè, åñëè S òàêîâà,



�îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè 25á) áóäåò ëè T ãðóïïîé, åñëè S òàêîâà,â) áóäåò ëè S ïîëóãðóïïîé ñ ñîêðàùåíèÿìè, åñëè T òàêîâà,ã) áóäåò ëè S ãðóïïîé, åñëè T òàêîâà.1.3.2. Ïóñòü ïîëóãðóïïà T åñòü ãîìîìîð�íûé îáðàç ïîëóãðóïïû
S. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà S ðåãóëÿðíà, òî è ïîëóãðóïïà
T ðåãóëÿðíà.á) Âûÿñíèòü, âåðíî ëè îáðàòíîå.1.3.3.Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ãîìîìîð�èçì ïîëóãðóïïû T (N):à) â ïîëóãðóïïó (N,+),á) â ïîëóãðóïïó ({0, 1}, ·).1.3.4. (Ó) Óêàçàòü âñå ãîìîìîð�èçìû:à) ïîëóãðóïïû (N,+) â ñåáÿ,á) ïîëóãðóïïû (N,+) â ãðóïïó (Z,+),â) ãðóïïû (Z,+) â ïîëóãðóïïó (N ∪ {0},+).1.3.5. Ïóñòü M2 = {1, 2}, M3 = {1, 2, 3}, Mn = {1, 2, . . . , n}, ∧ �îïåðàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â çàäàíèè 1.1.9. Óêàçàòü âñå ãîìîìîð�èçìû:à) ïîëóãðóïïû (M2,∧) â ïîëóãðóïïó (M3,∧),á) ïîëóãðóïïû (M3,∧) â ïîëóãðóïïó (M2,∧),â)∗ ïîëóãðóïïû (Mn,∧) â ïîëóãðóïïó (Mm,∧).1.3.6. Óêàçàòü âñå ãîìîìîð�èçìû ïîëóãðóïïû (N,+):à) â ãðóïïó (Z3,+),á) â ãðóïïó (Z8,+),â) â ãðóïïó (Zn,+).1.3.7. Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè ïîëóãðóïïû, îïðåäåëåííîé:à) â ï. à) çàäàíèÿ 1.1.3,á) â ï. á) òîãî æå çàäàíèÿ,â) â ï. â) òîãî æå çàäàíèÿ.1.3.8. Ïóñòü A � íåïóñòîé àë�àâèò.à) Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå λ íà ïîëóãðóïïå A+, îïðåäåëÿåìîåïðàâèëîì

u λ v ⇐⇒ u è v èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó,ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà ïîëóãðóïïå A+ è ÷òî �àêòîðïîëóãðóïïà
A+/λ èçîìîð�íà ïîëóãðóïïå (N,+).á) Ñîäåðæàíèåì ñëîâà u ∈ A+ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âõîäÿùèõâ u áóêâ. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå γ, îïðåäåëÿåìîå ïðàâèëîì

u γ v ⇐⇒ u è v èìåþò îäèíàêîâîå ñîäåðæàíèå,



26 Ïîëóãðóïïûÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà ïîëóãðóïïå A+ è ÷òî �àêòîðïîëóãðóïïà
A+/γ èçîìîð�íà ïîëóãðóïïå (P ′(A),∪).1.3.9. (È) Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè ïîëóãðóïïû (N,+).1.3.10. Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè ïîëóãðóïïû B2, îïðåäåëåííîé âçàäàíèè 1.1.4.1.3.11. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà. Ýêâèâàëåíòíîñòü ρ íà ìíîæåñòâå
S íàçûâàåòñÿ ïðàâîé êîíãðóýíöèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ S èçòîãî, ÷òî a ρ b, ñëåäóåò, ÷òî ac ρ bc. Îïðåäåëåíèå ëåâîé êîíãðóýíöèèñèììåòðè÷íî îïðåäåëåíèþ ïðàâîé êîíãðóýíöèè.à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ � ïðàâàÿ êîíãðóýíöèÿ, òî ñóùåñòâóåòãîìîìîð�èçì ïîëóãðóïïû S â ïîëóãðóïïó âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé �àê-òîðìíîæåñòâà S/ρ.á)∗ Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðàâàÿ êîíãðóýíöèÿ ρ èìååò n êëàññîâ, òîñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíãðóýíöèÿ σ, ÷òî σ ⊆ ρ è σ èìååò íå áîëåå ÷åì
nn êëàññîâ (òåîðåìà Ïóàíêàðå).1.3.12. Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû S. Îïðå-äåëèì íà S îòíîøåíèå ρM , ïîëàãàÿ

xρy ⇔ x = y èëè x, y ∈M.à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè M � ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûé)èäåàë ïîëóãðóïïû S, òî ρM åñòü ëåâàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâàÿ) êîí-ãðóýíöèÿ íà S. Òåì ñàìûì, åñëè M � èäåàë ïîëóãðóïïû S, òî ρMåñòü êîíãðóýíöèÿ íà S.á) Äëÿ èäåàëîâ M è N äàííîé ïîëóãðóïïû íàéòè ñîîòíîøåíèÿ,ñâÿçûâàþùèå ρM∩N è ρM∪N  ρM è ρN .1.3.13. �àññìîòðèì íà ïðîèçâîëüíîé ïîëóãðóïïå S ïðàâîå îòíî-øåíèå �ðèíà R:
a R b⇐⇒ a = b èëè a = bx è b = ay äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ S.Ëåâîå îòíîøåíèå �ðèíà L îïðåäåëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íî ïðàâîìó.à) Ïðîâåðèòü, ÷òî R[L℄ � ëåâàÿ [ïðàâàÿ℄ êîíãðóýíöèÿ íà S.á) Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèÿ R è L ïåðåñòàíîâî÷íû, ò.å. R◦L =

L◦R.â) Îïèñàòü îòíîøåíèÿ R è L íà ïîëóãðóïïå ëåâûõ íóëåé.ã) Îïèñàòü îòíîøåíèÿ R è L íà ïîëóãðóïïå èç çàäàíèÿ 1.1.8.ä) Îïèñàòü îòíîøåíèÿ R è L íà ïîëóãðóïïå B2 èç çàäàíèÿ 1.1.4.1.3.14. Äëÿ êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ ∈ T (X) ÷åðåç Kerϕ îáî-çíà÷èì ýêâèâàëåíòíîñòü íà X , ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïàð (x, y), äëÿ êî-òîðûõ ϕ(x) = ϕ(y). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ϕ, ψ ∈ T (X):



�îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè 27à) ϕ R ψ îçíà÷àåò, ÷òî Kerϕ = Kerψ,á) ϕ L ψ îçíà÷àåò, ÷òî Imϕ = Imψ.1.3.15. Îïèñàòü îòíîøåíèÿ �ðèíà R è L íà ìóëüòèïëèêàòèâíîéïîëóãðóïïå âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîìïðîñòðàíñòâå. (C)
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�ëàâà 2�ðóïïû2.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçì2.1.1. Ïðîäîëæàÿ ñïèñîê ãðóïï, âûÿâëåííûõ ïðè âûïîëíåíèèçàäàíèé 1.1.1, 1.1.2 è 1.1.21, óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâàÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè:à) (Ó) (Qp,+);á) (Ó) (Cp∞ , ·);â) ïðîìåæóòîê [0, 1) ñ îïåðàöèåé ⊕, ãäå α⊕ β åñòü äðîáíàÿ ÷àñòü
α+ β;ã) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èçR âR âèäà y = ax+b

cx+d
, ãäå a, b, c, d ∈Rè ad− bc 6= 0, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.2.1.2. (Ó) Ïóñòü R� àññîöèàòèâíîå êîëüöî êîììóòàòèâíîå ñ åäè-íèöåé. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ãðóï-ïàìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìàòðèö:à) ìíîæåñòâî GLn(R) âñåõ îáðàòèìûõ n× n-ìàòðèö íàä R;á) ìíîæåñòâîTn(R) âñåõ îáðàòèìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ n× n-ìàòðèöíàä R;â) ìíîæåñòâî UTn(R) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ n × n-ìàòðèö, óêîòîðûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, íàä R;ã) ìíîæåñòâî Dn(R) âñåõ îáðàòèìûõ äèàãîíàëüíûõ n× n-ìàòðèöíàä R. 29



30 �ðóïïû2.1.3. (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî SLn(K) âñåõ n × n-ìàòðèöíàä àññîöèàòèâíûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì K ñ åäèíèöåé, îïðåäå-ëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ ìàòðèö.2.1.4. Ïóñòü G � ãðóïïà, a ∈ G.à) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà Ga, îïðåäåëåííàÿ â çàäàíèè 1.1.20,ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.á) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ãðóïïû Q
+
2 è Q

+
3 , Q

+
3 è Q

+
4 .â) Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõG áóäåò ãðóïïîé îòíîñèòåëüíîîïåðàöèè x ∗ y = xya.2.1.5. (Ó) Ïîêàçàòü, ÷òî (R,+) ∼= (R

+
, ·). Èçîìîð�íû ëè ãðóïïû

(R
+
, ·) è (R

∗
, ·)?2.1.6. (Ó) à) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû (Q,+) è (Q

∗
, ·) íå èçîìîð�íû.á) Èçîìîð�íû ëè ãðóïïû (Q,+) è (Z,+)?2.1.7. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà (C

∗
, ·) èçîìîð�íà ïîäãðóïïå ìàòðèöèç GL2(R) âèäà ( a b

−b a

).2.1.8. (È) Âûäåëèòü â ñëåäóþùåì ñïèñêå ãðóïï êëàññû èçîìîð�-íûõ ãðóïï:
(Z,+), (nZ,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q

∗
, ·), (R

∗
, ·), (C

∗
, ·),UT2(A), ãäå A � îäíî èç êîëåö Z, Q, R, C,

E(A) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
{πa | a ∈ A}, ãäå A � îäíî èç êîëåö Z, Q, R.2.1.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðóïïå âûïîëíåíî òîæäåñòâî x2 = 1,òî ýòà ãðóïïà àáåëåâà.2.1.10.∗ Ïóñòü G � íåíóëåâàÿ àääèòèâíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííûõ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî â êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå ñîäåðæèòñÿëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî G ∼= Z.2.1.11. Ïóñòü δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

. Äëÿ êàæäîé ïîäñòàíîâêè σ ñòå-ïåíè n îïðåäåëèì ìàòðèöó Aσ = (δiσ(j)). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîéïîäãðóïïû G ãðóïïû Sn ìíîæåñòâî ìàòðèö {Aσ |σ∈G} îáðàçóåò ïîä-ãðóïïó ãðóïïû GLn(Z), èçîìîð�íóþ ãðóïïå G.2.1.12. Äîêàçàòü, ÷òî Dn(F ) ∼= F ∗ × F ∗ . . .× F ∗ (n ðàç).2.1.13. Êàæäóþ èç óêàçàííûõ íèæå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïïðàçëîæèòü â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íååäèíè÷íûõ ãðóïï:à) C6, á) C
∗, â) GLn(R), ãäå n � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.2.1.14. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû (Qp,+) è (Qq,+) íå èçîìîð�íûäëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, q.



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäãðóïïû 312.1.15. (Ó) Èçîìîð�íû ëè ãðóïïû (Cp∞ , ·) è (Cq∞ , ·) äëÿ ðàç-ëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q?2.1.16. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû GL2(Q), ñîñòîÿùàÿ èçìàòðèö âèäà ( a b
2b a

), èçîìîð�íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ÷è-ñåë ({a+ b
√

2 | a, b ∈ Q, a2 + b2 6= 0}, ·).2.1.17. à) Äîêàçàòü, ÷òî âñå ãðóïïû ïîðÿäêà < 6 àáåëåâû.á) Äîêàçàòü, ÷òî íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 6 èçîìîð�íà ñèììåò-ðè÷åñêîé ãðóïïå S3.2.1.18. Ýëåìåíò [x, y] ⇀↽ xyx−1y−1 íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîìýëåìåíòîâ x, y äàííîé ãðóïïû. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå âûïîë-íÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:à) (Ó) [x, y]−1 = [y, x]; á) [xy, z] = x[y, z]x−1[x, z];â) [z, xy] = [z, x]x[z, y]x−1.2.1.19. Ëþáóþ ãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïîèä îòíî-ñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ êîììóòàòîðà [, ].à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî ãðóïïîèä (G, [, ])åñòü êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà.á) Âûÿñíèòü, âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. (C)â) Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïîèä (S3, [, ]) êîììóòàòèâíûì èÿâëÿåòñÿ ëè îí ïîëóãðóïïîé.2.1.20. à) Äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâûé äèñòðèáó-òèâíûé çàêîí [xy, z] = [x, z][y, z] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåéâûïîëíÿåòñÿ ëåâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí [z, xy] = [z, x][z, y]. (C)á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðóïïåG âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî [[x, y], z] =
1, òî â G âûïîëíÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû, óêàçàííûå â ï. à).â) Ïðèâåñòè ïðèìåð ãðóïïû, â êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
[[x, y], z] = 1.ã)∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð íåàáåëåâîé ãðóïïû, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿòîæäåñòâî [[x, y], z] = 1.2.2 Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà,ïîäãðóïïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ2.2.1. à) Íàéòè âñå áàçèñû ãðóïïû (Z,+), ñîñòîÿùèå èç äâóõýëåìåíòîâ;á) Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ãðóïïû (Z,+), ñîñòîÿùèé èç n ýëå-ìåíòîâ, ãäå n ∈ N, n > 2.



32 �ðóïïû2.2.2. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà (Cp∞ , ·) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïî-ðîæäåííîé.2.2.3. à) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà (Q,+) ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì
{ 1

n
| n ∈ N}.á) (Ó) ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà (Q,+) êîíå÷íî ïîðîæäåííîé?â)∗ Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè áàçèñ ãðóïïû (Q,+).2.2.4. Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè áàçèñ ãðóïïû (Q

∗
, ·).2.2.5.∗ Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè â ãðóïïå (Qp, ·): à) êîíå÷íîå ïî-ðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, á) áàçèñ.2.2.6. Ïóñòü m,n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, m ≤ n, è α1, . . . , αm �ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. �àññìîòðèì ýëåìåíò èç Sn,êîòîðûé ïåðåâîäèò α1 â α2, α2 â α3 è òàê äàëåå, αm−1 � â αm è αm� â α1. Òàêîé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû m è îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç (α1α2 . . . αm).Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû Sn ïðåäñòàâèì â âèäå ïðî-èçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, ò.å. öèêëîâ, êàæäàÿ ïàðà êîòîðûõ íåèìååò îáùèõ ïåðåìåùàåìûõ ýëåìåíòîâ.2.2.7. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿáàçèñîì ãðóïïû S6:à) {(12), (34), (56), (23)(45)};á) {(12), (34), (123)(456)};â) {(12), (23), (24)(156)}.2.2.8. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ:à) ìíîæåñòâîì âñåõ òðàíñïîçèöèé íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n},á) ìíîæåñòâîì {(12), (13), . . . , (1n)},â) ìíîæåñòâîì {(12), (123), . . . , (12 · · ·n)},ã) ìíîæåñòâîì {(12), (12 · · ·n)}.2.2.9. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå ìåíåå ÷åì èç

n− 1 òðàíñïîçèöèé, íå ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì ãðóïïû
Sn.2.2.10. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ï, ã) çàäàíèÿ 2.2.8, íàéòè äëÿ n ≥
3: à) êàêîé-íèáóäü áàçèñ ïîëóãðóïïû Tn;á) íàèìåíüøåå ÷èñëî ïðåîáðàçîâàíèé â áàçèñå ïîëóãðóïïû Tn.2.2.11.∗ Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n− 1òðàíñïîçèöèé íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}. ×åðåçG(T ) îáîçíà÷èì ãðà� íàìíîæåñòâå âåðøèí {1, . . . , n}, â êîòîðîì äâå âåðøèíû i è j ñìåæíûòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ij) ∈ T . Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäãðóïïû 33ïîðîæäàåò ãðóïïó Sn â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðà� G(T )ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ò.å. ñâÿçíûì ãðà�îì áåç çàìêíóòûõ ïóòåé.2.2.12. Ïóñòü F � ïîëå. ×åðåç en îáîçíà÷èì åäèíè÷íóþ n × n-ìàòðèöó, à ÷åðåç eij � ìàòðè÷íûå åäèíèöû ïîðÿäêà n. �àññìîòðèì âãðóïïåGLn(F ) ìàòðèöû âèäà tij(α) = en+αeij , d(β) = en+(β−1)enn,ãäå α, β ∈ F , β 6= 0, i 6= j. Ìàòðèöû tij íàçûâàþòñÿ òðàíñâåêöèÿ-ìè. Äîêàçàòü, ÷òîGLn(F ) ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè è ìàòðèöàìè
d(β). (C)2.2.13. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Tn(F ) ïîðîæäàåòñÿ òðàíñâåêöèÿìè
tij(α) ïðè 1 ≤ i < j ≤ n, α ∈ F è äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñíåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.2.2.14. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà UTn(F ) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè òðàíñ-âåêöèÿìè tij(α) ïðè 1 ≤ i < j ≤ n, α ∈ F .2.2.15. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(Z) ïîðîæäàåòñÿ âñåìè ìàòðè-öàìè en + eij ïðè 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j.2.2.16. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(Z) ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ìàòðè-öàìè en + e12 è e12 + e23 + . . . en−1,n + (−1)n−1en1.2.2.17. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû Gáóäåò ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy−1 ∈ H äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ H .2.2.18. Ïóñòü A,B � ïðîèçâîëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Äîêà-çàòü, ÷òîà) (Ó) A ∩B åñòü ïîäãðóïïà â G,á) A ∪B ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊆ Bèëè B ⊆ A,â) AB ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AB=BA,ã)∗ åñëè A, B � êîíå÷íûå ïîäãðóïïû, òî |AB|·|A∩B|= |A|·|B|.2.2.19. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÷åòâåðòîãî ïî-ðÿäêà åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï âòîðîãîïîðÿäêà. (C)2.2.20. (Ó) à) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõïîäãðóïï ãðóïïû (Q,+) åñòü íåíóëåâàÿ ïîäãðóïïà.á) Ñïðàâåäëèâî ëè òàêîå æå óòâåðæäåíèå äëÿ ãðóïïû (R,+)?2.2.21. Óêàçàòü âñå ýëåìåíòû ïîäãðóïï:à) ãðóïïû (Z,+), ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè {2}, {3, 4}, {15, 9},á) ãðóïïû C

∗, ïîðîæäåííûõ ìíîæåñòâàìè {i}, {− 1
2 +

√
3

2 i}, {2, i}.2.2.22. ×åðåç e îáîçíà÷èì åäèíèöó ãðóïïû S4. Îïðåäåëèòü, áóäóòëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê ïîäãðóïïàìè ãðóïïû S4:à) {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)};



34 �ðóïïûá) {e, (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234), (1432)}.2.2.23. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïûÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé (ð. ñ ñèòóàöèåé äëÿ ïîëóãðóïï, ñì. çàäàíèå1.2.8).2.2.24. Ïóñòü G = 〈a〉 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Íàéòèâñå åå ïîäãðóïïû ïðèà) n = 24, á) n = 100, â) n = 360,ã) n = 125, ä) n = pm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.2.2.25.ÏóñòüG = 〈a〉� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü,÷òîà) ýëåìåíòû ak è al èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ÍÎÄ(k, n) = ÍÎÄ(l, n),á) ýëåìåíò ak ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû G òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà k è n âçàèìíî ïðîñòû,â) âñÿêàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì âèäà ad,ãäå d äåëèò n,ã) äëÿ âñÿêîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîä-ãðóïïà H ãðóïïû G ïîðÿäêà d.2.2.26. à) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
Cp∞ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.á) (Ó) Èç óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ è çàäàíèÿ 2.2.2 âû-âåñòè, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç Cp∞ ïîðîæäàåò öèêëè-÷åñêóþ ïîäãðóïïó.2.2.27. à) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n ãðóïïû C

∗ñîâïàäàåò ñ Cn.á)∗ Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîéãðóïïû ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.2.2.28. à) (Ó) Ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè äâóõ êî-íå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.á) Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì êðèòåðèåì, íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�-íîñòè äâóõ öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. (C)2.2.29. Ïóñòü ýëåìåíò g ∈ Sn ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿíåçàâèñèìûõ öèêëîâ:
g = (α11 . . . α1k1

)(α21 . . . α2k2
) . . . (αm1 . . . αmkm

),ãäå {α11, . . . , α1k1
, α21, . . . , α2k2

, αm1, . . . , αmkm
} = {1, 2, . . . , n} è k1, . . . , km ≥

1, è ïóñòü
h =

(
α11 . . . α1k1

α21 . . . α2k2
. . . αm1 . . . αmkm

β11 . . . β1k1
β21 . . . β2k2

. . . βm1 . . . βmkm

)



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäãðóïïû 35� ýëåìåíò èç Sn. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà â Sn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
hgh−1 = (β11 . . . β1k1

)(β21 . . . β2k2
) . . . (βm1 . . . βmkm

).2.2.30. Ýëåìåíò a ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñ ýëåìåí-òîì b ýòîé ãðóïïû, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ G òàêîé, ÷òî a = xbx−1.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòíîøåíèå "áûòü ñîïðÿæåííûì" ÿâëÿåòñÿ îò-íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ëþáîé ãðóïïå.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîïðÿæåííûå ýëåìåíòû ãðóïïû èìåþò îäèíà-êîâûå ïîðÿäêè.â) Ïðîâåðèòü, ÷òî äâà ýëåìåíòà èç Sn ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî öèêëîâ êàæäîé äëèíû âñâîèõ ðàçëîæåíèÿõ â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.2.2.31. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ϕ � èçîìîð�èçì ãðóïïû G íà ãðóï-ïó H , òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G ýëåìåíòû g è ϕ(g) èìåþò îäèíàêîâûåïîðÿäêè.2.2.32.Íàéòè ïîðÿäêè ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîéãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö:à) ( 0 1
1 0

), á) ( 0 −1
−1 0

), â) ( 1 1
0 1

), ã) ( −1 −1
2 1

).2.2.33. Íàéòè ïîðÿäêè ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ãðóïï:à) ( 1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)

∈ S5; á) ( 1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 1 6

)

∈ S6;â) −
√

3
2 + 1

2 i ∈ C
∗; ã) 1√

2
− 1√

2
i ∈ C

∗;ä)  0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0




 ∈ GL4(R); å) ( 0 i

1 0

)

∈ GL2(C);æ) ( −1 a
1 0

)

∈ GL2(C).2.2.34. Íàéòè ïîðÿäêè ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S8:à) (12345678), á) (2345)(1678), â) (12345)(678), ã) (123)(45)(78).2.2.35. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ãðóïïå S8.2.2.36.Îïðåäåëèòü, ýëåìåíòû êàêèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò ñîäåðæàòüñÿâ ãðóïïàõ: à) Z4, á) Z5, â) Z8, ã) S3, ä) S4.2.2.37. Ïóñòü A5 � ïîäãðóïïà âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ãðóïïû
S5. Äîêàçàòü, ÷òî A5 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6, õîòÿ 6 äåëèòïîðÿäîê A5.



36 �ðóïïû2.2.38. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ âûïîëíÿþòñÿâ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3: à) x6 = 1, á) [[x, y], z] = 1, â) [x2, y2] = 1.2.2.39. à) Íàéòè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ ÷èñëà 2 â ìóëüòèïëèêà-òèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Zp äëÿ p = 3, 5, 7, 11.á) Îïðåäåëèòü, â êàêèõ èç ãðóïï, óêàçàííûõ â ï. à), êëàññ âû÷åòîâ÷èñëà 2 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì.2.2.40. à) (Ó) Îáúÿñíèòü, ÷òî â ãðóïïå C
∗ êàæäûé ýëåìåíò êî-íå÷íîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäóëü, ðàâíûé 1.á) Òî, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ èç ï. à), íåâåðíî,äåìîíñòðèðóåò, íàïðèìåð, ÷èñëî 3

5 + 4
5 i; óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ÷èñëî åñòüýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå C

∗.â) (Ó) Òî, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ èç ï. à),íåâåðíî, ìîæíî îáúÿñíèòü è íå ïðèâîäÿ êîíòðïðèìåðà; ïðèâåñòè ñî-îòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ.2.2.41. à) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãðóïïå ñ åäèíèöåé e ýëåìåíòû aè b èìåþò êîíå÷íûå ïîðÿäêè è ab = ba, 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈e〉, òî ab èìååòïîðÿäîê, ðàâíûé íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ a è b.á) (Ó) Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â ï. à) óòâåðæäåíèå, óáåäèòüñÿ, ÷òîïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-ìûõ öèêëîâ, ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äëèí ýòèõ öèêëîâ.â) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî öèêëè÷å-ñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà mn èçîìîð�íà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ öèêëè-÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà m è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n.2.2.42.Ïóñòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà x ãðóïïû ðàâåí n, ãäå n ∈ N. Íàé-òè ïîðÿäîê ýëåìåíòà xk äëÿ ëþáîãî k ∈ N.2.2.43. Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå 〈a〉 ïîðÿäêà n íàéòè âñå ýëåìåíòû
g, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ gk = 1, è âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà k ïðèà) n = 24, k = 6, á) n = 24, k = 4, â) n = 100, k = 20,ã) n = 100, k = 5, ä) n = 100, k = 6, å) n = 100, k = 7.2.2.44. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà pm â öèêëè÷åñêîé ãðóïïåïîðÿäêà pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, 0 < m ≤ n.2.2.45. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â êîíå÷íîé ãðóïïå èìååòñÿ èíâîëþ-öèÿ (ýëåìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà), òî ÷èñëî èíâîëþöèé â ýòîé ãðóïïåíå÷åòíî.2.2.46. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è d(G) � íàèìåíüøåå ñðåäèíàòóðàëüíûõ ÷èñåë s òàêèõ, ÷òî gs = 1 äëÿ âñÿêîãî g ∈ G (ïåðèîäãðóïïû G). Äîêàçàòü, ÷òîà) ïåðèîä ãðóïïû G äåëèò åå ïîðÿäîê è ðàâåí íàèìåíüøåìó îá-ùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäãðóïïû 37á) åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ G ïîðÿäêà
d(G),â) êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà åå ïåðèîä è ïîðÿäîê ñîâïàäàþò.2.2.47.∗ Âûÿñíèòü, âåðíî ëè äëÿ íåàáåëåâûõ ãðóïï óòâåðæäåíèå,àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ ï. á) çàäàíèÿ 2.2.46.2.2.48. �ðóïïà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè êàæäàÿ åå öèêëè-÷åñêàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íà.à) Ïðèâåñòè ïðèìåðû àáåëåâîé è íåàáåëåâîé áåñêîíå÷íûõ ïåðèî-äè÷åñêèõ ãðóïï.á) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîäïîëóãðóïïà ïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû ÿâ-ëÿåòñÿ åå ïîäãðóïïîé.2.2.49.Ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõåå ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.à) Äîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿïîäãðóïïîé.á) Íàéòè ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü ãðóïï C∗ è Dn(C).2.2.50. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àáåëåâà ãðóïïà G èìååò ýëåìåíòû áåñ-êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è âñå îíè ïðèíàäëåæàò ïîäãðóïïå H , òî H = G.2.2.51. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, g ∈ G. Íàéòè ñìåæíûéêëàññ gH â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:à) G = (R

∗
, ·), H = R

+
, g = −3;á) G = (R

∗
, ·), H = {−1, 1}, g = −3;â) G = (C

∗
, ·), H = R

+
, g = 1− i;ã) G = (C

∗
, ·), H = {z ∈ C

∗ | |z| = 1}, g = 1 + i.2.2.52. Íàéòè ëåâûé è ïðàâûé ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G=S3:à) ïî ïîäãðóïïå H , ïîðîæäåííîé öèêëîì (12), äëÿ ýëåìåíòà g =
(13),á) ïî ïîäãðóïïå H , ïîðîæäåííîé öèêëîì (13), äëÿ ýëåìåíòà g =
(123).2.2.53. Íàéòè âñå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû (Z,+):à) ïî ïîäãðóïïå 3Z, á) ïî ïîäãðóïïå nZ.2.2.54. Íàéòè âñå ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû C

∗:à) ïî ïîäãðóïïå R
+, á) ïî ïîäãðóïïå {z ∈ C

∗ | |z| = 1}.Îõàðàêòåðèçîâàòü ýòè ðåçóëüòàòû â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ (îò-íîñÿùèõñÿ ê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).2.2.55. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿëåâàÿ êîíãðóýíöèÿ íà ãðóïïå G (îïðåäåëåíèå ñì. â çàäàíèè 1.3.13)



38 �ðóïïûîïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå G íà ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî íåêîòîðîé ååïîäãðóïïå H , è îáðàòíî � ëþáîå ðàçëîæåíèå G íà ëåâûå ñìåæíûåêëàññû ïî íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå îïðåäåëÿåò ëåâóþ êîíãðóýíöèþ íàãðóïïå G.2.3 �îìîìîð�èçìû è �àêòîðãðóïïû2.3.1. (Ó) Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé ϕ ãðóï-ïû (Z,+) â ñåáÿ ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîð�èçìàìè:à) ϕ(x) ⇀↽ 3x; á) ϕ(x) ⇀↽ 3x+ 2;â) ϕ(x) ⇀↽ x3; ã) ϕ(x) ⇀↽ 0.2.3.2. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé
ϕ : (C

∗
, ·) −→ (R

∗
, ·) ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîð�èçìàìè:à) ϕ(z) ⇀↽ |z|; á) ϕ(z) ⇀↽ 2|z|; â) ϕ(z) ⇀↽ 1

|z| ;ã) ϕ(z) ⇀↽ 1 + |z|; ä) ϕ(z) ⇀↽ |z|2; å) ϕ(z) ⇀↽ 1;æ) ϕ(z) ⇀↽ 2.2.3.3. (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ãðóïïû G â ñåáÿ, îïðå-äåëåííîå ïðàâèëîì ϕ(x) ⇀↽ x−1, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà G àáåëåâà.2.3.4. Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ãðóïïû G,÷òîáû îòîáðàæåíèå ϕ : G −→ G, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì ϕ(x) ⇀↽ x2,áûëî à) ýíäîìîð�èçìîì, á) àâòîìîð�èçìîì.2.3.5. Íàéòè âñå ãîìîìîð�èçìûà) èç ãðóïïû (Z,+) â ãðóïïó (Zn,+),á) èç ãðóïïû (Z15,+) â ãðóïïó (Z3,+),â) èç ãðóïïû (Z7,+) â ãðóïïó (Z3,+).2.3.6. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîð-�èçìàìè è íàéòè èõ ÿäðà:à) ϕ : Q
∗ −→Q

+
, ϕ(x) ⇀↽ |x|;á) ϕ : C

∗ −→ R
∗
, ϕ(x) ⇀↽ |x|;â) ϕ : GLn(F ) −→ F ∗, ϕ(X) ⇀↽ det(X);ã) ϕ : R −→ {z ∈ C

∗ | |z| = 1}, ϕ(x) ⇀↽ cosx+ i sinx;ä) ϕ : C
∗ −→ C

∗, ϕ(z) ⇀↽ zn.2.3.7. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Tn(K) −→ Dn(K), ñîïîñòàâëÿ-þùåå êàæäîé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, íà ãëàâ-íîé äèàãîíàëè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû èñ-õîäíîé ìàòðèöû, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì, è íàéòè åãî ÿäðî.



�îìîìîð�èçìû è �àêòîðãðóïïû 392.3.8. Äëÿ ãðóïïû G ìíîæåñòâî
Z(G) = {z ∈ G | az = za äëÿ ëþáîãî a ∈ G}íàçûâàåòñÿ åå öåíòðîì.à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíîé ïîä-ãðóïïîé.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåàáåëåâîé ãðóïïû ñ íååäèíè÷íûì öåíòðîì.â) Äîêàçàòü, ÷òî �àêòîðãðóïïà ãðóïïû ïî åå öåíòðó íå ìîæåòáûòü íååäèíè÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.ã) Óáåäèòüñÿ, ÷òî �àêòîðãðóïïà ãðóïïû UT3(Z) ïî åå öåíòðóÿâëÿåòñÿ íååäèíè÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé.2.3.9. à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïàíîðìàëüíà.á)∗ Âûÿñíèòü, âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. (C)2.3.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê îáðà-çóåò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.2.3.11. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(F ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîä-ãðóïïîé â ãðóïïå GLn(F ) íàä ïîëåì F .2.3.12. Äîêàçàòü, ÷òîà) �àêòîðãðóïïà Qp/Z èçîìîð�íà ãðóïïå Cp∞ ,á) �àêòîðãðóïïà Cp∞/Cp èçîìîð�íà ãðóïïå Cp∞ .2.3.13. Îõàðàêòåðèçîâàòü �àêòîðãðóïïû (óêàçàâ èçîìîð�íûå èìàääèòèâíûå èëè ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû ÷èñåë)à) (R

∗
, ·) ïî (R

+
, ·), á) (C

∗
, ·) ïî ({z ∈ C

∗ | |z| = 1}, ·),â) (C
∗
, ·) ïî (Cn, ·), ã) (R

∗
, ·) ïî ({−1, 1}, ·),ä) (C,+) ïî (R,+), å) (R,+) ïî (Z,+),æ) (Q,+) ïî (Z,+).2.3.14. Ïóñòü G = UT3(F ), ãäå F � ïîëå, H � ïîäìíîæåñòâî

G, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðèö âèäà  1 0 b
0 1 0
0 0 1



. Äîêàçàòü, ÷òî H �íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è ÷òî �àêòîðãðóïïà G/H àáåëåâà.2.3.15. Äîêàçàòü, ÷òî UTn(K) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïûTn(K) è íàéòè �àêòîðãðóïïó Tn(K)/UTn(K).2.3.16. ×åðåç e îáîçíà÷èì åäèíèöó ãðóïïû S4 è ðàññìîòðèì ìíî-æåñòâî ïîäñòàíîâîê H = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Äîêàçàòü,÷òî H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â S4 è S4/H ∼= S3.



40 �ðóïïû



�ëàâà 3Êîëüöà3.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçì3.1.1. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ÷èñëîâûõ ìíî-æåñòâ ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíî-æåíèÿ ÷èñåë (ïðè îòâåòàõ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîäÿùèìè çàäàíèÿìèèç ��1.1, 2.1) è êàêèå èç âûÿâëåííûõ êîëåö îêàçûâàþòñÿ ïîëÿìè:à) Z; á) Q; â) R; ã) C;ä) ìíîæåñòâî ÷èñòî ìíèìûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;å) {x = a+ b
√

2 | a, b ∈ Z}; æ) {x = a+ b 3
√

2 | a, b ∈ Z};ç) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íåñîêðàòè-ìîé äðîáüþ çíàìåíàòåëè äåëÿò �èêñèðîâàííîå ÷èñëî n∈N;è) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íåñîêðàòè-ìîé äðîáüþ çíàìåíàòåëè íå äåëÿòñÿ íà �èêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî
p; ê) Qp;ë) {x = a+ b 3

√
2 + c 3

√
4 | a, b ∈Q};ì) {x = a+ bi | a, b ∈ Z};í) {x = a+ bi | a, b ∈ Q}.3.1.2. Âûÿñíèòü, êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ìàòðèö îáðàçóþòêîëüöî îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è êàêèå èçâûÿâëåííûõ êîëåö îêàçûâàþòñÿ ïîëÿìè:à) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ n× n-ìàòðèö;41



42 Êîëüöàá) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ n× n-ìàòðèö;â) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ n× n-ìàòðèö;ã) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ n× n-ìàòðèö (n ≥ 2), ó êîòîðûõ äâåïîñëåäíèå ñòðîêè � íóëåâûå;ä) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà ( x y
dy x

), ãäå d � �èêñèðîâàííîåöåëîå ÷èñëî, x, y ∈ Z;å) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà ( x y
dy x

), ãäå d � �èêñèðîâàííîåðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, x, y ∈ Q; (C)æ) ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà ( x y
dy x

), ãäå d � �èêñèðîâàííîåâåùåñòâåííîå ÷èñëî, x, y ∈ R;ç) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö âèäà ( z w
−w z

);è) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âèäà






x −y −z −t
y x −t z
z t x −y
t −z y x






.3.1.3. Ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿìíîæåñòâî A−̇B = (A\B) ∪ (B\A).Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX ìíîæåñòâî P(X) ÿâëÿåòñÿêîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé âçÿòèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè èïåðåñå÷åíèÿ.3.1.4. (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âåùåñòâåí-íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïå-ðàöèé ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçîìîð�èçì 433.1.5. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå êîëüöî.à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíîèñõîäíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è íîâîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, çàäàííîéïðàâèëîì x ◦ y = xy − yx.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöà K, äëÿ êîòîðîãî îïåðàöèÿ ◦ íåàññî-öèàòèâíà.â) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîãî êîëüöà K, äëÿ êîòîðîãîîïåðàöèÿ ◦ àññîöèàòèâíà.3.1.6. Âûïîëíèòü çàäàíèÿ, àíàëîãè÷íûå çàäàíèÿì 3.1.5, äëÿ îïå-ðàöèè ∗, çàäàííîé ïðàâèëîì x ∗ y = xy + yx.3.1.7. (È) Îïèñàòü âñå 3-ýëåìåíòíûå àññîöèàòèâíûå êîëüöà.3.1.8. à) Ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñóììà ýëåìåí-òîâ åå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ
n× n-ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïå-ðàöèè ◦, îïèñàííîé â çàäàíèè 3.1.5 à).á) Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ
n× n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ◦, îïèñàííîéâ çàäàíèè 3.1.5 à).â) Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ n×
n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗, îïèñàííîé âçàäàíèè 3.1.6 à).3.1.9. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, K � ïðîèçâîëüíîåêîëüöî. ×åðåç F(X,K) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç Xâ K. Îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà �óíêöèÿõ èç
F(X,K) ïîòî÷å÷íî: äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F(X,K) ïîëîæèì (f + g)(x) ⇀↽
f(x) + g(x), (fg)(x) ⇀↽ f(x)g(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ X . Ïðîâåðèòü, ÷òîîòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî F(X,K) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.3.1.10. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ �óíêöèé èç Râ R îáðàçóþò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ â çàäàíèè 3.1.9:à) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, íåïðå-ðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b];á) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, èìåþùèõíà ïðîìåæóòêå (a, b) âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ;â) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, îáðàùà-þùèõñÿ â íóëü íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå D ⊆ R.3.1.11. (È) Ëþáóþ àääèòèâíóþ àáåëåâó ãðóïïó A ìîæíî ïðåâðà-òèòü â àññîöèàòèâíîå êîëüöî ââåäåíèåì ïîäõîäÿùåãî óìíîæåíèÿ, íà-ïðèìåð ïîëàãàÿ xy = 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Âûÿñíèòü, ëþáóþ ëè



44 Êîëüöàïîëóãðóïïó ñ íóëåì ìîæíî ïðåâðàòèòü â àññîöèàòèâíîå êîëüöî ââå-äåíèåì ïîäõîäÿùåãî ñëîæåíèÿ.3.1.12. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå Q íå èçîìîð�íî íè ïîëþ R, íèïîëþ C.3.1.13. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì íåîòðèöàòåëüíîì öåëîì dêîëüöî èç çàäàíèÿ 3.1.2 ä) èçîìîð�íî êîëüöó
Z(
√
d) ⇀↽ {a+ b

√
d | a, b ∈ Z}.á) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì îòðèöàòåëüíîì öåëîì d êîëüöî èççàäàíèÿ 3.1.2 ä) èçîìîð�íî êîëüöó

Z(
√
d) ⇀↽ {a+ b

√
−di | a, b ∈ Z},ñîñòîÿùåìó èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.â) �àçáèòü íà êëàññû èçîìîð�íûõ êîëåö êîëüöà èç çàäàíèÿ 3.1.2 å)ïðè âñåâîçìîæíûõ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ d.3.1.14. Íàéòè âñå äåëèòåëè íóëÿ â ñëåäóþùèõ êîëüöàõ:à) Z9; á) Z12; â) Z8; ã) Z.3.1.15. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ d êîëüöî, îïðåäåëåííîå âï. ä) çàäàíèÿ 3.1.2, íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.3.1.16. Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå âñåõ ìàòðèö äàííîãî ïîðÿäêà íàäïðîèçâîëüíûì ïîëåì íåíóëåâûå âûðîæäåííûå ìàòðèöû è òîëüêî îíèÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.3.1.17.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî íå èìå-åò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíî èìååò åäèíèöó è âñå åãî íåíóëåâûå ýëåìåí-òû îáðàòèìû. (C)3.1.18. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé e, a � ýëå-ìåíò èç K. Ýëåìåíò a èç K íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè an = 0äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò, òî ýëåìåíò e+ aîáðàòèì.3.1.19. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, âñå äåëèòåëè íóëÿ è âñåíèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû â ñëåäóþùèõ êîëüöàõ:à) Zn;á) Zpn , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî;â) M2(R).3.1.20. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíè-öåé è ïóñòü f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n ∈ K[x]. Äîêàçàòü ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçîìîð�èçì 45à) f(x) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà a0 � îáðàòèìûé ýëåìåíò, à a1, . . . , an � íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû;á) f(x) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì ýëåìåíòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà a0, a1, . . . , an � íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû;â) f(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-ùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò a êîëüöà K òàêîé, ÷òî af(x) = 0.3.1.21. Ïóñòü K1, K2, . . . , Kn � êîëüöà. Ïðîâåðèòü, ÷òî äåêàðòî-âî ïðîèçâåäåíèå K1 ×K2 × · · · ×Kn ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíîïîêîìïîíåíòíî îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé:
(r1, g2, . . . , rn) + (s1, s2, . . . , sn) ⇀↽ (r1 + s1, r2 + s2, . . . , rn + sn),

(r1, r2, . . . , rn) · (s1, s2, . . . , sn) ⇀↽ (r1s1, r2s2, . . . , rnsn)äëÿ âñåõ ri, si ∈ Ki, i = 1, 2, . . . , n.Êîëüöî K1×K2× · · ·×Kn íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîëåö
K1, K2, . . . , Kn.3.1.22. (Ó) ÏóñòüK = K1×K2× . . .×Kn. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõóñëîâèÿõ íà êîëüöà K1, K2, . . . , Kn êîëüöî K:à) êîììóòàòèâíî, á) àññîöèàòèâíî,â) èìååò åäèíèöó, ã) áóäåò ïîëåì.3.1.23. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n èìååò êàíîíè÷å-ñêîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè n = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm

m , òî êîëüöîâû÷åòîâ Zn èçîìîð�íî êîëüöó
Z

p
k1
1

×Z
p

k2
2

× . . .×Z
p

km

2

.3.1.24. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |X|=n, K� ïðîèçâîëüíîå êîëüöî. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî F(X,K), îïðåäåëåííîåâ çàäàíèè 3.1.9, èçîìîð�íî êîëüöó K×K×. . .×K
︸ ︷︷ ︸

n ðàç .3.1.25. (Ó) Îõàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëå-ìåíòîâ êîëåö Kià) âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
K1 ×K2 × . . .×Kn,á) âñå äåëèòåëè íóëÿ â K1 ×K2 × . . .×Kn,â) âñå íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû â K1 ×K2 × . . .×Kn.



46 Êîëüöà3.2 Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà,ïîäêîëüöà3.2.1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ êîëåö èìååò áàçèñ èíàéòè îäèí èç áàçèñîâ ýòîãî êîëüöà: à)Z, á)Z×Z, â)Z[x], ã)M2(Z), ä)Mn(Z), å)M2(Z[x]).3.2.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êîëüöî Zèìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç n ýëåìåíòîâ.3.2.3. à) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Q íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-íûì.á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî { 1
p
| p�ïðîñòîå ÷èñëî} ÿâëÿåòñÿ áàçè-ñîì êîëüöà Q.3.2.4. (Ó) Íàéòè âñå ïîäêîëüöà ñëåäóþùèõ êîëåö: à) Z, á) Z3,â) Z9, ã) Z12.3.2.5. Íàéòè âñå ïîäêîëüöà êîëüöà Z3 ×Z3.3.2.6. à) Âûÿñíèòü, ìîæåò ëè êîëüöî áûòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìîáúåäèíåíèåì äâóõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäêîëåö.á) (Ó) Ïðîâåðèòü, ÷òî êîëüöîZ2×Z2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìîáúåäèíåíèåì òðåõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäêîëåö.3.2.7. à) Äîêàçàòü, ÷òî â êîììóòàòèâíîì àññîöèàòèâíîì êîëüöåïîäêîëüöî, ïîðîæäåííîå äâóìÿ êîíå÷íûìè ïîäêîëüöàìè, ñàìî êîíå÷-íî. á)∗ Âûÿñíèòü, âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ï. à) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àñ-ñîöèàòèâíûõ êîëåö.3.2.8. Íàéòè ïîäêîëüöà êîëüöà M2(Z), ïîðîæäåííûå ñëåäóþùè-ìè ìàòðèöàìè:a) ( 1 0

0 −1

)

; á) ( 1 1
0 1

)

; â) ( 0 1
0 0

)

,

(
1 0
0 1

)

.3.2.9. (Ó) ×åðåç K îáîçíà÷èì ïîäêîëüöî êîëüöà R, ïîðîæäåííîå÷èñëàìè 1, π. Óáåäèòüñÿ, ÷òî K ∼= Z[x]. (C)3.2.10. Íàéòè â êîëüöå Z[x] ïîäêîëüöà, ïîðîæäåííûå ñëåäóþùè-ìè ìíîãî÷ëåíàìè: à) x; á) x2, x3; â) x, x2 + 2; ã) x2, x5.3.2.11. Íàéòè ïîäêîëüöà êîëüöà R, ïîðîæäåííûå ñëåäóþùèìèìíîæåñòâàìè: à) {2, 3}; á) {1,√2}; â) {1,√2,
√

3}.3.2.12. Ïóñòü K � êîíå÷íî ïîðîæäåííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî.Âûÿñíèòü, áóäóò ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè ñëåäóþùèå êîëüöà: à)
K ×K; á) K[x]; â)∗ Mn(K). (C)



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäêîëüöà 473.2.13. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöà R è C íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûìè.3.2.14.Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî �óíêöèé F(X,K), ââåäåííîå â çàäà-íèè 3.1.9, êîíå÷íî ïîðîæäåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X êîíå÷íîè K êîíå÷íî ïîðîæäåíî. (C)3.2.15. Ýëåìåíò a êîëüöà K íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè ax =
xa äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîëüöàíàçûâàåòñÿ åãî öåíòðîì è îáîçíà÷àåòñÿ Z(K).à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ëþáîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ÿâëÿ-åòñÿ åãî ïîäêîëüöîì.á) Íàéòè öåíòð êîëüöà Mn(R).â) Äîêàçàòü, ÷òî Z(K1 ×K2) = Z(K1)× Z(K2).3.2.16. (Ó) à) Âñïîìèíèâ ðåçóëüòàò ï. à) çàäàíèÿ 3.2.4, óáåäèòü-ñÿ, ÷òî â êîëüöå Z ëþáîå ïîäêîëüöî ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.á) Óêàçàòü èäåàë ïîëóãðóïïû (Z, ·), íå ÿâëÿþùèéñÿ èäåàëîì êîëü-öà Z.3.2.17.∗ Íàéòè âñå èäåàëû êîëüöà ìàòðèö Mn(Z) äëÿ n = =
2, 3, . . .. (C)3.2.18. à) Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ F [x] íàä ïîëåì
F êàæäûé íåíóëåâîé èäåàë ïðåäñòàâèì â âèäå f(x)F [x], ãäå f(x) �íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 1.á) Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ìíîãî÷ëåí f(x) îïðåäåëÿòüñÿ èñõîäíûìèäåàëîì îäíîçíà÷íî.3.2.19.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè èäåàë I êîëüöà R ñîäåðæèò îáðàòèìûéýëåìåíò, òî I = R.3.2.20. Âûÿñíèòü, îáðàçóþò ëè èäåàë íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû ñëå-äóþùèõ êîëåö: à) Z9; á) Z12; â) Z16.3.2.21. à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì êîëüöå K ìíîæåñòâî {a ∈
K | ax = xa = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ K} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Ýòîò èäåàëíàçûâàåòñÿ àííóëÿòîðîì êîëüöà K.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöàK, àííóëÿòîð êîòîðîãî îòëè÷åí îò {0}è K.3.2.22. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî.à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ êîëü-öà K îáðàçóåò èäåàë. Ýòîò èäåàë íàçûâàåòñÿ íèëüðàäèêàëîì êîëüöà
K. á) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöà K, íèëüðàäèêàë êîòîðîãî ñîâïàäàåòñ àííóëÿòîðîì è îòëè÷åí îò {0} è K.



48 Êîëüöàâ) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöà K, íèëüðàäèêàë êîòîðîãî îòëè÷åí îòàííóëÿòîðà K.ã) Ïóñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ êîëüöà K îòëè÷íîîò {0}. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íóëÿ è âñåõ äåëèòåëåéíóëÿ êîëüöà K, îáðàçóåò èäåàë.3.2.23. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå èìååò íåòðèâè-àëüíûõ èäåàëîâ. Äîêàçàòü, ÷òî àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöîñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòüïîëå. (C)3.2.24.∗ à) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Mn(F ) íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿïðîñòûì. (C)á) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî âñåõ âåêòîðîâ îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà (ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.3.2.25. Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè I ⊂ Rè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî èäåàëà J , ÷òî I ⊂ J ⊂ R. Íàéòè âñå ìàêñè-ìàëüíûå èäåàëû:à) (Ó) êîëüöà Z;á) êîëüöà Z×Z;â) êîëüöà âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ 2× 2-ìàòðèö ñ îáû÷-íûìè îïåðàöèÿìè ìàòðè÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;ã)∗ êîëüöà âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ 2 × 2-ìàòðèö ñ îïå-ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è ◦ (ñì. çàäàíèå 3.1.5);ä)∗ êîëüöà âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ 2 × 2-ìàòðèö ñ îïå-ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è ∗ (ñì. çàäàíèå 3.1.6).3.3 �îìîìîð�èçìû è �àêòîðêîëüöà3.3.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ϕ : Z −→ Zn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèåöåëîìó ÷èñëó (íåîòðèöàòåëüíûé) îñòàòîê îò äåëåíèÿ åãî íà n. Äîêà-çàòü, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì êîëåö.3.3.2. Ïóñòü K = R[x] è îòîáðàæåíèå ϕ : K −→ C ñòàâèò â ñîîò-âåòñòâèå ìíîãî÷ëåíó f(x) êîìïëåêñíîå ÷èñëî f(i). Äîêàçàòü, ÷òî ϕ �ãîìîìîð�èçì êîëåö, è íàéòè åãî ÿäðî.3.3.3. Ïóñòü K = Q[x] è îòîáðàæåíèå ϕ : K −→ C ñòàâèò âñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåíó f(x) êîìïëåêñíîå ÷èñëî f(−1/2 + i
√

3/2).Äîêàçàòü, ÷òî ϕ � ãîìîìîð�èçì êîëåö, è íàéòè åãî ÿäðî.3.3.4. Ïóñòü K = Q[x] è îòîáðàæåíèå ϕ : K −→ R ñòàâèò â ñî-îòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåíó f(x) äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî f(
√

2). Äîêàçàòü,



Ìîäóëè è àëãåáðû íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì 49÷òî ϕ � ãîìîìîð�èçì êîëåö, è íàéòè åãî ÿäðî.3.3.5. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî K = Q[x1, x2, . . .] ìíîãî÷ëåíîâ îòñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ èçîìîð�íî ñâîåìó �àêòîðêîëüöó ïîíåíóëåâîìó èäåàëó I = x1K.3.3.6. Ïóñòü K = {a + bi | a, b ∈ Z} � êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ÷èñåë, J = {2z | z ∈ K}. Äîêàçàòü, ÷òî J � èäåàë â K è íàéòèäåëèòåëè íóëÿ â K/J .3.3.7.Ïóñòü F � ïîëå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåíû f, g èç F [x]âçàèìíî ïðîñòû, òî
F [x]/fgF [x] ∼= F [x]/fF [x]× F [x]/gF [x].3.3.8. Ïóñòü F � ïîëå è f ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâñòåïåíè 2 èç F [x]. �àçáèòü íà êëàññû ïîïàðíî èçîìîð�íûõ êîëåöñîâîêóïíîñòü êîëåö F [x]/fF [x] äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà: à) F = C, á)

F = R, â) F = Q, ã) F � êîíå÷íîå ïîëå.3.3.9. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, âñå äåëèòåëè íóëÿ è âñåíèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû â êîëüöå F [x]/f(x)F [x], ãäå F � ïîëå, f(x)� �èêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí.3.3.10. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü K � êîëüöî ñåäèíèöåé, I1 è I2 � òàêèå åãî èäåàëû, ÷òî K = I1 + I2. Äîêàçàòü, ÷òîîòîáðàæåíèå ϕ : x 7→ (x+I1, x+I2) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîð-�èçìîì êîëüöà K íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö K/I1 ×K/I2. (C)3.3.11. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Äîêà-çàòü, ÷òî �àêòîðêîëüöî êîëüöà K ïî åãî íèëüðàäèêàëó (ñì. çàäàíèå3.2.22) íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ.3.3.12. Äîêàçàòü, ÷òî èäåàë I êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �àêòîðêîëüöî R/I ïðîñòîå.3.4 Ìîäóëè è àëãåáðû íàä àññîöèàòèâíûìêîëüöîì3.4.1. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1, S � ïîä-êîëüöî êîëüöà K, ñîäåðæàùåå 1. Ïîêàçàòü, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåìíàä S.3.4.2. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ àääèòèâíóþ àáåëåâó ãðóïïó ìîæíîïðåâðàòèòü â ìîäóëü íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.



50 Êîëüöà3.4.3. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, J � èäåàë
K. Äîêàçàòü, ÷òî èäåàë J è �àêòîðêîëüöî K/J ìîæíî ïðåâðàòèòü â
K-ìîäóëè ñîõðàíÿÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â J è K/J ñîîòâåòñòâåííî.3.4.4. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , A � ëè-íåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà L, K = F [x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îòîäíîé ïåðåìåííîé íàä F . Äîêàçàòü, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ K-ìîäóëåì îòíî-ñèòåëüíî ñâîåé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ìíîãî-÷ëåíû èç K, îïðåäåëåííîé òàê: f(x)a = f(A)(a) äëÿ âñåõ f(x) ∈ F [x],
a ∈ L.3.4.5. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî,M � ìîäóëüíàä êîëüöîìK. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F(X,M) âñåõ îòîáðàæåíèéèç X â M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä K îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, îïðåäå-ëåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f + g)(x) ⇀↽ f(x) + g(x),
(αf)(x) ⇀↽ αf(x),ãäå f, g ∈ F(X,M), x ∈ X , α ∈ K.3.4.6.Îïðåäåëèòü, áóäóò ëè ñëåäóþùèå êîëüöà, ðàññìàòðèâàåìûåêàê Z-ìîäóëè, êîíå÷íî ïîðîæäåíû:à) êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà

a+ b
√

2, ãäå a, b ∈ Z;á) êîëüöî, ñîñòîÿùåå èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
a+ b 3

√
2 + c 3

√
4, ãäå a, b, c ∈ Z;â) ïîäêîëüöî èç R, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì {1, π}.3.4.7. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëüöî M2(F ) íàä ïîëåì F êàê ìî-äóëü íàä ñàìèì ñîáîé. Îïèñàòü âñå ïîäìîäóëè äàííîãî ìîäóëÿ. (C)3.4.8. (Ó) Àëãåáðîé íàä àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì

K  1 íàçûâàåòñÿ êîëüöîM , ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî ìîäóëåì íàä
K òàêèì, ÷òî óñëîâèå α(xy) = (αx)y = x(αy) âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõýëåìåíòîâ x, y êîëüöà M è ëþáîãî α ∈ K.Ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå íèæå êîëüöà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìèíàä ñîîòâåòñòâóþùèìè êîëüöàìè:à) êîëüöî C íàä êîëüöîì R,á) êîëüöî K[x] íàä êîëüöîì K,â) êîëüöîMn(K) íàä êîëüöîì K.3.4.9. Àëãåáðà íàä ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé, åñëè îíà ÿâ-ëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ýòèì ïîëåì. Äî-êàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò ëèáîîáðàòèì, ëèáî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. (C)



Ìîäóëè è àëãåáðû íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì 513.4.10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Rñ áàçèñîì e, i, j, k. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå â A, ñ÷èòàÿ e åäèíèöåé,ïîëàãàÿ i2 = −e, j2 = −e, ij = −ji = k, è ïðîäîëæàÿ åãî íà âñåïðîñòðàíñòâî A ïî äèñòðèáóòèâíîñòè è áèëèíåéíîñòè, òàê ÷òî k2 =
−e, ik = −ki = j, jk = −kj = −i. Îòîæäåñòâèì êàæäûé ýëåìåíò xïîëÿ R ñ ýëåìåíòîì xe ïðîñòðàíñòâà A.à) (Ó) Ïðîâåðèòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì R.á) Äîêàçàòü, ÷òî A íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ èäåàëîâ è åãî öåíòðñîâïàäàåò ñ R.Ýòà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ.3.4.11. Êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì ⊕ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî A = R⊕A+, ãäå A+ = Ri⊕Rj ⊕Rk.á) Äëÿ z = c+ u, ãäå c ∈ R, u ∈ A+, ïîëîæèì z⋆ =c−u. Äîêàçàòü,÷òî äëÿ ëþáûõ z1, z2, z ∈ A, c ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (z1 +z2)

⋆ =
z⋆
1 + z⋆

2 , (z1z2)
⋆ = z⋆

2z
⋆
1 , z⋆⋆ = z, c⋆ = c.3.4.12. Ïóñòü A � àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

z ∈ A îïðåäåëèì åãî íîðìó ν(z), ïîëàãàÿ
ν(z) = zz⋆.Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ A, c ∈ R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:à) ν(z1) ∈ R, á)ν(z1z2) = ν(z1)ν(z2),â) ν(c) = c2, ã) ν(z⋆

a) = ν(za).3.4.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z àëãåáðû êâàòåðíèî-íîâ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) z îáðàòèì;(2) ν(z) 6= 0.3.4.14. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ èçîìîð�íà àëãåáðåìàòðèö èç ï. ç) çàäàíèÿ 3.1.2.
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�ëàâà 4Ïîëÿ4.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçì4.1.1. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî âû÷åòîâ Zn áóäåò ïîëåì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî.4.1.2. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå C èçîìîð�íî êîëüöó ìàòðèö âèäà
(

a b
−b a

), ãäå a, b ∈ R, îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñ ìàòðè-öàìè (ñð. ñ çàäàíèåì 2.1.7).á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë Q(
√

2) = {a+b
√

2 |a, b∈Q} ÿâ-ëÿåòñÿ ïîëåì, èçîìîð�íûì êîëüöó ìàòðèö âèäà ( a b
2b a

), ãäå a, b ∈
Q, îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñ ìàòðèöàìè.4.1.3. Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîëå è q � ýëåìåíò ïîëÿ F , íå ÿâ-ëÿþùèéñÿ êâàäðàòîì (ò.å. q 6= x2 äëÿ ëþáîãî x ∈ F ). Íà ìíîæåñòâå
M = F × F ââåäåì îïåðàöèè

(x, y) + (z, t) ⇀↽ (x+ z, y + t);

(x, y) · (z, t) ⇀↽ (xz + qyt, xt+ yz).Äîêàçàòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî ýòèõ îïåðàöèé. Îíîíàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .4.1.4. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîäïîëå ïîëÿ C ñîäåðæèò ïîëå
Q. 53



54 Ïîëÿ4.1.5. Óêàçàòü â ïîëå R âñå ýëåìåíòû ïîäïîëÿ, ïîðîæäåííîãîìíîæåñòâîì: à) {2, 3}, á) {1,√2}, â) { 3
√

2}.4.1.6. Óêàçàòü â ïîëå C âñå ýëåìåíòû ïîäïîëÿ, ïîðîæäåííîãîìíîæåñòâîì: à) {i}, á) {z ∈ C | |z| = 1}.4.1.7. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïîëîæèì
Q(
√
n) = {a+ b

√
n | a, b ∈Q}.à) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ïîëÿ Q(
√

2) è Q(
√

3).á) (È) Ïóñòüm,n ∈N. Íàéòè êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè ïîëåéQ(
√
m)è Q(

√
n).4.1.8. à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå Q íå èìååò àâòîìîð�èçìîâ, îò-ëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî.á) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå R íå èìååò àâòîìîð�èçìîâ, îòëè÷íûõ îòòîæäåñòâåííîãî.4.1.9. Íàéòè âñå àâòîìîð�èçìû ïîëÿ C, ïðè êîòîðûõ êàæäîå âå-ùåñòâåííîå ÷èñëî ïåðåõîäèò â ñåáÿ.4.1.10. Äîêàçàòü, ÷òî â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p äëÿ ëþáîãî m ∈

N ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (x + y)pm

= xpm

+ ypm .4.1.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àâòîìîð�èçìà ϕ ïðîèçâîëüíîãîïîëÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî ϕ, îáðàçóåòïîäïîëå.4.1.12. (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëåáåñêîíå÷íî.4.1.13.∗ Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé îò îäíîé ïå-ðåìåííîé x íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çà-ìêíóòûì.4.1.14. (Ó) Ñóùåñòâóåò ëè ïîëå, ñòðîãî ñîäåðæàùåå ïîëå êîì-ïëåêñíûõ ÷èñåë? (C)4.1.15. �åøèòü â ïîëå Q(
√

2) ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:à) x2 + (4− 2
√

2)x+ 3− 2
√

2 = 0;á) x2 − (1 + 2
√

2)x− 8 + 7
√

2 = 0;â) x2 + x− 7 + 6
√

2 = 0;ã) x2 − 2x+ 1−
√

2 = 0.4.1.16. Â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé íàä ïîëåì R ðåøèòü ñëå-äóþùèå óðàâíåíèÿ: à) f4 = 1; á) f2 − f = x.4.1.17. à) Ïóñòü F � ïîëå, g(x) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä
F . Äîêàçàòü, ÷òî �àêòîðêîëüöî F [x]/g(x)F [x] åñòü ïîëå, ñîäåðæàùååêîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x).



Êîíå÷íûå ïîëÿ 55á) Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . �àñøèðåíèå L ïîëÿ F íà-çûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè íàä ïîëåì Lîí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè è ïîëå L ïîðîæäàåòñÿ âñåìèýëåìåíòàìè ïîëÿ F è âñåìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x).Îïèðàÿñü íà óòâåðæäåíèå ï. à), äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ ðàç-ëîæåíèÿ äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà.4.2 Êîíå÷íûå ïîëÿ4.2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïîäïîëå êîíå÷íîãî ïîëÿ ñîäåðæèòïîëå Zp äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.4.2.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëå èç p2 ýëåìåíòîâ, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî,èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ïîäïîëå.4.2.3. à) Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p îòîá-ðàæåíèå x 7→ xp ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì.á)∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p, äëÿ êîòîðîãî óêà-çàííîå â ï. à) îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì.4.2.4. �åøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 


x+ 2z = 1,
y + 2z = 2,
2x+ z = 1

à) âïîëå Z3, á) â ïîëå Z5. â) â ïîëå Z7.4.2.5. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé èìåþò ðåøå-íèÿ â ïîëå Z11 : à) x2 = 5; á) x7 = 7; â) x3 = a.4.2.6. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Zn
p íàä ïîëåì Zp (p � ïðîñòîå÷èñëî) íàéòè ÷èñëî îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.4.2.7. �àññìàòðèâàÿ ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì Zp äëÿ ïðîñòîãî ÷èñ-ëà p, äîêàçàòü êðèòåðèé Âèëüñîíà: ÷èñëî p ïðîñòî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà p äåëèò (p− 1)! + 1. (C)4.2.8. à) �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí x15 − 1 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæè-òåëè íàä ïîëåì Z2.á) �åøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ìíîãî÷ëåíà x8 − 1 íàä ïîëåì

Z3.Â çàäàíèÿõ 4.2.9�4.2.14 ÷åðåç GF(n) îáîçíà÷àåòñÿ (åäèíñòâåííîåñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà) ïîëå èç n ýëåìåíòîâ.4.2.9. à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3 + x + 1 íåïðèâîäèì íàäïîëåì Z2 è äîêàçàòü, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Z2èçîìîð�íî ïîëþ GF(8).



56 Ïîëÿá) Îòïðàâëÿÿñü îò ïðåäñòàâëåíèÿ GF(8) êàê ïîëÿ ðàçëîæåíèÿíåïðèâîäèìîãî íàä Z2 ìíîãî÷ëåíà x3 + x + 1 (ñì. ï. à)), íàéòè âñåïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ.4.2.10. à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí x4 + x + 1 íåïðèâîäèì íàäïîëåì Z2 è äîêàçàòü, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Z2èçîìîð�íî ïîëþ GF(16).á) Îòïðàâëÿÿñü îò ïðåäñòàâëåíèÿ GF(16) êàê ïîëÿ ðàçëîæåíèÿíåïðèâîäèìîãî íàä Z2 ìíîãî÷ëåíà x4 + x + 1 (ñì. ï. à)), íàéòè âñåïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ.4.2.11. à) Íàéòè ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ êàæäîãî íåíóëå-âîãî ýëåìåíòà ïîëÿ GF(16).á) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå äëÿ ïîëÿ GF(32).4.2.12. Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF(16). Íàéòèìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè (íàäZ2), ñðåäè êîðíåé êîòîðîãî âñòðå-÷àþòñÿ:à) α è α3;á) α, α3 è α5;â) α, α3, α5 è α7.4.2.13.Ïóñòü β � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿGF(32). Íàéòè ìíî-ãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè (íàä Z2), ñðåäè êîðíåé êîòîðîãî âñòðå-÷àþòñÿ:à) β è β3;á) β, β3 è β5;â) β, β3, β5 è β7;ã) β, β3, β5, β7 è β9.4.2.14.∗ Ïóñòü α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ GF(2n), ãäå n �íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , 2n−2 ñóììà 1+αj ðàâíàíåêîòîðîé ñòåïåíè αZ(j) ýëåìåíòà α è ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ áèåêöèÿ
j 7→ Z(j) íà ìíîæåñòâå {1, . . . , 2n−2} (ýòî òàê íàçûâàåìûé ëîãàðè�ìÇåõà).á) Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé ëîãàðè�ìà Çåõà ïðè n = 3, âçÿâ âêà÷åñòâå α êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3 + x+ 1.â) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå äëÿ n = 4, âçÿâ â êà÷åñòâå αêîðåíü ìíîãî÷ëåíà x4 + x+ 1.



�ëàâà 5Äâîè÷íûå êîäû5.1 Áëî÷íûå êîäûÂñþäó äàëåå â ýòîé ãëàâå F = {0, 1} � äâóõýëåìåíòíîå ïîëå. ×åðåç
S(x, k) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ y ∈ F

n, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèåÕýììèíãà îò äàííîãî x ∈ F
n íå ïðåâîñõîäèò k.5.1.1. Ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà:à) S(101010, 1), á) S(111111, 1).5.1.2. à) Äëÿ x ∈ F

10 îïðåäåëèòü |S(x, 1)|, |S(x, 2)|, |S(x, 3)|.á) Ïóñòü n, k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 1 ≤ k ≤ n. Äëÿ x ∈ F
n îïðå-äåëèòü |S(x, k)|.5.1.3. �àññìîòðèì êîäèðóþùóþ �óíêöèþ E : F

2 → F
6, îïðåäå-ëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:E(00) = 000000,E(01) = 010101,E(10) =

101010, E(11) = 111111. Äåêîäèðîâàòü ñëîâà 110101, 101011, 001111,
110000.5.1.4. (Ó) Ïóñòü E : F

5 → F
25 � êîäèðóþùàÿ �óíêöèÿ äâîè÷íî-ãî êîäà ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì 9 ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè.à) Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k òàêîå, ÷òî ïðè äåêîäèðîâàíèèìîæíî èñïðàâèòü îøèáêè âåñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k?á) Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå k òàêîå, ÷òî ïðè äåêîäèðîâàíèèìîæíî îáíàðóæèòü îøèáêè âåñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî k?5.1.5. (Ó) Ïîêàçàòü, ÷òî êîä èñïðàâëÿåò t îøèáîê òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êîäîâûìè ñëîâàìèáîëüøå 2t. 57



58 Äâîè÷íûå êîäû5.1.6. (Ó) Îïðåäåëèòü, âåðíî ëè, ÷òî êîä, èñïðàâëÿþùèé t îøè-áîê, îáíàðóæèâàåò:à) íå ìåíåå 2t+ 1 îøèáîê;á) íå ìåíåå 2t îøèáîê;â) íå áîëåå 2t îøèáîê.5.1.7. (Ó) Ïîêàçàòü, ÷òî èç âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà C ⊆ F
n ìîæíîïîëó÷èòü êîä, îáíàðóæèâàþùèé îäíó îøèáêó, óäàëèâ èç C íå áîëååïîëîâèíû ýëåìåíòîâ.5.1.8. Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ êîäèðóþùèõ �óíêöèé íàéòèíàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè. Îïðåäåëèòü, ñêîëü-êî îøèáîê ñîîòâåòñòâóþùèé êîä îáíàðóæèâàåò è ñêîëüêî îøèáîê ìî-æåò èñïðàâèòü:à) E : F

2 → F
5, 00 7→ 00001, 01 7→ 01010, 10 7→ 10100, 11 7→ 11111;á) E : F

2 → F
10, 00 7→ 0000000000, 01 7→ 0000011111, 10 7→

1111100000, 11 7→ 1111111111;â) E : F
3 → F

6, 000 7→ 000111, 001 7→ 001001, 010 7→ 010010, 011 7→
011100, 100 7→ 100100, 101 7→ 101010, 110 7→ 110001, 111 7→ 111000;ã) E : F

3 → F
8, 000 7→ 00011111, 001 7→ 00111010, 010 7→ 01010101,

011 7→ 01110000, 100 7→ 10001101, 101 7→ 10101000, 110 7→ 11000100,
111 7→ 11100011.5.2 Ëèíåéíûå êîäû. Öèêëè÷åñêèåêîäû.5.2.1. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ëèíåéíîì êîäå C ⊆ F

n ëèáî âñåñëîâà èìåþò ÷åòíûé âåñ, ëèáî ïîëîâèíà èìååò ÷åòíûé âåñ, à ïîëîâèíà� íå÷åòíûé.5.2.2.Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìàòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî (n, k)-êîäà C ⊆ F
n èìååò âèä G = (Ek | A), ãäå Ek � åäèíè÷íàÿ k × k-ìàòðèöà, à A � íåêîòîðàÿ k × (n − k)-ìàòðèöà. Óáåäèòüñÿ, ÷òî âêà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû êîäà C ìîæåò áûòü âçÿòà ìàòðèöà

H = (AT | En−k).5.2.3. Ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû (5,2)-êîäîâ èìåþò âèä
G1 =

(
1 0 1 1 1
0 1 1 0 1

); G2 =

(
1 0 1 1 0
0 1 0 1 1

).à) Çàïèñàòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó è íàéòè ìèíèìàëüíîå ðàññòî-ÿíèå êàæäîãî êîäà.



Ëèíåéíûå êîäû. Öèêëè÷åñêèå êîäû 59á) Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñèíäðîìîâ îäèíî÷íûõ îøèáîê è óáåäèòüñÿ,÷òî êàæäûé êîä ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü âñå îäèíî÷íûå îøèáêè.â) Äåêîäèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êàæäîãî êîäà ñëîâà 10010, 11011,
10101, 11010, 00111, 11101, 00110.5.2.4. Ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû (6,3)-êîäîâ èìåþò âèä

G1 =





1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1



; G2 =





1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1



.à) Çàïèñàòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó è íàéòè ìèíèìàëüíîå ðàññòî-ÿíèå êàæäîãî êîäà.á) Ñîñòàâèòü òàáëèöó ñèíäðîìîâ îäèíî÷íûõ îøèáîê è óáåäèòüñÿ,÷òî êàæäûé êîä ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü âñå îäèíî÷íûå îøèáêè.â) Äåêîäèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç êîäîâ ñëîâà 111101, 110101,
001111, 100100, 110001, 111111, 111100, 010100.5.2.5. Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (9,8)-êîäà,çàäàííîãî �óíêöèåé

E : F
8 −→ F

9, (w1, . . . , w8) 7→ (w1, . . . , w8, w9),
w9 = (w1 + . . .+ w8)mod 2.à) Íàéòè ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû ýòîãî êîäà.á) Íàéòè ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äàííîãî êîäà. Îïðåäåëèòü, ñêîëü-êî îøèáîê îí îáíàðóæèâàåò è ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñïðàâèòü.5.2.6. Çà�èêñèðóåì ÷èñëî r ∈ N. Êîäîì Õýììèíãà íàçûâàåòñÿ

(2r − 1, 2r − 1− r)-êîä, ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî ñîñòàâëåíà èçñòîáöîâ, ñîäåðæàùèõ äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë 1, 2, . . . , 2r − 1.à) Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (7,4)-êîäà Õýì-ìèíãà, ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â åñòå-ñòâåííîì ïîðÿäêå. Äåêîäèðîâàòü ïðèíÿòûå ñëîâà 1001010 è 1101011.á) Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (15,11)-êîäà Õýì-ìèíãà, ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â åñòå-ñòâåííîì ïîðÿäêå. Äåêîäèðîâàòü ïðèíÿòîå ñëîâî 111100101100010.â) Ñòèðàíèåì íàçûâàåòñÿ ïîòåðÿ ïåðåäàâàåìîãî ñèìâîëà â íåêî-òîðîé ïîçèöèè. Îíî îòëè÷àåòñÿ îò îøèáêè òåì, ÷òî èçâåñòíî, â êàêîéèìåííî ïîçèöèè ýòî ïðîèçîøëî. Íàéòè àëãîðèòì èñïðàâëåíèÿ äâóõñòèðàíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè (7,4)-êîäà Õýììèíãà.5.2.7. �àñøèðåííûé êîä Õýììèíãà� ýòî (2r, 2r−r−1)-êîä, ïðîâå-ðî÷íàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû (2r −
1, 2r− r− 1)-êîäà Õýììèíãà äîïèñûâàíèåì ñíà÷àëà íóëåâîãî ñòîëáöà(îáû÷íî ñëåâà), à çàòåì åäèíè÷íîé ñòðîêè (îáû÷íî ñâåðõó).



60 Äâîè÷íûå êîäûà) (Ó) Êàê ïîëó÷àþòñÿ ñëîâà ðàñøèðåííîãî êîäà Õýììèíãà èçñëîâ êîäà Õýììèíãà?á) Íàéòè ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó ðàñøèðåííîãî (8,4)-êîäà Õýì-ìèíãà.â) Äîêàçàòü, ÷òî âåñ ëþáîãî ñëîâà èç ðàñøèðåííîãî êîäà Õýì-ìèíãà ÷åòåí. Ïîëüçóÿñü ýòèì, ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèåðàñøèðåííîãî êîäà Õýììèíãà ðàâíî 4.ã) Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãîêîäà Õýììèíãà. Íàéòè ñïîñîá äåêîäèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îä-íîâðåìåííî èñïðàâëÿòü âñå îäèíî÷íûå îøèáêè è ðàñïîçíàâàòü âñåäâîéíûå îøèáêè.ä) Âûÿñíèòü, âîçìîæíî ëè ïðè êîäèðîâàíèè ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåí-íîãî êîäà Õýììèíãà îäíîâðåìåííî èñïðàâëÿòü âñå îäèíî÷íûå îøèáêèè ðàñïîçíàâàòü âñå äâîéíûå è òðîéíûå îøèáêè.å) Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî(8,4)-êîäà Õýììèíãà. Äåêîäèðîâàòü ñëîâî 11001101.5.2.8.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà íå ìåíüøå
d+t+1 (d ≥ t), òî êîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èñïðàâëåíèÿ s îøèáîê(s ≤ t) è îäíîâðåìåííîãî îáíàðóæåíèÿ c îøèáîê (c ≤ d).5.2.9.Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå F

n ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî �ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå": äëÿ ñëîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y = (y1, y2, . . . , yn)ïîëàãàþò
xy ⇀↽

n∑

k=1

xkyk.Ïåðåíîñÿ íà ïðîñòðàíñòâî F
n ñ ýòèì ïðîèçâåäåíèåì òåðìèíîëîãèþåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî ãîâîðèòü îá îðòîãîíàëüíîñòè ñëîâ

x, y ∈ F
n (x ⊥ y åñëè xy = 0) è îá îðòîãîíàëüíîì äîïîëíåíèè êïîäïðîñòðàíñòâó: åñëè U ⊆ Fn � ïîäïðîñòðàíñòâî F

n, òî åãî îðòîãî-íàëüíîå äîïîëíåíèå
U⊥ ⇀↽ {x ∈ F

n | x ⊥ u äëÿ ëþáîãî u ∈ U}.à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êîä C ⊆ F
n öèêëè÷åñêèé, òî è C⊥ áóäåòöèêëè÷åñêèì êîäîì.á) Îáúÿñíèòü, êàê ñâÿçàíû ïîðîæäàþùèå ìíîãî÷ëåíû êîäîâ C è

C⊥.5.2.10. à) Ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x8 + x7 + x6 + x4 + 1 äåëèòìíîãî÷ëåí x15 − 1 â êîëüöå F[x]. Íàéòè ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó ñîîò-



Ëèíåéíûå êîäû. Öèêëè÷åñêèå êîäû 61âåòñòâóþùåãî öèêëè÷åñêîãî êîäà. Ñêîëüêî îøèáîê ìîæåò èñïðàâëÿòüýòîò êîä?á) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íûå çàäàíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà
x6 + x5 + x4 + x3 + 1.Â çàäàíèÿõ 5.2.11�5.2.12 ñîîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîý�-�èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ èçZ2[x], çàïèñàííûõ ñëåâà íàïðàâî ïî óáûâà-íèþ ñòåïåíåé íà÷èíàÿ ñ âûñøåé è çàêàí÷èâàÿ íóëåâîé. Äëÿ ðåøåíèÿýòèõ çàäàíèé ðåêîìåíäóåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé, ïîëó÷åííîéïðè ðåøåíèè ï. â) çàäàíèÿ 4.2.14. ÏîëåGF(16) ñòðîèòñÿ êàê ïîëå ðàç-ëîæåíèÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x4 +x+1. ×åðåç α îáîçíà÷àåòñÿêîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.5.2.11.Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (15,7)-êîäàÁ×Õ ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì

x8 + x7 + x6 + x4 + 1.à) Äîïóñòèì, ÷òî ïî íåêîòîðîìó ïðèíÿòîìó ñëîâó âû÷èñëåíû ñèí-äðîìû S1 = α14 è S3 = α6. Íàéòè ÷èñëî îøèáîê, ìíîãî÷ëåí ëîêàòî-ðîâ îøèáîê è ìíîãî÷ëåí îøèáîê.á) Äåêîäèðîâàòü ñëåäóþùèå ñîîáùåíèÿ:
100111000000000; 100100110000100.5.2.12.Ïóñòü êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (15,5)-êîäàÁ×Õ ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì

x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1.Äîïóñòèì, ÷òî ïî íåêîòîðîìó ïðèíÿòîìó ñëîâó âû÷èñëåíû ñèí-äðîìû S1, S3, S5. Â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àåâ íàéòè ÷èñëîîøèáîê, ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê è ìíîãî÷ëåí îøèáîê:à) S1 = α5, S3 = α3, S5 = 1;á) S1 = α14, S3 = 1, S5 = α5;â) S1 = α12, S3 = α7, S5 = α10.Äåêîäèðîâàòü ñëåäóþùèå ñîîáùåíèÿ:
000010110110011; 000111101101100; 110001001101000.5.2.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m è ëþáîãî t ≤

2m−1−1 ñóùåñòâóåò êîä Á×Õ äëèíû n = 2m−1, êîòîðûé èñïðàâëÿåò
t îøèáîê è èìååò ðàçìåðíîñòü ≥ n−mt.
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�ëàâà 6×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûåìíîæåñòâà6.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçìÄëÿ êðàòêîñòè âìåñòî �÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî" áóäåìïèñàòü �÷.ó. ìíîæåñòâî". Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-æåñòâî íàçûâàþò òàêæå öåïüþ.6.1.1. à) (Ó) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 2-ýëåìåíòíûõ ïîïàðíî íåèçî-ìîð�íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ?á) Íàðèñîâàòü äèàãðàììû âñåõ 3-ýëåìåíòíûõ ïîïàðíî íåèçîìîð�-íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.â) Íàðèñîâàòü äèàãðàììû âñåõ 4-ýëåìåíòíûõ ïîïàðíî íåèçîìîð�-íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.6.1.2. Ïåðå÷èñëèòü âñå îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:à) (Ó) íà 2-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {a, b},á) íà 3-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {a, b, c}. (C)6.1.3. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ:à) (P(∅);⊆), á) (P({1};⊆),â) (P({1, 2});⊆), ã) (P({1, 2, 3});⊆).6.1.4. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà N áóäåì ðàññìàòðèâàòüêàê ÷.ó. ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî äåëèìîñòè (â N).à) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà63



64 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.á) (Ó) Íå ðèñóÿ äèàãðàììû, îïðåäåëèòü, áóäóò ëè èçîìîð�íû÷.ó. ìíîæåñòâà:

{3, 4, 5, 6, 7} è {4, 5, 6, 7, 8}; {3, 4, 5, 6, 7} è {5, 6, 7, 8, 9}.â) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ÷.ó. ìíîæåñòâà 2N è 3N.6.1.5. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà (B(X);⊆) äëÿ ñëó-÷àÿ, êîãäà |X| = 2.6.1.6. ×åðåç E(X) è O(X) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâîâñåõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè è ìíîæåñòâî âñåõ îòíîøåíèé ÷à-ñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå X .à) Íà äèàãðàììå ÷.ó. ìíîæåñòâà, íàðèñîâàííîé ïðè âûïîëíåíèèçàäàíèÿ 6.1.5, îòìåòèòü îäíèì ñïîñîáîì ýëåìåíòû èç E(X), à äðóãèìñïîñîáîì � ýëåìåíòû èç O(X).á) Íàðèñîâàòü äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ E(X) è O(X) äëÿ ñëó÷àÿ,êîãäà |X| = 3.â) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà E(X) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
|X| = 4.6.1.7. à) Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ ï. á) çàäàíèÿ 6.1.2è ï. á) çàäàíèÿ 6.1.6, óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû âðàññìîòðåííîì òàì ÷.ó. ìíîæåñòâå O(X) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî-ðÿäêàìè.á) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X âñå ìàêñè-ìàëüíûå ýëåìåíòû â ÷.ó. ìíîæåñòâå O(X) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïî-ðÿäêàìè.6.1.8. Ïóñòü τ1, τ2 � ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íà äàííîì ìíîæåñòâå.�îâîðÿò, ÷òî τ2 ïðîäîëæàåò τ1, åñëè τ1 ⊆ τ2.à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíî-æåñòâå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.á) Ïåðåðèñîâàâ äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè âûïîë-íåíèè çàäàíèÿ 6.1.1 á), è îáîçíà÷èâ ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ áóêâà-ìè a, b, c, ïðîäîëæèòü êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ òåì ñàìûì ÷àñòè÷íûõïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå {a, b, c} äî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà âñåìè âîçìîæ-íûìè ñïîñîáàìè.â) Íàéòè âñå ëèíåéíûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå {a, b, c, d}, ïðîäîë-æàþùèå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ïðåäñòàâëåííûé äèàãðàììîé íà ðèñ. 1.Óáåäèòüñÿ, ÷òî èñõîäíûé ïîðÿäîê ðàâåí ïåðåñå÷åíèþ íàéäåííûõ ëè-íåéíûõ ïîðÿäêîâ.
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ã) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñòè÷íîìóïîðÿäêó, ïðåäñòàâëåííîìó äèàãðàììîé íà ðèñ. 2.6.1.9.∗ Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíî-æåñòâå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîðÿä-êîâ.6.1.10. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà, èìåþùåãî òî÷íî îäèíìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è íå èìåþùåãî íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.á) (Ó) Ìîæåò ëè êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî îáëàäàòü ñâîéñòâîì,óêàçàííûì â ï. à)?6.1.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà A ñëåäóþùèå óñëîâèÿýêâèâàëåíòíû:(1) A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè è íå ñîäåðæèò áåñ-êîíå÷íûõ àíòèöåïåé;(2) ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç A íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ ìàêñèìàëüíîñòè.6.1.12.∗ à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ÷.ó. ìíîæåñòâå A âñå öåïè è âñåàíòèöåïè êîíå÷íû, òî A êîíå÷íî.á) Óêàçàòü ìàêñèìóì ÷èñëà ýëåìåíòîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà, â êîòîðîìêàæäàÿ öåïü ñîäåðæèò íå áîëåå h ýëåìåíòîâ, à êàæäàÿ àíòèöåïü �íå áîëåå l ýëåìåíòîâ.6.1.13.Íàéòè âñå àâòîìîð�èçìû ÷.ó. ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëåííîãîäèàãðàììîé: à) íà ðèñ. 3, á) íà ðèñ. 4, â) íà ðèñ. 5.
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H6.1.14. Îïðåäåëèòü ñòðîåíèå ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ÷.ó. ìíîæå-ñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî äèàãðàììîé: à) (Ó) íà ðèñ. 3, á) íà ðèñ. 4, â)íà ðèñ. 5.6.1.15. (Ó) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n óêàçàòü ÷.ó. ìíîæåñòâî,ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êîòîðîãî èçîìîð�íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå

Sn.6.1.16. ×åðåç An (n ≥ 2) îáîçíà÷èì ÷.ó. ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëåí-íîå äèàãðàììîé íà ðèñ. 6. Íàéòè âñå àâòîìîð�èçìû An è îõàðàêòå-ðèçîâàòü åãî ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâà) (Ó) ïðè n = 2; á) ïðè n = 3;â)∗ ïðè n = 4; ã) (È) ïðè ëþáîì n > 3.
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@6.1.17. (Ó) ×.ó. ìíîæåñòâîì, äâîéñòâåííûì ê ÷.ó. ìíîæåñòâó (A,≤

), íàçûâàåòñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâî (A,≥).Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó. ìíî-æåñòâà ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ äâîéñòâåííîãî ê íåìóìíîæåñòâà.6.1.18.×.ó. ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ àíòèèçîìîð�íûì äàííîìó ÷.ó.ìíîæåñòâó, åñëè îíî èçîìîð�íî äâîéñòâåííîìó ê íåìó ÷.ó. ìíîæå-ñòâó. ×.ó. ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûì, åñëè îíî àíòè-èçîìîð�íî ñåáå.à) �àññìàòðèâàÿ äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ, íàðèñîâàííûõ ïðè âû-ïîëíåíèè ï. á), â) çàäàíèÿ 6.1.1 è çàäàíèÿ 6.1.3, âûÿâèòü ñðåäè óïî-ìÿíóòûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ïàðû âçàèìíî àíòèèçîìîð�íûõ è îòìåòèòüñàìîäâîéñòâåííûå.á) Íàðèñîâàòü äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ, àíòèèçîìîð�íûõ ÷.ó.ìíîæåñòâàì èç ï. à) çàäàíèÿ 6.1.4 è çàäàíèÿ 6.1.13.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçîìîð�èçì 67â) Äëÿ êàæäîãî èç ÷.ó. ìíîæåñòâ, �èãóðèðóþùèõ â ï. á) çàäàíèÿ6.1.4 è â çàäàíèè 6.1.6, îïðåäåëèòü, áóäåò ëè îíî ñàìîäâîéñòâåííûì.6.1.19. Ïóñòü A1, A2 . . . , An � ïðîèçâîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà ñ îò-íîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤1, ≤2, . . ., ≤n ñîîòâåòñòâåííî. Íàäåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A1×A2× . . . An ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ≤,çàäàííîå ñëåäóþùèì óñëîâèåì:
(a1, a2, . . . , an)≤(b1, b2, . . . , bn) ⇔ ai≤ibi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ≤ åñòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. ×.ó. ìíîæå-ñòâî (A1×A2×. . . An,≤) íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ÷.ó. ìíî-æåñòâ A1, A2 . . . , An.6.1.20. (Ó) à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ A1 è A2èìååò ìåñòî A1 ×A2

∼= A2 ×A1.á) Êàê îáîáùèòü óòâåðæäåíèå ï. à) íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ïðÿ-ìûõ ìíîæèòåëåé?Â çàäàíèÿõ 6.1.�6.1.25 ÷åðåç Cn îáîçíà÷àåòñÿ öåïü èç n ýëåìåíòîâ.6.1.21. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ: à) C2×C2, á) C2×
C3, â) C3 × C3.6.1.22.∗ à) Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ÷.ó. ìíîæåñòâà C2 × C6 è
C3 × C4.á) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, l,m, n óêàçàòü êðèòå-ðèé èçîìîð�èçìà ÷.ó. ìíîæåñòâ Ck × Cl è Cm × Cn.6.1.23. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà C2 × B, ãäå B =
(P({1, 2});⊆).6.1.24. à) (Ó) �àññìàòðèâàÿ äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ, íàðèñî-âàííûõ ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 6.1., óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå óïîìÿíóòûå÷.ó. ìíîæåñòâà ñàìîäâîéñòâåííû.á)∗ Âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ m è n ÷.ó. ìíîæåñòâî
Cm × Cn ñàìîäâîéñòâåííî.6.1.25. Ïóñòü (A,≤) è (B,≤1) � ÷.ó. ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ èçîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A èç x ≤ yñëåäóåò ϕ(x)≤1ϕ(y).à) (Ó) Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé
C2 â ñåáÿ; C2 â C3; C3 â C2.á) Íàéòè âñå èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ C2×C2 â ÷.ó. ìíîæåñòâî A,ïðåäñòàâëåííîå äèàãðàììîé íà ðèñ. 7.
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��@@â) Íàéòè âñå èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà A èç ï. á) â

C2 × C2.ã) Ïóñòü ϕ � èçîòîííàÿ áèåêöèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà A íà B. Óáå-äèòüñÿ, ÷òî åñëè A � öåïü, òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì, è ïðèâåñòèïðèìåð òàêèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ A è B, ÷òî ϕ−1 íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èç-ìîì.6.1.26. Ïóñòü A1, A2 . . . , An � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî íåïåðåñåêà-þùèåñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà. Íà îáúåäèíåíèè A1∪A2∪ . . .∪An îïðåäåëèìîòíîøåíèå≤ ñëåäóþùèì óñëîâèåì: íà êàæäîìAi îòíîøåíèå≤ ñîâïà-äàåò ñ èñõîäíûì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, à äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, 2, . . . , n}òàêèõ, ÷òî i < j, è ëþáûõ x ∈ Ai, y ∈ Aj ïîëàãàåì x ≤ y. Óáå-äèòüñÿ, ÷òî ≤ åñòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. ×.ó. ìíîæåñòâî
(A1 ∪A2 ∪ . . .∪An,≤) íàçûâàåòñÿ îðäèíàëüíîé ñóììîé ÷.ó. ìíîæåñòâ
A1, A2 . . . , An è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A1 +A2 + . . .+An.6.1.27. à) Ïóñòü A � äâóõýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü, B � ÷.ó. ìíîæå-ñòâî, ïðåäñòàâëåííîå äèàãðàììîé íà ðèñ. 8. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû÷.ó. ìíîæåñòâ A+B è B +A. �èñ. 8 rr

r r
@
@
@á) Ïðèìåð èç ï. à) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâà A+B è B +Aìîãóò áûòü íåèçîìîð�íûìè. Ïðèâåñòè ïðèìåð íåèçîìîð�íûõ ÷.ó.ìíîæåñòâ A è B, äëÿ êîòîðûõ A+B ∼= B +A.â) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â ï. á), òîäëÿ ëþáîãî èçîìîð�èçìà ϕ : A + B −→ B + A ëèáî B ⊂ ϕ(A), ëèáî

ϕ(A) ⊂ B. Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå A, à âî âòîðîì ñëó÷àå Bðàçëîæèìî â îðäèíàëüíóþ ñóììó.6.1.28.×.ó. ìíîæåñòâî, êîòîðîå íåëüçÿ ðàçëîæèòü â îðäèíàëüíóþñóììó, íàçûâàåòñÿ îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûì.à) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ëèáî ñàìî ÿâ-ëÿåòñÿ îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûì, ëèáî ðàçëîæèìî â îðäèíàëüíóþñóììó îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçîìîð�èçì 69á) (Ó) �àññìàòðèâàÿ äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâ, íàðèñîâàííûå ïðèâûïîëíåíèè ï. â) çàäàíèÿ 6.1.1, âûäåëèòü èç óïîìÿíóòûõ ÷.ó. ìíî-æåñòâ îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûå, à äëÿ îñòàëüíûõ óêàçàòü êîìïî-íåíòû ðàçëîæåíèÿ â îðäèíàëüíóþ ñóììó îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûõ÷.ó. ìíîæåñòâ.6.1.29. (È) �àñïðîñòðàíèòü îïðåäåëåíèå îðäèíàëüíîé ñóììû íàîáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ñëà-ãàåìûõ. Äîêàçàòü îáùóþ âåðñèþ óòâåðæäåíèÿ ï. à) çàäàíèÿ 6.1.28(ò.å. íå äëÿ êîíå÷íûõ, à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ).6.1.30. ×åðåç A∗ îáîçíà÷èì ÷.ó. ìíîæåñòâî, äâîéñòâåííîå ê ÷.ó.ìíîæåñòâó A (îïðåäåëåíèå ñì. â çàäàíèè 6.1.17). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿëþáûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Anà) (A1 ×A2 × . . .×An)∗ ∼= A∗
1 ×A∗

2 × . . .×A∗
n,á) (A1 +A2 + . . .+An)∗ ∼= A∗

n +A∗
n−1 + . . .+A∗

1.6.1.31. Îáúÿñíèòü, ÷òî ðåçóëüòàò ï. á) çàäàíèÿ 6.1.24 åñòü íåïî-ñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòà ï. à) çàäàíèÿ 6.1.30.6.1.32.∗ Ïóñòü (A;≤) � ÷.ó. ìíîæåñòâî, a, b ∈ A è a ≤ b. Îòðåçêîì
[a, b] íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî {x ∈ A|a ≤ x ≤ b}. ×åðåç Seg(A)îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îòðåçêîâ A. Äîêàçàòü, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî
(Seg(A);⊆) èçîìîð�íî âëîæèìî â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A×A∗.6.1.33. Ïóñòü (A1,≤1) è (A2,≤2) � ÷.ó. ìíîæåñòâà. Íà ìíîæåñòâå
A1 × A2 îïðåäåëèì îòíîøåíèå ≤, ïîëàãàÿ (x1, y1) ≤ (x2, y2) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî x1 <1 x2, ëèáî x1 = x2 è y1 ≤2 y2. Óáåäèòüñÿ,÷òî (A1 ×A2,≤) ÿâëÿåòñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâîì.Îíî íàçûâàåòñÿ îðäèíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ÷.ó. ìíîæåñòâ A1 è
A2 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A1 ◦A2.6.1.34. Êàê è âûøå, ïóñòü Ck � k-ýëåìåíòíàÿ öåïü, ãäå k = 2, 3.à) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà C2 ◦ C3.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî C2 ◦C3

∼= C3 ◦ C2.â) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó C2 ◦ C3 íå èçîìîð�íî C2 × C3.ã) (Ó) Ìîæåò ëè äëÿ êàêèõ-ëèáî öåïåé C è D âûïîëíÿòüñÿ óñëî-âèå C ◦D ∼= C ×D è åñëè äà, òî â êàêèõ ñëó÷àÿõ?6.1.35. Ïóñòü C2 � äâóõýëåìåíòíàÿ öåïü, B � ÷.ó. ìíîæåñòâî,ïðåäñòàâëåííîå äèàãðàììîé íà ðèñ. 8.à) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà C2 ◦B.á) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà B ◦ C2.â) Áóäóò ëè ÷.ó. ìíîæåñòâà C2 ◦B è B ◦ C2 èçîìîð�íû?6.1.36. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ A,B,C ñïðàâåä-ëèâû ðàâåíñòâà:



70 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâàà) (A+B) ◦ C = A ◦ C +B ◦ C; á) (A ◦B)∗ = A∗ ◦B∗.Ïðè ðåøåíèè çàäàíèé 6.1.37�6.1.43 íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîéÖîðíà.6.1.37.Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåòáàçèñ.6.1.38. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðóïïîèä èìååò ïîäïîëóãðóïïó (â÷àñòíîñòè åñëè îí ñîäåðæèò èäåìïîòåíò), òî ýòîò ãðóïïîèä îáëàäàåòìàêñèìàëüíîé ïîäïîëóãðóïïîé.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåàññîöèàòèâíîãî ãðóïïîèäà, êîòîðûé èìååòåäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ïîäïîëóãðóïïó.6.1.39. à) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîëóãðóïïà îáëàäàåò ìàêñèìàëü-íîé êîììóòàòèâíîé ïîäïîëóãðóïïîé.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà èìååòáîëåå îäíîé ìàêñèìàëüíîé êîììóòàòèâíîé ïîäïîëóãðóïïû.6.1.40. Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ 6.1.39, ïðèìå-íèòåëüíî ê ãðóïïàì è èõ êîììóòàòèâíûì ïîäãðóïïàì.6.1.41. Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ 6.1.39, ïðèìå-íèòåëüíî ê àññîöèàòèâíûì êîëüöàì è èõ êîììóòàòèâíûì ïîäêîëü-öàì.6.1.42. à) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîëüöî ñ åäèíèöåé îáëàäàåò ìàê-ñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì èäåàëîì.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé, èìåþùåãîåäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ñîáñòâåííûé èäåàë.â) (Ó) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ñ�îðìóëèðîâàííîìóâ ï. à), äëÿ ïîëóãðóïï ñ åäèíèöåé?6.1.43.∗ Ïåðåíîñÿ óòâåðæäåíèÿ ï. à) çàäàíèÿ 6.1.8 è çàäàíèÿ 6.1.9íà îáùèé ñëó÷àé, äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:à) ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå ìîæåòáûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà;á) ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.6.2 Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâàÏîðÿäêîâûì òèïîì öåïè C íàçûâàåòñÿ êëàññ âñåõ öåïåé, èçî-ìîð�íûõ C. Ïîðÿäêîâûå òèïû âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íà-çûâàþòñÿ îðäèíàëàìè. ×åðåç ω, κ, ρ îáîçíà÷èì ïîðÿäêîâûå òèïû



Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 71ñîîòâåòñòâåííî öåïåé N, Q, R îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿä-êà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n áóêâà n èñïîëüçóåòñÿ è äëÿîáîçíà÷åíèÿ ïîðÿäêîâîãî òèïà n-ýëåìåíòíîé öåïè. Åñëè α è β � ïî-ðÿäêîâûå òèïû öåïåé A è B, òî ÷åðåç α + β îáîçíà÷èì ïîðÿäêîâûéòèï îðäèíàëüíîé ñóììû A+B, ÷åðåç α ◦ β � ïîðÿäêîâûé òèï îðäè-íàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A ◦B, à ÷åðåç α∗ � ïîðÿäêîâûé òèï öåïè A∗(îïðåäåëåíèå ñì. â çàäàíèè 6.1.30).6.2.1. Ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå:à) N
2, á) ⋃∞

i=1 N
i, â) C.6.2.2. (Ó) à) Ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé èçîìîð�íîñòè äâóõ êî-íå÷íûõ öåïåé.á) Äîêàçàòü, ÷òî öåïü êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èäâîéñòâåííàÿ ê íåé öåïü âïîëíå óïîðÿäî÷åíû.6.2.3. (Ó) Îõàðàêòåðèçîâàòü ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâà) êîíå÷íîé öåïè, á) öåïè N, â) öåïè Z.6.2.4. (Ó) à) Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ñ÷åòíûõ íåèçîìîð�íûõ öå-ïåé.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ íåñ÷åòíûõ ðàâíîìîùíûõ íåèçîìîð�íûõöåïåé.6.2.5. Äîêàçàòü, ÷òî öåïü C èçîìîð�íà öåïè N òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:(1) C îáëàäàåò íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì c0;(2) äëÿ ëþáîãî c ∈ C â ìíîæåñòâå {x ∈ C|c < x} ñóùåñòâóåòíàèìåíüøèé ýëåìåíò, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç c′;(3) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà M èç C èç òîãî, ÷òî c0 ∈ M è äëÿëþáîãî c ∈M òàêæå è c′ ∈M , ñëåäóåò M = C.6.2.6. Ïóñòü C � öåïü, a, b ∈ C è a < b. Èíòåðâàëîì (a, b) â Cíàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {x ∈ C | a < x < b}.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿ f(x) =

x

1− |x| ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîìèíòåðâàëà (−1, 1) èç Q íà âñþ öåïü Q.á) Íàéòè äðóãîé èçîìîð�èçì (−1, 1) íà Q.â) Íàéòè èçîìîð�èçì ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà (a, b) íà âñþ öåïü
Q. 6.2.7. à) Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè öåïü C èçîìîð�íî âëîæèìà â öåïüZ,òî â C âñå èíòåðâàëû êîíå÷íû. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.á)∗ Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ öåïü èçîìîð�íî âëîæèìà â öåïü
Q.



72 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâàâ)∗ Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè öåïü C èçîìîð�íî âëîæèìà â öåïü Q,òî â C îíà íå èìååò íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ è âñåèíòåðâàëû â C íåïóñòû. Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.6.2.8. Ïîäìíîæåñòâî A öåïè C íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â C, åñëèäëÿ ëþáûõ x, y ∈ C, òàêèõ ÷òî x < y, ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî
x ≤ a ≤ y.à) (Ó) Óêàçàòü ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â öåïè R.á)∗ Äîêàçàòü, ÷òî åñëè öåïü ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïëîòíîå â íåé ïîä-ìíîæåñòâî, òî îíà èçîìîð�íî âëîæèìà â öåïü R.6.2.9. Ïóñòü (A;≤) � öåïü, ñîäåðæàùàÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, è
B = ∪∞k=1A

k. Íà B ââåäåì îòíîøåíèå ≤1:
(x1, . . . , xm)≤1(y1, . . . , yn)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî m ≤ n è x1 = y1, . . . , xm = ym, ëèáîíàéäåòñÿ i ≤ min{m,n} òàêîå, ÷òî x1 = y1, . . . , xi−1 = yi−1 è xi < yi.à) (Ó) Äîêàçàòü, ÷òî ≤1 � ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Ïîðÿäîê ≤1 íàçû-âàåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêèì.á) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñ÷åòíàÿ öåïü èçîìîð�íî âëîæèìà â (B;≤1).6.2.10. Íà ìíîæåñòâå B èç ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ îïðåäåëèì îò-íîøåíèå ≤2: (x1, . . . , xm)≤2(y1, . . . , yn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàëèáî m < n, ëèáî m = n è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáîñóùåñòâóåò i ≤ m òàêîå, ÷òî x1 = y1, . . . , xi−1 = yi−1 è xi < yi, ëèáî

(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn).à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ≤2 � îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.á) Âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî öåïü (B;≤2) èçîìîð�íà öåïè (B;≤1),îïðåäåëåííîé â çàäàíèè 6.2.9.6.2.11. (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó:à) öåïü Z èìååò ïîðÿäêîâûé òèï ω∗ + ω,á) n+ ω = ω äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî îðäèíàëà n,â) ω + ω 6= ω.6.2.12. (Ó) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîðÿäêîâûõ òèïîâ α, β, äëÿ êîòîðûõ: à)
α+ β 6= β + α, á) α 6= β è α+ β = β + α.6.2.13. Äîêàçàòü, ÷òî:à) κ+ κ 6= κ, á) ρ+ ρ 6= ρ,â) κ+ 1 + κ = κ, ã) ρ+ 1 + ρ = ρ.6.2.14. Ïóñòü α, β, γ � îðäèíàëû. �åçóëüòàò ï. á) çàäàíèÿ 6.2.11ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ðàâåíñòâà α+γ = β+γ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò
α = β. Âûÿñíèòü, ñëåäóåò ëè âñåãäà α = β èç ðàâåíñòâà γ+α = γ+β.



Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 736.2.15. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îðäèíàëîâ ìîæíî ïîëó-÷èòü ñêëàäûâàÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå âçÿòûå ïî îäíîìó ðàçó ñëå-äóþùèå îðäèíàëû:à) (Ó) 1, 2, ω;á) 1, 2, 3, ω;â) 1, 2, . . ., n, ω äëÿ ëþáîãî n ≥ 2.6.2.16. à) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî îðäèíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ öå-ïåé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.á) Äîêàçàòü, ÷òî îðäèíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âïîëíå óïîðÿäî-÷åííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì (è òåì ñàìûì äëÿëþáûõ îðäèíàëîâ α, β ïîðÿäêîâûé òèï α ◦ β ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì).6.2.17. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêèõ îðäèíàëîâ α è β, ÷òî:à) (Ó) α 6= β è α ◦ β = β ◦ α, á) α ◦ β 6= β ◦ α.6.2.18. Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâîãî òèïà α è äëÿ ëþ-áîãî n, òðàêòóåìîãî è êàê íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è êàê êîíå÷íûé îðäè-íàë, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
α ◦ n = α+ α+ . . .+ α

︸ ︷︷ ︸

n ðàç .6.2.19. (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó:à) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî îðäèíàëà n èìååò ìåñòî n ◦ ω = ω,á) äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ m è n èìååò ìåñòî ω ◦m 6= ω ◦ n,â) ω ◦ ω 6= ω.6.2.20. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β è γ ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî (α ◦ β) ◦ γ = α ◦ (β ◦ γ).



74 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà



�ëàâà 7�åøåòêè7.1 Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçî-ìîð�èçì7.1.1. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ÷.ó. ìíîæåñòâÿâëÿþòñÿ ðåøåòêàìè è êàêèå èç âûÿâëåííûõ ðåøåòîê îêàçûâàþòñÿïîëíûìè:à) (Ó) (P(X),⊆);á) (Ó) (N,≤);â) (Ó) (N, |), ãäå x | y îçíà÷àåò, ÷òî y äåëèòñÿ íà x;ã) (M,⊆), ãäåM � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äàí-íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà;ä) (M∪{∅},⊆), ãäåM � ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ïðÿìîóãîëüíè-êîâ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿìêîîðäèíàò;å) (M ∪ {∅},⊆), ãäå M � ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ êðóãîâ íàêîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè;æ) ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé F(X,R) ñ îòíîøåíèåì
≤: f ≤ g⇔f(x) ≤ g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ R;ç) (M,⊆), ãäå M � ìíîæåñòâî âñåõ èäåàëîâ äàííîãî êîëüöà;è) (M,⊆), ãäå M � ìíîæåñòâî âñåõ ðå�ëåêñèâíûõ îòíîøåíèé íàäàííîì ìíîæåñòâå M ;ê) (M,⊆), ãäå M � ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé íàäàííîì ìíîæåñòâå M ; 75



76 �åøåòêèë) (M,⊆), ãäåM � ìíîæåñòâî âñåõ àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèéíà äàííîì ìíîæåñòâå M ;ì) (M,⊆), ãäå M � ìíîæåñòâî âñåõ òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé íàäàííîì ìíîæåñòâå M ;í) ìíîæåñòâî E(X) (ñì. çàäàíèå 6.1.6) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-ñòâà X .7.1.2. (Ó) Áóäåò ëè ðåøåòêîé ÷.ó. ìíîæåñòâî ñî ñëåäóþùåé äèà-ãðàììîé:à) á) â)r
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����èñ. 97.1.3. Â çàäàíèè 6.1.4 îòìå÷åíî, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷.ó. ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíîäåëèìîñòè. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìíîæå-ñòâî âñåõ åãî äåëèòåëåé îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãîîòíîøåíèÿ. Ýòó ðåøåòêó áóäåì íàçûâàòü ðåøåòêîé äåëèòåëåé ÷èñëà

n. 7.1.4.Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ðåøåòêè äåëèòåëåé ñëåäóþùèõ ÷èñåë: à)12; á) 60; â) 120; ã) 32; ä) 243.7.1.5. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà èäåàëîâ êîëüöà Z àíòèèçîìîð�íàðåøåòêå èç ï. â) çàäàíèÿ 7.1.1.7.1.6. Âûÿñíèòü, èçîìîð�íû ëè ðåøåòêà èç ï. â) çàäàíèÿ 7.1.1 èðåøåòêà âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.7.1.7. à) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ðåøåòêè ïîäïðîñòðàíñòâ äâóìåð-íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ; íàä ïîëåìèç òðåõ ýëåìåíòîâ.á) Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èìååò ðåøåòêà ïîäïðîñòðàíñòâäâóìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç q ýëå-ìåíòîâ.7.1.8. à) Íàðèñîâàòü äèàãðàììó ðåøåòêè ïîäïðîñòðàíñòâ òðåõ-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ; íàäïîëåì èç òðåõ ýëåìåíòîâ.á)∗ Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ èìååò ðåøåòêà ïîäïðîñòðàíñòâòðåõìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä êîíå÷íûì ïîëåì èç q ýëå-ìåíòîâ.



Ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èçîìîð�èçì 777.1.9. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ðåøåòêè èçîìîð�íû êàê àëãåáðû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èçîìîð�íû êàê ÷.ó. ìíîæåñòâà.7.1.10. à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðåøåòêèèç x ≤ y è u ≤ v ñëåäóåò x ∧ u ≤ y ∧ v è x ∨ u ≤ y ∨ v.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ðåøåòêè ñëåäó-þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) x ≤ y, (2) x ≤ x ∧ y, (3) x ∨ y ≤ y.â) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè â ðåøåòêå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z âû-ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x ∧ y ∧ z = x ∨ y ∨ z, òî x = y = z.7.1.11. Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòêè L, îáëàäàþùåé òàêèì ïîäìíî-æåñòâîì H , ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïî-ðÿäêà, èíäóöèðîâàííîãî L â H , íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé L (ò.å.íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî õîòÿ áû îäíîé ðåøåòî÷íîé îïåðàöèè).7.1.12. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû âñåõà) 4-ýëåìåíòíûõ ðåøåòîê,á) 5-ýëåìåíòíûõ ðåøåòîê,â) 6-ýëåìåíòíûõ ðåøåòîê.Âûÿâèòü ñðåäè íèõ äèñòðèáóòèâíûå è ìîäóëÿðíûå ðåøåòêè.7.1.13. Íàðèñîâàòü äèàãðàììû âñåõ 7-ýëåìåíòíûõ äèñòðèáóòèâ-íûõ ðåøåòîê.7.1.14. Äîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåäóþùèõ ðåøåòîê:à) ëþáàÿ öåïü;á) ðåøåòêà èç ï. â) çàäàíèÿ 7.1.1;â) ðåøåòêà èç ï. è) òîãî æå çàäàíèÿ;ã) ðåøåòêà èç ï. ê) òîãî æå çàäàíèÿ.7.1.15. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðå-øåòêà êîíå÷íà.7.1.16. à) (Ó) Âûäåëèòü ñðåäè ðåøåòîê, �èãóðèðóþùèõ â çàäà-íèè 7.1.12, ïàðû âçàèìíî àíòèèçîìîð�íûõ (è íåèçîìîð�íûõ) ðåøå-òîê è îòìåòèòü ñàìîäâîéñòâåííûå ðåøåòêè.á) Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó â ï. à), ïðèìå-íèòåëüíî ê ðåøåòêàì, �èãóðèðóþùèì â ï. à) çàäàíèé 7.1.7 è 7.1.8.â) Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñàìîäâîéñòâåííîé ðåøåòêà P(X) äëÿëþáîãî ìíîæåñòâà X .7.1.17. (Ó) �àññìàòðèâàÿ äèàãðàììû ðåøåòîê, íàðèñîâàííûå ïðèâûïîëíåíèè çàäàíèÿ 7.1.12, íàéòè âñå àâòîìîð�èçìû êàæäîé ýòèõðåøåòîê, è îõàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó àâòîìîð�èç-ìîâ.



78 �åøåòêè7.1.18. à) Íàéòè âñå àâòîìîð�èçìû ðåøåòêè, ïðåäñòàâëåííîé äèà-ãðàììîé íà ðèñ. 10 è îõàðàêòåðèçîâàòü ãðóïïó àâòîìîð�èçìîâ ýòîéðåøåòêè.á) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåòêå, ïðåä-ñòàâëåííîé äèàãðàììîé íà ðèñ. 11.
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BB7.1.19. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, èìåþùåé â òî÷-íîñòè äâà àâòîìîð�èçìà.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà, ïðåäñòàâëåííàÿ äèàãðàììîé íà ðèñ.12, èìååò â òî÷íîñòè òðè àâòîìîð�èçìà.â) (È) �àñïðîñòðàíÿÿ íà îáùèé ñëó÷àé èäåþ ïîñòðîåíèÿ ðåøåò-êè, �èãóðèðóþùåé â ï. á), ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî n > 2 ðåøåòêó,èìåþùóþ â òî÷íîñòè n àâòîìîð�èçìîâ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ãðóïïåàâòîìîð�èçìîâ ïîñòðîåííîé ðåøåòêè?7.1.20. (Ó) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n óêàçàòü ðåøåòêó, ãðóïïààâòîìîð�èçìîâ êîòîðîé èçîìîð�íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn.7.1.21. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëàðåøåòîê (ðàññìàòðèâàåìîå êàê ÷.ó. ìíîæåñòâî, ñì. çàäàíèå 6.1.19)áóäåò ðåøåòêîé. Óáåäèòüñÿ ïðè ýòîì, ÷òî ðåøåòî÷íûå îïåðàöèè âïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.á) Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê

L1 × L2 × . . . × Ln áóäåò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âñå ðåøåòêè L1, L2, . . . , Ln äèñòðèáóòèâíû.â) Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ ï. á) äëÿ ñâîé-ñòâà ìîäóëÿðíîñòè.7.1.22. Êàê è âûøå, ÷åðåç Cm îáîçíà÷èì n-ýëåìåíòíóþ öåïü.Ïóñòü n = pr1

1 p
r2

2 . . . prk

k � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.à) Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà äåëèòåëåé ÷èñëà n èçîìîð�íà ïðÿìîìóïðîèçâåäåíèþ Cr1+1 × Cr2+1 × . . . × Crk+1 (ïðè k = 1 ïîëó÷àåòñÿâûðîæäåííûé ñëó÷àé öåïè Cr1+1).



�îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè 79á) �åøåòêà äåëèòåëåé ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà äèñòðèáóòèâ-íà. Óêàçàòü òå óòâåðæäåíèÿ èç ïðåäûäóùèõ çàäàíèé, ïðèìåíåíèåìêîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ÷òî âûñêàçàííîå óòâåðæäåíèå.â) (È) Íàéòè óñëîâèÿ äëÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íåîáõîäèìûåè äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåòêè èõ äåëèòåëåé áûëè èçîìîð�-íû.7.1.23. à) Äîêàçàòü, ÷òî îðäèíàëüíàÿ ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ðå-øåòîê (ñì. îïðåäåëåíèå â çàäàíèè 6.1.26) áóäåò ðåøåòêîé.á) Äîêàçàòü, ÷òî îðäèíàëüíàÿ ñóììà ðåøåòîê L1 + L2 + . . . + Lnáóäåò äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ðå-øåòêè L1, L2, . . . , Ln äèñòðèáóòèâíû.â) Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ ï. á), äëÿñâîéñòâà ìîäóëÿðíîñòè.7.2 �îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè7.2.1. à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî âñÿêèé ãîìîìîð�èçì ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿèçîòîííûì îòîáðàæåíèåì è ÷òî äëÿ öåïåé ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå �âñÿêîå èçîòîííîå îòîáðàæåíèå åñòü ãîìîìîð�èçì.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòîê L1 è L2, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåòèçîòîííîå îòîáðàæåíèå L1 â L2, íå ÿâëÿþùååñÿ ãîìîìîð�èçìîì.7.2.2.Äëÿ ðåøåòêè, ïðåäñòàâëåííîé äèàãðàììîé íà ðèñ. 10, íàéòèâñå åå ãîìîìîð�èçìû:à) â 2-ýëåìåíòíóþ öåïü,á) â 3-ýëåìåíòíóþ öåïü,â) â 4-ýëåìåíòíóþ ðåøåòêó, íå ÿâëÿþùóþñÿ öåïüþ,ã) â ñåáÿ.7.2.3. (Ó) à) Îïèñàòü âñå ãîìîìîð�èçìû öåïè N íà äâóõýëåìåíò-íóþ öåïü.á) Âûïîëíèòü òàêîå æå çàäàíèå äëÿ öåïè Z.â) Âûïîëíèòü òàêîå æå çàäàíèå äëÿ öåïè Q.ã) Âûïîëíèòü òàêîå æå çàäàíèå äëÿ öåïè R.7.2.4. Ïóñòü L � ðåøåòêà, a ∈ L. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ϕa, ψa :
L −→ L, ïîëàãàÿ ϕa(x) = a ∧ x, ψa(x) = a ∨ x äëÿ ëþáîãî x ∈ L.à) (Ó) Êàêîìó ñâîéñòâó ðåøåòêè L ýêâèâàëåíòíî óñëîâèå, ÷òîïðè âñåõ a ∈ L îòîáðàæåíèÿ ϕa ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîð�èçìàìè?á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòêè L è òàêèõ åå ýëåìåíòîâ a, b, ÷òî ϕa� ýíäîìîð�èçì, à ϕb íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîð�èçìîì.



80 �åøåòêèâ) (Ó) Îáúÿñíèòü, ÷òî ðåøåòêà L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ï. à)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ a ∈ L îòîáðàæåíèÿ ψa ÿâëÿþòñÿýíäîìîð�èçìàìè.ã) Âûïîëíèòü çàäàíèå àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó â ï. á) ïðèìå-íèòåëüíî ê îòîáðàæåíèÿì ψa è ψb.ä) ×åðåç D îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ L, äëÿ êîòî-ðûõ ϕa è ψa ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîð�èçìàìè. Äîêàçàòü, ÷òî D ÿâëÿåòñÿäèñòðèáóòèâíîé ïîäðåøåòêîé L.å)∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòêè L, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ýëåìåíò aòàêîé, ÷òî ϕa � ýíäîìîð�èçì, à ψa íå ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîð�èçìîì.7.2.5. Ïóñòü L1, L2, . . . , Ln � ïðîèçâîëüíûå ðåøåòêè, n>1.à) Äîêàçàòü, åñëè êàæäàÿ ðåøåòêà Lk èìååò íóëü è åäèíèöó, òîñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì ðåøåòêè L1 + L2 + . . .+ Ln íà Lk ïðè k =
1, 2, . . . , n.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòîê L1 è L2 òàêèõ, ÷òî ðåøåòêà L1 + L2íå îáëàäàåò ãîìîìîð�èçìîì íè íà ðåøåòêó L1, íè íà ðåøåòêó L2.7.2.6. Ïóñòü L1 è L2 � ïðîèçâîëüíûå ðåøåòêè, L3 è L4 � ãî-ìîìîð�íûå îáðàçû ñîîòâåòñòâåííî L1 è L2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà
L3 + L4 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�íûì îáðàçîì L1 + L2.7.2.7. Ïóñòü ρ � êîíãðóýíöèÿ ðåøåòêè L. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî a ∈ L ρ-êëàññ aρ = {x ∈ L | xρa} ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè
L è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ aρ, èç x < y ñëåäóåò, ÷òî âñå ýëåìåíòû îòðåçêà
[x, y] ïðèíàäëåæàò aρ.7.2.8. à) Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè ÷åòûðåõýëåìåíòíîé öåïè è äëÿêàæäîé èç íèõ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ �àêòîð-ðåøåòêó.á) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ïðèìåíèòåëüíî ê ïÿòèýëåìåíò-íîé íåìîäóëÿðíîé ðåøåòêå (�ïåíòàãîíó").â) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåòêå äå-ëèòåëåé ÷èñëà 12 (äèàãðàììà ýòîé ðåøåòêè áûëà íàðèñîâàíà ïðè âû-ïîëíåíèè ï. à) çàäàíèÿ 7.1.4).7.2.9. Ïóñòü L � ðåøåòêà, îïðåäåëåííàÿ â ï. â) çàäàíèÿ 7.1.1.�àññìîòðèì íà L ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ρ è σ: mρn îçíà÷àåò, ÷òî âêàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ÷èñåë m è n ó÷àñòâóþò îäíè è òå æå ïðî-ñòûå ÷èñëà; mσn îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëè ÷èñëà 2 â êàíîíè÷åñêèõðàçëîæåíèÿõ ÷èñåë m è n ñîâïàäàþò. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè îòíîøåíèÿÿâëÿþòñÿ êîíãðóýíöèÿìè íà ðåøåòêå L, ïðè÷åì �àêòîð-ðåøåòêà L/ρèçîìîð�íà ðåøåòêå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N, a L/σ èçîìîð�-íà ðåøåòêå èç ï. á) çàäàíèÿ 7.1.1.



Áóëåâû àëãåáðû 817.2.10. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòêè, èìåþùåé â òî÷íîñòè ÷åòûðåêîíãðóýíöèè.á) �åøåòêà, �èãóðèðóþùàÿ â ï. á) çàäàíèÿ 7.2.8, èìååò â òî÷íî-ñòè òðè êîíãðóýíöèè. Óáåäèòüñÿ, ÷òî íèêàêàÿ öåïü íå ìîæåò èìåòü âòî÷íîñòè òðè êîíãðóýíöèè.7.2.11. �åøåòêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå èìååò êîíãðó-ýíöèé, îòëè÷íûõ îò îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è îò óíèâåðñàëüíîãî îòíî-øåíèÿ.à) Âûäåëèòü ñðåäè ðåøåòîê, èìåþùèõ íå áîëåå øåñòè ýëåìåí-òîâ, ïðîñòûå ðåøåòêè. (Äèàãðàììû âñåõ ÷åòûðåõýëåìåíòíûõ, ïÿòè-ýëåìåíòíûõ è øåñòèýëåìåíòíûõ ðåøåòîê áûëè íàðèñîâàíû ïðè âû-ïîëíåíèè çàäàíèÿ 7.1.12.)á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà, ïðåäñòàâëåííàÿ äèàãðàììîé íà ðèñ.13, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.�èñ. 13r
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@@â) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà, ïðåäñòàâëåííàÿ äèàãðàììîé íà ðèñ.14, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.ã)∗ Ñðåäè ðåøåòîê, âûäåëåííûõ ïðè âûïîëíåíèè ï. à), åñòü îäíàïÿòèýëåìåíòíàÿ � ìîäóëÿðíàÿ íåäèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà (�áðèëëè-àíò"). �àñïðîñòðàíÿÿ îñîáåííîñòè åå ñòðîåíèÿ íà îáùèé ñëó÷àé, äî-êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîùíîñòè m > 4 ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ðåøåòêàìîùíîñòè m.ä)∗ Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà, ñîäåðæàùàÿáîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.7.3 Áóëåâû àëãåáðû×åðåçBn áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâó àëãåáðó âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà.7.3.1. Íàðèñîâàòü äèàãðàììó áóëåâîé àëãåáðû Bnà) ïðè n = 2 è n = 3,á) ïðè n = 4.7.3.2. (Ó) à) Ñðàâíèâàÿ äèàãðàììû, íàðèñîâàííûå ïðè âûïîëíå-íèè çàäàíèÿ 6.1.5 è ï. á) çàäàíèÿ 7.3.1, óáåäèòüñÿ, ÷òî �èãóðèðóþùèåâ íèõ ðåøåòêè èçîìîð�íû.



82 �åøåòêèá) Îáúÿñíèòü, êàê óòâåðæäåíèå îá èçîìîð�íîñòè ðåøåòîê, óïî-ìÿíóòûõ â ï. à), ïîëó÷àåòñÿ áåç ñðàâíåíèÿ äèàãðàìì ýòèõ ðåøåòîê.7.3.3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà àëãåáðà.à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ B ñëåäóþùèå óñëî-âèÿ ðàâíîñèëüíû:(1) a ∧ b = a; (2) a ∧ b′ = 0; (3) a′ ∨ b = 1.á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ϕ� ãîìîìîð�èçì B íà ðåøåòêó L, òî L åñòüáóëåâà àëãåáðà, à ϕ ñîõðàíÿåò è äîïîëíåíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈ Bèìååò ìåñòî ϕ(x′) = ϕ(x)′.â) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îòðåçîê [a, b] â B ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåá-ðîé, ïðè÷åì åñëè [a, b] 6= B, òî [a, b] íå áóäåò ïîäàëãåáðîé àëãåáðû
B. 7.3.4.Óáåäèòüñÿ, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áóëåâà àëãåáðà êîíå÷-íà.7.3.5. Îõàðàêòåðèçîâàòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõðåøåòêà äåëèòåëåé ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.7.3.6. Ïóñòü X � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.à) Ïóñòü B � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-ñòâà X è èõ äîïîëíåíèé. Äîêàçàòü, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé áó-ëåâîé àëãåáðû P(X).á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî áóëåâà àëãåáðà B èç ï. à) íå èçîìîð�íà áóëåâîéàëãåáðå P(Y ) íè äëÿ êàêîãî ìíîæåñòâà Y .â) Áóëåâà àëãåáðà B èç ï. à) â ñèëó ðåçóëüòàòà çàäàíèÿ 7.3.4 íåÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé. Âûÿñíèòü, èìååò ëè îíà áàçèñ.7.3.7. Ïóñòü L � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà ñ íóëåì è åäèíèöåé.à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç L, îáëàäàþùèõäîïîëíåíèÿìè, îáðàçóåò ïîäðåøåòêó, ÿâëÿþùóþñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå öåïè â L êîíå÷íû è åäèíèöà ÿâëÿåòñÿîáúåäèíåíèåì àòîìîâ, òî L åñòü êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà.7.3.8. Ïóñòü L1, L2, . . . , Ln � ïðîèçâîëüíûå áóëåâû àëãåáðû.à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L1 × L2 × . . . × Ln áóäåòáóëåâîé àëãåáðîé.á) (Ó) Âûÿñíèòü, ìîæåò ëè îðäèíàëüíàÿ ñóììà
L1+L2+. . .+Ln áûòü áóëåâîé àëãåáðîé, è åñëè äà, òî â êàêèõ ñëó÷àÿõ.7.3.9. �àññìàòðèâàÿ äèàãðàììó àëãåáðû B3,à) (Ó) óêàçàòü âñå åå ïîäàëãåáðû,á) (Ó) óêàçàòü âñå åå 4-ýëåìåíòíûå ïîäðåøåòêè, íå ÿâëÿþùèåñÿïîäàëãåáðàìè,â) íàéòè âñå åå áàçèñû,



Áóëåâû àëãåáðû 83ã) íàéòè âñå åå êîíãðóýíöèè,ä) íàéòè âñå åå àâòîìîð�èçìû.7.3.10. Äëÿ àëãåáðû B4à) íàéòè âñå åå ïîäàëãåáðû, á) íàéòè âñå åå áàçèñû.7.3.11. (È) Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíóþ ñâÿçü ìåæäó áóëåâûìè àëãåá-ðàìè è áóëåâûìè êîëüöàìè, à òàêæå îïèñàíèå êîíãðóýíöèé êîëåö âòåðìèíàõ èäåàëîâ, îïèñàòü â àíàëîãè÷íûõ òåðìèíàõ êîíãðóýíöèè íàïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðå.



84 �åøåòêè



�ëàâà 8Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû8.1 Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà,ïîäàëãåáðûÄëÿ êðàòêîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå �ê.ï. àëãåáðà" âìåñòî�êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà".8.1.1. (Ó) Ïóñòü (K,+, ·) � êîëüöî, X � ïîðîæäàþùåå ìíîæå-ñòâî ãðóïïû (K,+), X � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ãðóïïîèäà (K, ·).Î÷åâèäíî, ÷òî X è Y áóäóò ïîðîæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè êîëüöà
(K,+, ·). Ïðèâåñòè ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà:à) ìíîæåñòâî X åñòü áàçèñ ãðóïïû (K,+), íî íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîìêîëüöà (K,+, ·),á) ìíîæåñòâî Y åñòü áàçèñ ãðóïïîèäà (K, ·), íî íå ÿâëÿåòñÿ áàçè-ñîì êîëüöà (K,+, ·).8.1.2. (Ó) à) Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöà (K,+, ·), èìåþùåãî áàçèñ,íå ÿâëÿþùèéñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì íè ãðóïïû (K,+), íèãðóïïîèäà (K, ·).á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ê.ï. êîëüöà (K,+, ·), ó êîòîðîãî íè ãðóïïà
(K,+), íè ãðóïïîèä (K, ·) íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè. Íåïîëó÷èëîñü ëè, ÷òî ïðèìåð, ïðèâåäåííûé ïðè âûïîëíåíèè ï.à), îá-ëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì?8.1.3. Ïóñòü A � ê.ï. àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òîà) (Ó) A îáëàäàåò áàçèñîì,á) â ëþáîì ïîðîæäàþùåì A ìíîæåñòâå èìååòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíî-æåñòâî, òàêæå ïîðîæäàþùåå A, 85



86 Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðûâ) (Ó) âñå áàçèñû àëãåáðû A êîíå÷íû.8.1.4. à) Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ê.ï. ãðóïï ÿâ-ëÿåòñÿ ê.ï. ãðóïïîé.á) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå äëÿ êîëåö.â) Âûïîëíèòü àíàëîãè÷íîå çàäàíèå äëÿ ðåøåòîê.ã) Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ê.ï. ïîëóãðóïï, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèåêîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ê.ï. ïîëóãðóïïîé.8.1.5.Ïóñòü S1 = (N,∨), S2 = (N,∧) � ïîëóãðóïïû ñ îïåðàöèÿìè,çàäàííûìè ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëàìè
x ∨ y = max{x, y}, x ∧ y = min{x, y}.à) (Ó) Îáúÿñíèòü, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïîëóãðóïï èìååò (åäèí-ñòâåííûé) áàçèñ: îí ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîëóãðóïïîé.á) (Ó) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S1 × S1 èìååò áàçèñè ïðèòîì åäèíñòâåííûé.â)∗ Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S2 × S2 íå èìååò áàçèñà.8.1.6. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ê.ï. àëãåáðà íå ÿâëÿåòñÿ 1-ïîðîæäåííîé,òî îíà îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ïîäàëãåáðîé.á) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íåîäíîýëåìåíòíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà îá-ëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé. Âûäåëèòü ñðåäè öèê-ëè÷åñêèõ ãðóïï òå, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ñîá-ñòâåííóþ ïîäãðóïïó.â) Ó÷èòûâàÿ �àêòû, ïðèâåäåííûå â çàäàíèè 1.2.7, è ðåçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ïðè âûïîëíåíèè ï. á), äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íåîä-íîýëåìåíòíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñîá-ñòâåííîé ïîäïîëóãðóïïîé. Âûäåëèòü ñðåäè öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïïòå, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ñîáñòâåííóþ ïîäïî-ëóãðóïïó.ã) (Ó) Íàéòè âñå ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå ïîäêîëüöà êîëüöà

Z. ä) (È) Îïèñàòü àññîöèàòèâíûå êîëüöà, â êîòîðûõ {0} ÿâëÿåòñÿìàêñèìàëüíûì (è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûì) ñîáñòâåííûì ïîä-êîëüöîì.å) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íèêàêàÿ ðåøåòêà íå ìîæåò èìåòü åäèí-ñòâåííóþ ìàêñèìàëüíóþ ñîáñòâåííóþ ïîäðåøåòêó. Óáåäèòüñÿ, ÷òîáóëåâà àëãåáðà B2 èìååò åäèíñòâåííóþ ñîáñòâåííóþ (è òåì ñàìûììàêñèìàëüíóþ) ïîäàëãåáðó.æ) (È) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ìàêñèìàëüíûõñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð èìååò áóëåâà àëãåáðà Bn.



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäàëãåáðû 878.1.7. (Ó) à) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñå-ìåéñòâà ïîäãðóïï ãðóïïû è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäêîëåöêîëüöà. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëóãðóïïû, èìåþùåé äâå íåïåðåñåêàþùè-åñÿ ïîäïîëóãðóïïû, è äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé íåîäíîýëåìåíòíîé ðå-øåòêå åñòü äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäðåøåòêè.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîëóãðóïïû, â êîòîðîé ëþáûå äâå ïîäïîëó-ãðóïïû èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, íî ñóùåñòâóåò (àâòîìàòè÷åñêèáåñêîíå÷íîå) ñåìåéñòâî ïîäïîëóãðóïï, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî.8.1.8.Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà. ×åðåç Sub(A) îáîçíà÷èì÷.ó. ìíîæåñòâî (ïî âêëþ÷åíèþ) âñåõ ïîäàëãåáð A; åñëè â A åñòü ñå-ìåéñòâî ïîäàëãåáð ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì, òî ïóñòîå ìíîæåñòâî òàê-æå ñ÷èòàåòñÿ ïîäàëãåáðîé. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè óêàçàííîì ñîãëàøåíèèSub(A) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé è ïðèòîì ïîëíîé. Ýòî ðåøåòêà ïîäàëãåáðàëãåáðû A.8.1.9. à) (Ó) ßñíî, ÷òî Sub(A) ⊆ P(A). Íî ðåøåòêà Sub(A) íå îáÿ-çàíà áûòü ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè P(A); ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî óòâåð-æäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèìåðàìè ïîëóãðóïïû, ãðóïïû, êîëüöàè ðåøåòêè.á) Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî Sub(G) ÿâëÿåòñÿïîäðåøåòêîé ðåøåòêè P(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G � ïðèìàð-íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.â) (Ó) Îõàðàêòåðèçîâàòü ðåøåòêè L ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî Sub(L)åñòü ïîäðåøåòêà â P(L), è óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ ðåøåòîê ïîïðî-ñòó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Sub(L) = P(L).ã) (Ó) Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, èìåþùàÿ ëèøü óíàð-íûå îïåðàöèè. Óáåäèòüñÿ, ÷òî Sub(A) ⊆ P(A) è ïðèâåñòè ïðèìåðû,êîãäà Sub(A) = P(A) è êîãäà Sub(A) 6= P(A).8.1.10. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà ïîäïîëóãðóïï Sub(T2) íåìîäóëÿð-íà.8.1.11. Óáåäèòüñÿ, ÷òîà) ðåøåòêà ïîäãðóïï Sub(S3) ìîäóëÿðíà, íî íåäèñòðèáóòèâíà,á) ðåøåòêà ïîäãðóïï Sub(S3 ×C2) íåìîäóëÿðíà.8.1.12. à) Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà ïîäãðóïï ëþáîé àáåëåâîé ãðóï-ïû ìîäóëÿðíà.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåòêà Sub(C2 ×C2) íåäèñòðèáóòèâíà.â) Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà ïîäãðóïï êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïûïîðÿäêà n èçîìîð�íà ðåøåòêå äåëèòåëåé ÷èñëà n.ã)∗ Èç óòâåðæäåíèÿ ï. â) è óòâåðæäåíèÿ ï. á) çàäàíèÿ 7.1.22 ñëå-äóåò, ÷òî ðåøåòêà ïîäãðóïï êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû äèñòðè-



88 Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðûáóòèâíà. Äîêàçàòü îáðàòíîå: åñëè äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ðåøåòêàSub(G) äèñòðèáóòèâíà, òî ãðóïïà G öèêëè÷åñêàÿ.8.1.13. à) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó èç óòâåðæäåíèÿ ï. à) çàäàíèÿ8.1.12 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåòêà ïîäïðîñòðàíñòâ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðî-ñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé.á) Âûÿñíèòü, ïðè êàêîì óñëîâèè äëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðå-øåòêà åãî ïîäïðîñòðàíñòâ äèñòðèáóòèâíà.8.1.14. Ïóñòü L � ðåøåòêà. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿðàâíîñèëüíû:(1) ðåøåòêà Sub(L) ìîäóëÿðíà;(2) ðåøåòêà Sub(L) äèñòðèáóòèâíà;(3) L åñòü öåïü.8.1.15. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåòêà ïîäàëãåáð ïðîèçâîëüíîé óíèâåð-ñàëüíîé àëãåáðû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïîäàëãåáðà äàííîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ê.ï. àë-ãåáðîé.8.1.16.Ïðèâåñòè ïðèìåð ê.ï. àëãåáðû, èìåþùåé íå ê.ï. ïîäàëãåáðû: à)â ñëó÷àå ïîëóãðóïï, á) â ñëó÷àå ãðóïï, â) â ñëó÷àå êîëåö.8.1.17.Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà. Ýëåìåíò x ∈ A íàçûâà-åòñÿ íåïîðîæäàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà Xàëãåáðû A, ñîäåðæàùåãî x, ìíîæåñòâî X\{x} òàêæå ïîðîæäàþùåå.à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ àë-ãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé (áûòü ìîæåò, ïóñòîé). Ýòà ïîäàëãåáðàíàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ôðàòòèíè àëãåáðû A. (C)á) (Ó) Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ êîíå÷íûõ ðåøåòîê, ó îäíîé èç êî-òîðûõ ïîäðåøåòêà Ôðàòòèíè íåïóñòàÿ, à ó äðóãîé � ïóñòàÿ.â) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àëãåáðà A îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûìè ñîá-ñòâåííûìè ïîäàëãåáðàìè, òî åå ïîäàëãåáðà Ôðàòòèíè (íåâàæíî, ïó-ñòàÿ èëè íåïóñòàÿ) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ åå ìàêñèìàëüíûõñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð.8.1.18.Íàéòè ïîäãðóïïóÔðàòòèíè ó ñëåäóþùèõ àääèòèâíûõ ãðóïï: à)
Zn; á) Z; â)∗ Q. (C)8.1.19.∗ Íàéòè ïîäêîëüöî Ôðàòòèíè êîëüöà Q. (C)8.1.20. à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû åå ïîäãðóïïà Ôðàòòè-íè ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.á)∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð êîëüöà, ó êîòîðîãî ïîäêîëüöî Ôðàòòèíè íåÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.8.1.21. (Ó) Íàéòè âñå ïîäãðóïïîèäû ãðóïïîèäà ñ îïåðàöèåé, çà-äàííîé íà ìíîæåñòâå {a, b, c} ñëåäóþùåé òàáëèöåé Êýëè:



Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà, ïîäàëãåáðû 89
a b c

a a a a
b a a a
c a a c8.1.22.Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ 8.1.21, äëÿ ãðóï-ïîèäîâ, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå {a, b, c, d} ñëåäóþùèìè òàáëèöàìèÊýëè:à) a b c d

a a a a a
b a c c c
c a c c c
d a c c c

á) a b c d
a c c c b
b c c c b
c c c c d
d c c c b

â) · a b c d
a a b c d
b a b c d
c b a c d
d b a c d8.1.23.Íàéòè âñå ïîäàëãåáðû àëãåáðû ñ îäíîé óíàðíîé îïåðàöèåé

f , çàäàííîé íà ìíîæåñòâå {a, b, c, d} ñëåäóþùèì îáðàçîì: à) f =
(
a b c d
b a d c

); á) f =

(
a b c d
c c d c

).8.1.24. Íàéòè âñå ïîäàëãåáðû àëãåáðû ñ äâóìÿ óíàðíûìè îïåðà-öèÿìè f è g, çàäàííûìè íà ìíîæåñòâå {a, b, c, d, e} ñëåäóþùèì îáðà-çîì:à) f =

(
a b c d e
a a c b b

), g =

(
a b c d e
b a c a b

);á) f =

(
a b c d e
b c a e d

), g =

(
a b c d e
a a a e e

).8.1.25. (Ó) Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå A òåðíàðíóþ îïåðàöèþ t,çàäàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
t(x, y, z) =







x, åñëè y = z;
z, åñëè x = y;
y, åñëè x 6= y, y 6= z.Îïèñàòü âñå ïîäàëãåáðû (A, t).8.1.26. (Ó) Äîêàçàòü êîíå÷íîñòü àëãåáðû, èìåþùåé ëèøü êîíå÷-íîå ÷èñëî ïîäàëãåáð,à) â ñëó÷àå ïîëóãðóïï,á) â ñëó÷àå ãðóïï,â) â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ êîëåö.8.1.27. à) Èç îïèñàíèÿ öèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï âûòåêàåò, ÷òî ïî-ëóãðóïïà áåç ñîáñòâåííûõ ïîäïîëóãðóïï îäíîýëåìåíòíà. Ïðèâåñòèïðèìåð íåîäíîýëåìåíòíîãî ãðóïïîèäà, íå èìåþùåãî ñîáñòâåííûõ ïîä-ãðóïïîèäîâ.



90 Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðûá) Âûÿñíèòü, äëÿ ëþáîãî ëè n ≥ 2 ñóùåñòâóåò n-ýëåìåíòíûé ãðóï-ïîèä áåç ñîáñòâåííûõ ïîäãðóïïîèäîâ.â) Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ãðóïïîèäà áåç ñîáñòâåííûõ ïîä-ãðóïïîèäîâ.ã) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåîäíîýëåìåíòíîé àëãåáðû ñ îäíîé óíàðíîéîïåðàöèåé, íå èìåþùåé ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð, è âûÿñíèòü, äëÿ ëþ-áîãî ëè n ≥ 2 ñóùåñòâóåò n-ýëåìåíòíàÿ àëãåáðà ñ óêàçàííûìè ñâîé-ñòâàìè.ä) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íèêàêàÿ àëãåáðà ñî ñâîéñòâàìè, óêà-çàííûìè â ï. ã), íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.å)∗ (Ó) Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîé àëãåáðû ñ äâóìÿ óíàðíûìèîïåðàöèÿìè, íå èìåþùåé ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð.8.1.28.∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ îäíîòèïíûõ íåèçîìîð�íûõ óíè-âåðñàëüíûõ àëãåáð, èçîìîð�íî âëîæèìûõ äðóã â äðóãà.8.2 �îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè8.2.1. Ïóñòü A,B � îäíîòèïíûå óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû, ïðè÷åì
B � ãîìîìîð�íûé îáðàç A. Âûÿñíèòü, âåðíû ëè ñëåäóþùèå óòâåð-æäåíèÿ:à) åñëè A � ê.ï. àëãåáðà, òî è B � ê.ï. àëãåáðà;á) óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ ï. à);â) åñëè A èìååò áàçèñ, òî è B èìååò áàçèñ;ã) (Ó) óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ ï. â).8.2.2. Ïóñòü â ñèòóàöèè çàäàíèÿ 8.2.1 ϕ � ãîìîìîð�èçì A íà B.Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:à) åñëè F � ïîäàëãåáðà àëãåáðû A, òî

ϕ(F ) = {ϕ(f) | f ∈ F}åñòü ïîäàëãåáðà àëãåáðû B;á) åñëè H � ïîäàëãåáðà àëãåáðû B, òî
ϕ−1(H) = {a ∈ A | ϕ(a) ∈ H}åñòü ïîäàëãåáðà àëãåáðû A;â) åñëè ψ � ãîìîìîð�èçì A íà B, îòëè÷íûé îò ϕ, òî ìíîæåñòâî

C = {a ∈ A | ϕ(a) = ψ(a)} åñòü ñîáñòâåííàÿ (áûòü ìîæåò, ïóñòàÿ)ïîäàëãåáðà àëãåáðû A.8.2.3. à) Â ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ï. à) çàäàíèÿ 8.2.2, ãîìîìîð-�èçì ϕ èíäóöèðóåò ãîìîìîð�èçì ïîäàëãåáðû F íà ïîäàëãåáðó ϕ(F ).



�îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè 91Ïðèâåñòè ïðèìåð àëãåáðû A è òàêîé åå ïîäàëãåáðû F , ÷òî ñóùåñòâó-åò ãîìîìîð�èçì ïîäàëãåáðû F , êîòîðûé íå èíäóöèðóåòñÿ íèêàêèìãîìîìîð�èçìîì àëãåáðû A.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ïîäàëãåáðà C, óêàçàííàÿ âï. â) çàäàíèÿ 8.2.2, íåïóñòà.â) (Ó) Ïðèâåñòè ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ïîäàëãåáðà C, óêàçàí-íàÿ â ï. â) çàäàíèÿ 8.2.2, ïóñòà.8.2.4. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � ïðîèçâîëüíûå îäíîòèïíûå óíèâåð-ñàëüíûå àëãåáðû. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ àëãåáð îïðåäåëÿåòñÿ íàäåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A1 × A2 × . . . × An ïîêîìïîíåíòíûì îñó-ùåñòâëåíèåì âñåõ îïåðàöèé íà àëãåáðàõ Ak. (Ñì. êîíêðåòíûå ñëó-÷àè äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â çàäàíèÿõ 1.1.29, 3.1.21,7.1.21.)Óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ àëãåáðà Ak ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�íûì îáðà-çîì ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A1 ×A2 × . . .×An.8.2.5.∗ Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ îäíîòèïíûõ íåèçîìîð�íûõ óíè-âåðñàëüíûõ àëãåáð A,B òàêèõ, ÷òî B åñòü ãîìîìîð�íûé îáðàç A, à
A åñòü ãîìîìîð�íûé îáðàç B.8.2.6. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà.à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýíäîìîð�èçìîâ àëãåáðû Aåñòü ýíäîìîð�èçì, òàê ÷òî ìíîæåñòâî End(A) âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ
A ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû T (A); ýòî ïîëóãðóïïà ýíäî-ìîð�èçìîâ àëãåáðû A.á) Äîêàçàòü, ÷òî ïîëóãðóïïà ýíäîìîð�èçìîâ ïîëóãðóïïû (N,+)èçîìîð�íà ïîëóãðóïïå (N, ·).â) Íàïèñàòü òàáëèöó Êýëè äëÿ ïîëóãðóïïû ýíäîìîð�èçìîâ äâóõ-ýëåìåíòíîé öåïè.ã) Âûÿñíèòü, áóäåò ëè êîììóòàòèâíà ïîëóãðóïïà ýíäîìîð�èçìîâêîëüöà Z3 ×Z3.8.2.7. à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñþðúåêòèâíûõ ýíäîìîð-�èçìîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû A åñòü ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïûEnd(A); óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ëåâîìó çàêîíó ñîêðàùå-íèÿ: xy = xz ⇒ y = z.á) Ïðèâåñòè ïðèìåð àëãåáðû, äëÿ êîòîðîé ïîëóãðóïïà ýíäîìîð-�èçìîâ íå óäîâëåòâîðÿåò ëåâîìó çàêîíó ñîêðàùåíèÿ.8.2.8. à) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåîäíîýëåìåíòíîé àëãåáðû A ñ îäíîéóíàðíîé îïåðàöèåé, äëÿ êîòîðîé âñÿêèé ýíäîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ àâ-òîìîð�èçìîì.



92 Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðûá) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â ï. à), íåâîçìîæ-íà äëÿ ãðóïï, êîëåö è ðåøåòîê.â) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýíäîìîð�èçì ãðóïïû (Q,+)ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì.8.2.9. à) Ïóñòü A � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî ïî-ëóãðóïïà End(A) ïðåâðàùàåòñÿ â êîëüöî, åñëè íà íåé äîïîëíèòåëüíîîïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, ïîëàãàÿ äëÿ ëþáûõ ϕ, ψ ∈ End(A) èëþáîãî a ∈ A
(ϕ+ ψ)(a) ⇀↽ ϕ(a) + ψ(a).á) Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ýíäîìîð�èçìîâ ãðóïïû (Z,+) èçîìîð�-íî êîëüöó (Z,+, ·).â) Âûÿñíèòü, èìååò ëè êîëüöî End(Z12) äåëèòåëè íóëÿ.ã) Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî êîëüöî End(Zn) èìååò äå-ëèòåëè íóëÿ.8.2.10. Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè ãðóïïîèäà, �èãóðèðóþùåãîà) â çàäàíèè 8.1.21, á) â ï. à) çàäàíèÿ 8.1.22,â) â ï. á) çàäàíèÿ 8.1.22, ã) â ï. â) çàäàíèÿ 8.1.22.8.2.11. Íàéòè âñå êîíãðóýíöèè àëãåáðû, �èãóðèðóþùåéà) â ï. à) çàäàíèÿ 8.1.23, á) â ï. á) çàäàíèÿ 8.1.23,â) â ï. à) çàäàíèÿ 8.1.24, ã) â ï. á) çàäàíèÿ 8.1.24.8.2.12. Âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ íà êîëüöå (K,+, ·) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-ìåííî êîíãðóýíöèåé ãðóïïû (K,+) è ãðóïïîèäà (K, ·). Ïðèâåñòè ïðè-ìåð êîëüöà (K,+, ·) è òàêîãî îòíîøåíèÿ τ íà íåì, ÷òîà) τ åñòü êîíãðóýíöèÿ íà (K,+), íî íå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà

(K, ·);á) τ åñòü êîíãðóýíöèÿ íà (K, ·), íî íå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà
(K,+).8.2.13. Âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ íà ðåøåòêå (L,∨,∧) ÿâëÿåòñÿ îäíî-âðåìåííî êîíãðóýíöèåé íà êàæäîé èç ïîëóãðóïï (L,∨) è (L,∧). Ïðè-âåñòè ïðèìåð ðåøåòêè (L,∨,∧) è òàêîãî îòíîøåíèÿ τ íà íåé, ÷òî τÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé òîëüêî íà îäíîé èç ïîëóãðóïï (L,∨), (L,∧).8.2.14. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Con(A) ìíîæåñòâî âñåõ êîíãðóýíöèé íàóíèâåðñàëüíîé àëãåáðåA, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì âêëþ-÷åíèÿ.à) Äîêàçàòü, ÷òî Con(A) ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé è ïðèòîì ïîëíîé.á)∗ Âûÿñíèòü, áóäåò ëè äëÿ ëþáîé àëãåáðû A ðåøåòêà Con(A)ïîäðåøåòêîé ðåøåòêè E(A) âñåõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè íà A.



�îìîìîð�èçìû è êîíãðóýíöèè 938.2.15. à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè êîíãðóýíöèè ρ è σ íà äàííîé àë-ãåáðå ïåðåñòàíîâî÷íû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ρ ◦ σ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîí-ãðóýíöèåé.á) Äîêàçàòü, ÷òî íà ãðóïïå ëþáûå äâå êîíãðóýíöèè ïåðåñòàíîâî÷-íû.â) Ïðèâåñòè ïðèìåð ðåøåòêè, èìåþùåé íåïåðåñòàíîâî÷íûå êîí-ãðóýíöèè.8.2.16. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ è σíà ìíîæåñòâå X ïåðåñòàíîâî÷íû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå ρ ◦ σ ñîâïàäàåòñ îáúåäèíåíèåì ρ ∨ σ â ðåøåòêå E(X).á) Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò, ïðèâåäåííûé â ï. à), äîêàçàòü, ÷òî åñëèëþáûå äâå êîíãðóýíöèè íà óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå A ïåðåñòàíîâî÷íû,òî ðåøåòêà Con(A) ìîäóëÿðíà.8.2.17. Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, ρ � êîíãðóýíöèÿ íàíåé, A = A/ρ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ �àêòîðàëãåáðà.à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíãðóýíöèè σ íà A ñóùåñòâóåò òàêàÿêîíãðóýíöèÿ σ íà A, ÷òî σ ⊇ ρ è A/σ ∼= A/σ.á) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíãðóýíöèè σ íà A òàêîé, ÷òî σ ⊇ ρñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíãðóýíöèÿ σ íà A, ÷òî A/σ ∼= A/σ.8.2.18. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó íååíåò êîíãðóýíöèé, êðîìå îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è óíèâåðñàëüíîãî îò-íîøåíèÿ.à) (Ó) Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò, ïðèâåäåííûé â ï. à) çàäàíèÿ 8.2.17,äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîé êîíå÷íîé íåîäíîýëåìåíòíîé àëãåáðû åñòü íåîä-íîýëåìåíòíûé ãîìîìîð�íûé îáðàç, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé.á) Óáåäèòüñÿ, ÷òî àëãåáðà, �èãóðèðóþùàÿ â çàäàíèè 8.1.25, ÿâëÿ-åòñÿ ïðîñòîé.â) (È) Îïèñàòü âñå ïðîñòûå êîíå÷íûå àëãåáðû ñ îäíîé óíàðíîéîïåðàöèåé.
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�ëàâà 9Áóëåâû �óíêöèèÏðèâåäåì òàáëèöû, çàäàþùèå �óíêöèè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â �îð-ìóëèðîâêàõ çàäàíèé ýòîé ãëàâû.
x y 0 1 x x·y x∨y x→y x∼y x+y x |y x↓y
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0Ïðèîðèòåò áèíàðíûõ îïåðàöèé â çàïèñè �îðìóë íå óñòàíàâëèâà-åòñÿ, çà òåì èñêëþ÷åíèåì, ÷òî îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óìíîæå-íèå èìååò áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå), íåæå-ëè îñòàëüíûå îïåðàöèè.9.1 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.Íîðìàëüíûå �îðìû9.1.1. Ïîñòðîèòü òàáëèöû äëÿ �óíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñëåäóþ-ùèìè �îðìóëàìè:à) (x→ y)⊕ [(y → z)⊕ (z → x)]; á) (x ∨ y) ∨ [(x · z) ↓ (x ∼ y)];â) x→ [z ∼ (y ⊕ x · z)]; ã) [((x | y) ↓ z) | y] ↓ z.9.1.2. Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ �îðìóë ÿâëÿþòñÿ òîæäå-ñòâåííî èñòèííûìè è êàêèå � òîæäåñòâåííî ëîæíûìè:à) (x→ y)→ [(x ∨ z)→ (y ∨ z)];95



96 Áóëåâû �óíêöèèá) [(x⊕ y) ∼ z] · (x→ yz);â) [(x ∨ y) ↓ (x⊕ y)]⊕ [(x→ y)→ (x ∨ y];ã) {[(x ∨ y) · z]→ [(x ∼ z)⊕ y]} · x · y · z.9.1.3. Äîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñâÿçêó ∼, òîæ-äåñòâåííî èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå ïåðåìåííàÿâõîäèò â ýòó �îðìóëó ÷åòíîå ÷èñëî ðàç.9.1.4. Ïðèâåñòè ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå �îðìóëû:à) (x1 ∨ x2x3) · (x1 ∨ x3);á) {(x1 ∨ x2x3x4) · [(x2 ∨ x4)→ x1x3x4]} ∨ x2x3 ∨ (x1 ∨ x4);â) {(x1 → x2x3) · [(x3 ⊕ x4)→ x1x4]} ∨ x1.9.1.5. Ïðèâåñòè ê ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìå �îðìóëû:à) x1 ∨ x2x3;á) x1x2 ∨ x1x3;â) x1 ∨ x1x2 ∨ x2x3.9.1.6. Ïðèâåñòè ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå �îðìóëûèç çàäàíèÿ 9.1.5.9.1.7.Ïîñòðîèòü ñîâåðøåííóþ êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îð-ìó äëÿ êàæäîé �îðìóëû èç çàäàíèÿ 9.1.5.9.1.8. Ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà äëÿ ñëåäóþùèõ �óíê-öèé:à) (x1 | x2) ↓ x3;á) (x1 → x2)(x2 ↓ x3);â) ((x1 → x2) ∨ x3) | x1.9.1.9. Âûÿñíèòü, áóäóò ëè ñëåäóþùèå �óíêöèè ñàìîäâîéñòâåííû-ìè:à) x; á) x · y;â) x→ y; ã) x⊕ y;ä) x⊕ y ⊕ z; å) (x · y) ∨ (x · z) ∨ (y · z);æ) (x ∨ y) · (x ∨ z) · (y ∨ z).9.1.10. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñàìîäâîéñòâåííîé �óíêöèèîò äâóõ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò êàæäîé ïåðåìåííîé.9.1.11. Âûÿñíèòü, áóäóò ëè ñëåäóþùèå �óíêöèè ìîíîòîííûìè:à) x · y ⊕ y; á) x · y ⊕ x⊕ y;â) x ∼ y; ã) x→ (y → x);ä) x→ (x→ y); å) (x · y) ∨ (x · z) ∨ (y · z).9.1.12. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ìîíîòîííîé, ñàìàìîíîòîííà.9.1.13. Âûÿñíèòü, áóäóò ëè ñëåäóþùèå �óíêöèè ëèíåéíûìè:



Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Íîðìàëüíûå �îðìû 97à) x ∨ y; á) x→ y; â) x ∼ y;ã) x ∼ y; ä) (x ∼ y) ∼ z; å) x→ (y → x).9.1.14. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñàìîäâîéñòâåííîé ëèíåéíîé �óíêöèè.9.1.15.∗ Ïóñòü �óíêöèè f è g ñàìîäâîéñòâåííû. Âûÿñíèòü, ïðèêàêèõ óñëîâèÿõ áóäåò ñàìîäâîéñòâåííîé �óíêöèÿ:à) f ∨ g; á) f · g; â) f → g; ã) f ∼ g.9.1.16.∗ Ïóñòü �óíêöèè f è g ìîíîòîííû. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõóñëîâèÿõ áóäåò ìîíîòîííîé �óíêöèÿ:à) f ; á) f → g; â) f ∼ g.9.1.17. Ïóñòü �óíêöèè f è g ëèíåéíû. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëî-âèÿõ áóäåò ëèíåéíîé �óíêöèÿ:à) f1 ∨ f2, á) f · g, â) f1 → f2.9.1.18. à) (Ó) Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíê-öèé îò n ïåðåìåííûõ îáðàçóåò êîíå÷íóþ áóëåâó àëãåáðó îòíîñèòåëüíîîïåðàöèé äèçúþíêöèè, êîíúþíêöèè è îòðèöàíèÿ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç
BFn.á) (Ó) Íàéòè |BFn|.â) Óêàçàòü êàêîé-íèáóäü áàçèñ áóëåâîé àëãåáðû BFn.ã) Íàéòè âñå áàçèñû àëãåáðû BF2.9.1.19.∗ Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèþ f íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü �îðìóëîéíàä ìíîæåñòâîì S, êîãäàà) f = x⊕ y, S = {·};á) f = x · y, S = {→};â) f = x ∨ y, S = {∼}.9.1.20. Ïóñòü Φ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî �óíêöèîíàëüíûõ ñèì-âîëîâ (çàìåùàåìûõ áóëåâûìè �óíêöèÿìè). �ëóáèíà �îðìóëû F íàäìíîæåñòâîì Φ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç depΦ(F ) è îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóê-öèè:1) Åñëè F � ñèìâîë ïåðåìåííîé èëè 0-àðíûé �óíêöèîíàëüíûéñèìâîë, òî depΦ(F ) = 0;2) Åñëè F = f (n)(F1, . . . , Fn), ãäå f (n) ∈ Φ, òîdepΦ(F ) = max

1≤i≤n
depΦ(Fi) + 1.Íàéòè �îðìóëó F ìèíèìàëüíîé ãëóáèíû íàä ìíîæåñòâîì {↓},ðåàëèçóþùóþ �óíêöèþà) f = x ∨ y; á) f = x⊕ y; â) f = x · y.9.1.21.∗ Âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ðåàëèçîâàòü �óíêöèþ f �îðìóëîé

F ãëóáèíû k íàä ìíîæåñòâîì S, êîãäà:



98 Áóëåâû �óíêöèèà) f = xy, k = 2, S = {|};á) f = x→ y, k = 3, S = {∨,∼};â) f = x⊕ y ⊕ z, k = 2, S = {∨, ·}.9.2 Çàìêíóòûå è ïîëíûå êëàññû9.2.1. Ñâåäåíèåì ê èçâåñòíîé ïîëíîé ñèñòåìå �óíêöèé {x∧y, x∨
y, x} äîêàçàòü ïîëíîòó ñëåäóþùèõ ñèñòåì �óíêöèé:a) x ∧ y, x; á) x ∨ y, x; â) (x ∨ y); ã) (x ∧ y); ä) x→y, x.9.2.2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïîñòà, äîêàçàòü ïîëíîòó ñëåäóþùèõêëàññîâ �óíêöèé:à) {x ∨ y, x}; á) {0, 1, (x · y) ∨ z};â) {x · y ⊕ x, x⊕ y, 1}; ã) {x⊕ y, x ∼ (y · z)};ä) {x · y, x⊕ y, x ∼ (x · y)}; å) {0, x ∼ y, x ∨ y}.9.2.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî �óíêöèé, äâîéñòâåííûõ �óíêöè-ÿì èç çàìêíóòîãî êëàññà, îáðàçóåò çàìêíóòûé êëàññ.9.2.4. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ çà-ìêíóòûì êëàññîì.9.2.5. (Ó) Çàìêíóòûé êëàññ, îòëè÷íûé îò ïóñòîãî êëàññà è îòêëàññà âñåõ �óíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çà-ìêíóòûì êëàññîì.Äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå ñîáñòâåííîãî çàìêíóòîãî êëàññà â êëàñ-ñå âñåõ �óíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íå ìîæåò áûòü çàìêíóòûì êëàññîì.9.2.6. Áàçèñîì êëàññà âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé íàçûâàåòñÿ ìèíè-ìàëüíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé (ò.å. òàêàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà �óíê-öèé, ïîñëå óäàëåíèÿ èç êîòîðîé ëþáîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ íåïîëíàÿñèñòåìà). Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñèñòåìû �óíêöèé, ïðèâåäåííûå â çàäà-íèè 9.2.1, ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè.9.2.7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû �óíêöèé íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî êëàññà, íå ñîâïàäàþùåãîñ ìíîæåñòâîì âñåõ �óíêöèé, â äàííîé ñèñòåìå íàøëàñü �óíêöèÿ, íåïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó êëàññó. (C)9.2.8. Íàéòè âñå áàçèñû èç n �óíêöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â êëàññå
{0, 1, x, x · y, x→ y, x ∼ y, x⊕ y, x | y, x ↓ y} ïðèà) n = 1; á) n = 2; â) n = 3.9.2.9.∗ à) Äîêàçàòü, ÷òî èç âñÿêîãî áàçèñà ñ ïîìîùüþ îòîæäåñòâ-ëåíèÿ àðãóìåíòîâ ó âõîäÿùèõ â íåãî �óíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü áàçèñ,â êîòîðîì âñå �óíêöèè çàâèñÿò íå áîëåå ÷åì îò òðåõ ïåðåìåííûõ.



Ïîëíûå êëàññû 99á) Äîêàçàòü, ÷òî äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ âóòâåðæäåíèè ï. à), âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî.9.2.10. Áàçèñ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè ïðè âñÿêîì îòîæ-äåñòâëåíèè ïåðåìåííûõ ó ëþáîé �óíêöèè áàçèñà ïîëó÷àåòñÿ íåïîë-íàÿ ñèñòåìà.Äîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíè-ìàëüíûõ áàçèñîâ. (C)9.2.11.∗ Îáîáùåííîé �óíêöèåé Øå��åðà íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ àë-ãåáðû ëîãèêè, ñîñòàâëÿþùàÿ îäíîýëåìåíòíûé áàçèñ.Ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî èìååòñÿ îáîáùåííûõ �óíêöèé Øå��åðà îò
n ïåðåìåííûõ.9.2.12. Ïóñòü Pk = {0, 1, . . . , k − 1}, k ≥ 2. Âñþäó îïðåäåëåííàÿ�óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà Pk, íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè.Êëàññ âñåõ òàêèõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Fk. ßñíî, ÷òî êëàññ âñåõáóëåâûõ �óíêöèé � ýòî êëàññ F2. Ïðè k > 2 äëÿ êëàññà Fk ïîíÿ-òèÿ çàìêíóòîñòè è ïîëíîòû ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê äëÿ êëàññà F2.Ïóñòü ρ � íåêîòîðîå l-ìåñòíîå îòíîøåíèå íà Pk. �îâîðÿò, ÷òî �óíê-öèÿ f(x1, . . . , xm) èç Fk ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ρ, åñëè èç òîãî, ÷òî
(xi1, xi2, . . . , xil) ∈ ρ ïðè i = 1, 2, . . . ,m ñëåäóåò, ÷òî (f(x11, x21, . . . , xm1), f(x12, x22, . . . , xm2), f(x1l, x2l, . . . , xml)) ∈
ρ äëÿ ëþáûõ x11, x12, . . . , xml ∈ Pk. Êëàññ âñåõ �óíêöèé, ñîõðàíÿþ-ùèõ ρ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Kρ.Êëàññ Kρ íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-íûì ñðåäè âñåõ çàìêíóòûõ ñîáñòâåííûõ êëàññîâ �óíêöèé k-çíà÷íîéëîãèêè.à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòíîøåíèÿ ρ êëàññ Kρÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.á) Ïðè k = 2 äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé,ñîõðàíÿþùèõ íóëü, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ñàìîäâîéñòâåííûõ, ìîíî-òîííûõ, ëèíåéíûõ íàéòè îòíîøåíèå ρ, çàäàííîå íà {0, 1}, äëÿ êîòî-ðîãî äàííûé êëàññ ñîâïàäàåò ñ Kρ.â) (È) Îïðåäåëèòü, äëÿ êàêèõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ρ êëàññ
Kρ áóäåò ïðåäïîëíûì.ã) Ïóñòü ρ � îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà Pk è ñîîòâåòñòâó-þùåå ÷.ó. ìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíòû. Äî-êàçàòü, ÷òî Kρ � ïðåäïîëíûé êëàññ.



100 Áóëåâû �óíêöèè



�ëàâà 10ßçûêè è àâòîìàòû10.1 Ôîðìàëüíûå ÿçûêèÏóñòîå ñëîâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ.10.1.1. (Ó) Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ íàä àë�àâèòîì {a, b}îïðåäåëèòü, áóäåò ëè îíî êîäîì, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòàóêàçàòü, áóäåò ëè äàííûé êîä ñó��èêñíûì, ïðå�èêñíûì èëè áèïðå-�èêñíûì:à) {a, aba}; á) {ab, aba}; â) {ab, ba, aba};ã) {ab, ba, a}; ä) {a2, ba2, ba}; å) {a5, ba2, ab, b}.10.1.2. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ
M = {a2, ab, c2, c2a, bc2a}íàä àë�àâèòîì {a, b, c}.à) Äîêàçàòü, ÷òî M íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì.á) Äëÿ ñëîâà (c2ab)3c2, ïðèíàäëåæàùåãî ïîäïîëóãðóïïå 〈M〉, âû-ÿñíèòü, îäíîçíà÷íî ëè âûðàæàåòñÿ ýòî ñëîâî ÷åðåç ýëåìåíòû ìíîæå-ñòâà M .â) Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ ï. á), äëÿ ñëîâà a2bc2ac2abc2a2bab.10.1.3. Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ 10.1.1, äëÿ äàí-íîãî ìíîæåñòâà íàä àë�àâèòîì {a, b, c, d}:à) {a, ab, ca, dc, bcad2};á) {a, b, d2, cd3, d2ac, cd2ab}; 101



102 ßçûêè è àâòîìàòûâ) {a, ab, ab2, acb2, b2ac2};ã) {abc, b2c, bcb, ca2, acb2, (cb)2, bc2ab2, abcacb3};ä) {abc, ab2, bc2, c2a2, bcab3c2, b2c2a3bca, abcab2ab3c2a};å) {ab, b2, ca, ab2, bac, cba, a2bc, cab2a}.10.1.4.Âûïîëíèòü çàäàíèå, àíàëîãè÷íîå çàäàíèþ 10.1.1, äëÿ êàæ-äîãî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ íàä àë�àâèòîì A:à) {x1x2 . . . xn | xj ∈ A, j = 1, . . . , n} äëÿ äàííîãî n ∈ N;á) {anb | n ∈ N} äëÿ ðàçëè÷íûõ �èêñèðîâàííûõ a, b ∈ A;â) {abn | n ∈ N} äëÿ ðàçëè÷íûõ �èêñèðîâàííûõ a, b ∈ A;ã) {anbn | n ∈ N} äëÿ ðàçëè÷íûõ �èêñèðîâàííûõ a, b ∈ A.10.1.5. Âûÿñíèòü, ñïðàâåäëèâû ëè äëÿ ëþáûõ ÿçûêîâ L1, L2, L3íàä àë�àâèòîì A ðàâåíñòâà:à) L1(L2 ∪ L3) = L1L2 ∪ L1L3;á) L1(L2 ∩ L3) = L1L2 ∩ L1L3.10.1.6.Äëÿ êîíå÷íûõ ÿçûêîâ L1 è L2 íàä äàííûì àë�àâèòîì óáå-äèòüñÿ, ÷òî |L1 · L2| ≤ |L1| · |L2| è ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà |L1 · L2| =
|L1| · |L2| è êîãäà |L1 · L2| < |L1| · |L2|.10.1.7. à) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L1 è L2 � êîíå÷íûå ÿçûêè íàääàííûì àë�àâèòîì, òî èç L2

1 = L2
2 ñëåäóåò L1 = L2.á) Âûÿñíèòü, âåðíà ëè èìïëèêàöèÿ, óêàçàííàÿ â ï. à), äëÿ ëþáûõÿçûêîâ.10.1.8. Ïóñòü L, L1, L2 � ïðîèçâîëüíûå ÿçûêè, u, v � ïðîèçâîëü-íûå ñëîâà íàä äàííûì àë�àâèòîì A, a ∈ A. ×åðåç u−1L îáîçíà÷èììíîæåñòâî {v ∈ A∗ | uv ∈ L}.Äîêàçàòü �îðìóëû:à) u−1(L1 ∪ L2) = u−1L1 ∪ u−1L2;á) u−1(L1 ∩ L2) = u−1L1 ∩ u−1L2;â) u−1(L1 \ L2) = u−1L1 \ u−1L2;ã) v−1(u−1L) = (uv)−1L;ä) a−1L∗ = (a−1L)L∗;å) a−1(L1L2) =

{
(a−1L1)L2, åñëè λ /∈ L1,
(a−1L1)L2 ∪ a−1L2, åñëè λ ∈ L1.10.1.9. ×åðåç v∗ îáîçíà÷àåòñÿ ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñòåïåíåéñëîâà v è ïóñòîãî ñëîâà. Âûïèñàòü âñå ñëîâà äëèíû ≤ m, ïðèíàäëåæà-ùèå ÿçûêó íàä àë�àâèòîì {a, b} , çàäàííîìó ñëåäóþùèì ðåãóëÿðíûìâûðàæåíèåì:à) a∗bb∗, m = 4; á) (a∗ + b∗)(ab2 + a2b) , m = 5;â) (ab)∗ + (ba)∗, m = 6; ã) b∗a∗b + a∗(ba)∗, m = 6.



Ôîðìàëüíûå ÿçûêè 10310.1.10. Îïðåäåëèòü, áóäåò ëè ðåãóëÿðíûì ÿçûê íàä àë�àâèòîì
{a, b}, ñîñòîÿùèé èç ñëîâ, óêàçàííûõ íèæå, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëü-íîãî îòâåòà çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå:à) ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäèí ðàç áóêâó a,á) íà÷èíàþùèõñÿ ñ a,â) íå ñîäåðæàùèõ ïîäñëîâî aba,ã) íå ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ïîäñëîâà �èêñèðîâàííîå ñëîâî v.10.1.11. Íàéòè ïðàâîëèíåéíûå ãðàììàòèêè, ïîðîæäàþùèå ñëå-äóþùèå ÿçûêè:à) ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä àë�àâèòîì {a, b, 0, 1}, íà÷è-íàþùèõñÿ ñ a èëè ñ b;á) ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ äëèíû íå áîëåå 3, ñîñòàâëåí-íûõ èç ëàòèíñêèõ áóêâ a, b, c, . . . , z, öè�ð 0, 1, . . . , 9 è íà÷èíàþùèõñÿñ íåêîòîðîé áóêâû;â) ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ñëîâ íàä àë�àâèòîì {0, 1}, èìåþùèõ÷åòíóþ äëèíó.10.1.12. Çàäàòü ðåãóëÿðíûìè âûðàæåíèÿìè ÿçûêè, óêàçàííûå âçàäàíèè 10.1.11.10.1.13. à) Äîêàçàòü, ÷òî ãðàììàòèêà ñ ìíîæåñòâîì íåòåðìèíàëü-íûõ ñèìâîëîâ {A,S}, ãäå S � íà÷àëüíûé ñèìâîë, ìíîæåñòâîì òåðìè-íàëüíûõ ñèìâîëîâ {0, 1} è ìíîæåñòâîì ïðîäóêöèé {S → 0A1, 0A →
00A1, A→ λ} ïîðîæäàåò ÿçûê {0n1n | n ∈ N}.á) Íàéòè êîíòåêñòíî-ñâîáîäíóþ ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ ÿçûê,óêàçàííûé â ï. à)10.1.14. Äîêàçàòü, ÷òî �îðìàëüíàÿ ãðàììàòèêà ñ ìíîæåñòâîìíåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ {B,C, S}, ãäå S � íà÷àëüíûé ñèìâîë, ìíî-æåñòâîì òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ {a, b, c} è ìíîæåñòâîì ïðîäóêöèé
{S → aSBC, S → abc, CB → BC, bB → bb, cB → Bc, bC → bc,
cC → cc} ïîðîæäàåò ÿçûê {anbncn | n ∈ N}.10.1.15. Ïóñòü �îðìàëüíàÿ ãðàììàòèêà Gk (k = 1, 2, 3, 4) èìååòìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ {D,S}, ïðè÷åì S � íà÷àëü-íûé ñèìâîë, ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ {a, b, c} è ìíîæåñòâîïðîäóêöèé Pk. Â êàæäîì èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ íàéòè ÿçûê, ïîðîæ-äàåìûé ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàììàòèêîé: à) P1 = {S → aSa, S → bSb,
S → c}; á) P2 = = {S → Sab, Sa→ aD, Db → b}; â) P3 = {S → aSS,
S → a};ã) P4 = {S → SS, S → aDb, D → aDb, D → λ.



104 ßçûêè è àâòîìàòû10.2 Êîíå÷íûå àâòîìàòûÀâòîìàòû â çàäàíèÿõ ýòîãî ïàðàãðà�à îïðåäåëÿþòñÿ ëèáî ïîìå÷åí-íûìè ãðà�àìè, ëèáî òàáëèöàìè ïåðåõîäîâ, ñòðîêè êîòîðûõ ïîìå÷åíûñîñòîÿíèÿìè, à ñòîëáöû � ñèìâîëàìè âõîäíîãî àë�àâèòà. Íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå ïîìå÷åíî âõîäÿùåé ñòðåëêîé→, à çàêëþ÷èòåëüíûå ñîñòîÿ-íèÿ ïîìå÷åíû èñõîäÿùåé ñòðåëêîé ←. Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâ-ëÿåòñÿ è çàêëþ÷èòåëüíûì, òî îíî ïîìå÷àåòñÿ äâóñòîðîííåé ñòðåëêîé
↔. Ïðè ðåøåíèè çàäàíèé, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ çàäàíèå àâòîìà-òà ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, öåëåñîîáðàçíî ïðåäñòàâëÿòü àâòîìàò â âèäåïîìå÷åííîãî ãðà�à.10.2.1. Äàí àâòîìàò A.

A a b
→ 1 4 12 1 33 1 64 2 3
← 5 2 3
← 6 5 1

à) Íàéòè ñàìîå êîðîòêîå ñëîâî, ïðè-íèìàåìîå àâòîìàòîì A.á) Íàéòè ÷åòûðå äðóãèõ ñëîâà, ïðè-íèìàåìûõ A.â) Íàéòè ÷åòûðå ñëîâà, îòâåðãàåìûõ
A.ã) Ïîñòðîèòü ãðà� àâòîìàòà A.10.2.2. Äàíû äâà àâòîìàòà A1 è A2:

A1 a b
↔ 1 1 22 3 4
← 3 2 14 1 2 A2 a b

↔ 1 1 42 1 4
← 3 2 14 3 2Ñóùåñòâóåò ëè ñëîâî, êîòîðîå èõ ðàçëè÷àåò (ò.å. îòâåðãàåòñÿ îäíèìàâòîìàòîì, íî ïðèíèìàåòñÿ äðóãèì)?10.2.3.Ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê íàä àë-�àâèòîì {a, b} , ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñëîâ u, ÷òîà) áóêâà a âõîäèò â u ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, à áóêâà b � íå÷åòíîå ÷èñëîðàç,á) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âõîæäåíèÿìè áóêâû a â u ÷åòíîå ÷èñëîâõîæäåíèé áóêâû b,â) ïîäñëîâî aa âõîäèò â u ÷åòíîå ÷èñëî ðàç (ïåðåêðûâàþùèåñÿâõîæäåíèÿ äîïóñêàþòñÿ, ò.å., ñêàæåì, â ñëîâî aaa ïîäñëîâî aa âõîäèò2 ðàçà),ã) çà êàæäûì âõîæäåíèåì ïîäñëîâà bb â u ñëåäóåò áóêâà a,



Êîíå÷íûå àâòîìàòû 105ä) êàæäûé òðåòèé ñèìâîë â u � áóêâà a.10.2.4. Ïî äàííîé òàáëèöå ïîñòðîèòü ãðà� àâòîìàòà è îõàðàêòå-ðèçîâàòü ÿçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ýòèì àâòîìàòîì.à) A a b
→ 1 2 12 2 3
← 3 3 3 á) B a b

→ 1 2 3
← 2 3 23 3 3 â) C a b

→ 1 2 3
← 2 4 2
← 3 3 44 4 4 ã) D a b

→ 1 2 12 4 3
← 3 3 44 4 410.2.5. Äëÿ êàæäîãî èç àâòîìàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ãðà�àìè íàðèñ. 15, îïèñàòü ÿçûê, ðàñïîçíàâàåìûé ýòèì àâòîìàòîì.à)
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b a
a
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a, b

a, bR

�
�èñ. 1510.2.6.Îïðåäåëèòü, áóäåò ëè ðàñïîçíàâàåìûì ÿçûê íàä êîíå÷íûìàë�àâèòîì, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ñëîâ: à) ÷åòíîé äëèíû, á) íå÷åòíîéäëèíû.10.2.7.∗ Äîêàçàòü, ÷òî ÿçûê {ap | p � ïðîñòîå ÷èñëî} íàä àë�à-âèòîì {a} íåðàñïîçíàâàåì.10.2.8.∗ Ïîñòðîèòü êîíå÷íûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé ÷èñëà ≤

10000, çàïèñàííûå ðèìñêèìè öè�ðàìè, êàê ñëîâà â àë�àâèòå {I, V,X, L, C, D, M}.10.2.9. �àññìîòðèì àâòîìàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãðà�à íàðèñ. 16 óêàçàíèåì íà÷àëüíîãî è çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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� Í×

?

6×Í -
�

?

6ÍÍ
a

a

a

a

b b b b�èñ. 16à) Óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäûé ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì àâòîìàò, âçàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå ñîñòîÿíèå ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíûì, à êàêîå� çàêëþ÷èòåëüíûì, ïðèíèìàåò ñëîâà ñ ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì ÷èñëîìáóêâ a èëè b.á) Ïîñòðîèòü ìîíîèä ïåðåõîäîâ êàæäîãî òàêîãî àâòîìàòà.10.2.10. Åñëè àâòîìàòA=(Q,A, δ) íåïîëíûé, ò.å. �óíêöèÿ δ îïðå-äåëåíà íå íà âñåì ìíîæåñòâå Q×A, à ëèøü íà íåêîòîðîì åãî ïîäìíî-æåñòâå, òî ìîíîèä ïåðåõîäîâ M(A) ñòðîèòñÿ ïî òîìó æå àëãîðèòìó,÷òî è äëÿ ïîëíûõ àâòîìàòîâ, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ýëåìåíòàìè
M(A) áóäóò íå ïîëíûå, à ÷àñòè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà Q.Äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, 3, . . . ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àâòîìàò Am:

s s s- -
b b

p p p s s s- -
b a

>
a

=
a, b0 1 2 m − 1 m m + 1�èñ. 17à) Ïîñòðîèòü ìîíîèä M(A1).á) Ïîñòðîèòü ìîíîèä M(A2).â) Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ìîíîèä M(Am)?10.2.11. Ïîñòðîèòü ìîíîèä ïåðåõîäîâ íåïîëíîãî àâòîìàòà, ïðåä-ñòàâëåííîãî ãðà�îì íà ðèñ. 18.
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s

s

s

s
6

-

?�

b

b

a

b

?
a 1 234 �èñ. 1810.2.12. Ïîñòðîèòü àâòîìàò ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ìîíîèäîì ïå-ðåõîäîâ êîòîðîãî áûëà áû ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà íà òðåõýëå-ìåíòíîì ìíîæåñòâå.10.2.13. Ïóñòü A = {a} � îäíîýëåìåíòíûé àë�àâèò. Çà�èêñèðó-åì ïðîèçâîëüíûé êîðåíü ε ∈Cn è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ìîíîèäîâ

ϕε : A∗ −→ Cn, êîòîðîå â êàæäîì ñëîâå èç A∗ çàìåíÿåò áóêâó a íà
ε. Äîêàçàòü, ÷òî ϕε � ãîìîìîð�èçì, êîòîðûé áóäåò ñþðúåêòèâíûìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîðåíü ε � ïåðâîîáðàçíûé.10.2.14. Â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ íàðèñîâàòü ãðà� àâ-òîìàòà, îòâå÷àþùåãî ãîìîìîð�èçìó ϕεA

∗ −→ Cn, îïðåäåëåííîìó âçàäàíèè 10.2.13:à) n = 3, ε = 1
2 + i

√
3

2 ; á) n = 6, ε = 1
2 + i

√
3

2 ;â) n = 7, ε = cos 2π
7 + i sin 2π

7 ; ã) n = 8, ε = i.10.2.15. Íàðèñîâàòü ãðà� ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà äëÿ êàæäîãîèç ñëåäóþùèõ ÿçûêîâ:à) L = {ambn| m,n > 0};á) L = (a2 + aba+ ba)∗;â) L = a∗b+ bb∗a;ã) L = a∗(a2b+ bb∗a+ b2)∗.10.2.16. Íàðèñîâàòü ãðà� ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà, ðàñïîçíàþ-ùèé òîò æå ÿçûê, ÷òî è ñëåäóþùèå àâòîìàòû:à) A a b
→ 0 1 21 1 3
← 2 2 43 1 5
← 4 6 25 5 3
← 6 6 6 á) A a b

↔ 1 4 1
← 2 5 13 4 54 2 65 1 7
← 6 1 4
← 7 2 5



108 ßçûêè è àâòîìàòû10.2.17. Àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ ñèíõðîíèçèðóåìûì, åñëè ñóùå-ñòâóåò ñëîâî w (íàä âõîäíûì àë�àâèòîì àâòîìàòà), êîòîðîå ïåðå-âîäèò A èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ q â íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîåñîñòîÿíèå q∗, íå çàâèñÿùåå îò q. Ñëîâî w ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâà-åòñÿ ñèíõðîíèçèðóþùèì.à) Ïðîâåðèòü, ÷òî ñëîâî ab3ab3a ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîíèçèðóþùèì äëÿàâòîìàòà A, ïðåäñòàâëåííîãî ãðà�îì íà ðèñ. 19.
r r

r r

-
6

� ?

a, b

b

b b

>
=

=

a a

a

�èñ. 19á) Ïðîâåðèòü, ÷òî íèêàêîå ñëîâî äëèíû < 9 íå ÿâëÿåòñÿ ñèíõðî-íèçèðóþùèì äëÿ A.â) (È) Äëÿ êàæäîãî èç àâòîìàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ ãðà�àìè íàðèñ. 15 à),á), â) è íà ðèñ. 16, îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ñèí-õðîíèçèðóåìûìè. Äëÿ êàæäîãî ñèíõðîíèçèðóåìîãî àâòîìàòà îïðåäå-ëèòü, êàêîâà íàèìåíüøàÿ äëèíà ñèíõðîíèçèðóþùèõ ñëîâ.ã) (È) Âûÿñíèòü, êàêîâà íàèìåíüøàÿ äëèíà ñèíõðîíèçèðóþùèõñëîâ äëÿ ñèíõðîíèçèðóåìûõ àâòîìàòîâ ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè.ä)∗ Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 ïðèâåñòè ïðèìåð ñèíõðî-íèçèðóåìîãî àâòîìàòà ñ n ñîñòîÿíèÿìè, äëÿ êîòîðîãî íèêàêîå ñëîâîäëèíû < (n− 1)2 íå ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîíèçèðóþùèì.å)∗ Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñèíõðîíèçèðóåìîãî àâòîìàòà ÿçûê,ñîñòîÿùèé èç âñåõ åãî ñèíõðîíèçèðóþùèõ ñëîâ, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-íûì.



Ñîâåòû è óêàçàíèÿ1.1.2 æ), î). Îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî îòâåò çàâèñèò îò çíà÷åíèé d è
λ ñîîòâåòñòâåííî.1.1.6 á). Òàêîé àëãîðèòì îïèñàí â êíèãå [12], ò.1, �1.2.1.1.20 à), á). �àññìîòðåòü íåðàçëîæèìûå (ò.å. íå ïðåäñòàâèìûå â âè-äå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòîâ) ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïîëóãðóïï.1.1.26. Äîñòàòî÷íî âçÿòü äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî I.1.1.31 à). Âñïîìíèòü ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè-÷åñêîé �îðìå.1.1.31 á). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîëóãðóïïà ñ íóëåì èçîìîð�íà ïðÿìî-ìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëóãðóïï S1 è S2, òî ýòè ïîëóãðóïïû òàêæå èìåþòíóëü. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî òîãäà â S1 × S2 äîëæíû áûòü íåíóëåâûåýëåìåíòû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ.1.1.34. Ïîêàçàòü, ÷òî â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ íåîäíîýëåìåíò-íûõ ïîëóãðóïï íå âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ï. à) çàäàíèÿ 1.1.33.1.1.40 â). Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé Êýëè äëÿ ïîëóãðóïïû
B2, ñîñòàâëåííîé ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 1.1.4.1.1.43. Èñïîëüçîâàòü èçîìîð�èçì ïîëóãðóïïû ìàòðèö Mn(C) è ïî-ëóãðóïïû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà n-ìåðíîì óíèòàðíîì ïðîñòðàí-ñòâå.1.3.15. Ñðàâíèòü ñ çàäàíèåì 1.3.14.2.1.19 á). �àññìîòðåòü ãðóïïó UT3(Z2).2.1.20 à). Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì èç òîæäåñòâ, óêàçàííûì â çàäà-íèè 2.1.18.2.2.12. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà èç GLn(F ) ïðåäñòàâèìà â âè-äå t1 · · · trd(β)tr+1 · · · ts, ãäå tk � òðàíñâåêöèè.2.2.19. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäàíèÿ 2.1.17.2.2.28 á). Íåòðèâèàëåí çäåñü ñëó÷àé, êîãäà äàííûå öèêëè÷åñêèå ïî-109



110 Ñîâåòû è óêàçàíèÿëóãðóïïû S1 è S2 êîíå÷íû, è èñêîìûå óñëîâèÿ â ýòîì ñëó÷àå äîëæíûáûòü ñ�îðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ èíäåêñà è ïåðèîäà ïîëóãðóïï S1è S2.2.3.9 á). �àññìîòðåòü â ãðóïïå S8 ïîäãðóïïó G = 〈a, b〉, ãäå a =
(1234)(5678), b = (1537)(2846). Ïîêàçàòü, ÷òî |G| = 8 è ãðóïïà G íåà-áåëåâà, õîòÿ âñå åå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû.3.1.17. Âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì çàäàíèÿ 1.1.38.3.2.9. Ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî π ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì ÷èñëîì,ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåí-òàìè.3.2.12. �àññìîòðåòü ìàòðèöû, àíàëîãè÷íûå ìàòðè÷íûì åäèíèöàì,èìåþùèå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ ýëåìåíòû ïîðîæäàþùåãî ìíî-æåñòâà êîëüöà K.3.2.14. �àññìîòðåòü �óíêöèè δx,k (x ∈ X, k ∈ K), îïðåäåëåííûå ñëå-äóþùèì îáðàçîì: δx,k(z) =

{
k, åñëè z = x,
0, åñëè z 6= x.3.2.17. Èñïîëüçîâàòü óìíîæåíèå ñ êàæäîé ñòîðîíû íà ìàòðè÷íûååäèíèöû.3.2.23. �àññìîòðåòü èäåàëû âèäà xR äëÿ x ∈ R.3.2.24 a). Ñì. óêàçàíèå ê çàäàíèþ 3.2.17.3.3.10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 èç K íàéäåòñÿ x ∈ K òàêîé,÷òî x− x1 ∈ I1 è x− x2 ∈ I2.3.4.7.Ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïîäìîäóëè êîëüöà, ðàññìàòðèâàåìî-ãî êàê ïðàâûé ìîäóëü íàä ñîáîé, ñóòü â òî÷íîñòè åãî ïðàâûå èäåàëû.3.4.9. Çàìåíèòü ýëåìåíòû àëãåáðû ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, èíäó-öèðóåìûìè ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà (ýëåìåíòó a ∈ A ñîïîñòàâëÿåòñÿëèíåéíûé îïåðàòîð Aa : V −→ V , îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðà-çîì: Aax = xa äëÿ ëþáîãî x ∈ A).4.1.14. �àññìîòðåòü ïîëå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé íàä ïîëåì C.4.2.7.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí xp−1−

1 íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Zp.6.1.2 á). Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ï. á) çàäàíèÿ 6.1.1.8.1.17 à). �àññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà U îáëàäàåò ìàêñè-ìàëüíûìè ñîáñòâåííûìè ïîäàëãåáðàìè è êîãäà íå îáëàäàåò. Äîêà-çàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå åå ïîäàëãåáðà Ôðàòòèíè ñîâïàäàåò ñ ïåðå-ñå÷åíèåì âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäàëãåáð.8.1.18 â). Óáåäèòüñÿ, ÷òî â àääèòèâíîé ãðóïïå Q ëþáîé ýëåìåíò ÿâ-ëÿåòñÿ íåïîðîæäàþùèì.8.1.19. Óáåäèòüñÿ, ÷òî â êîëüöå Q ìàêñèìàëüíûå ïîäêîëüöà èñ÷åð-



Ñîâåòû è óêàçàíèÿ 111ïûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè {m
n
| m ∈ Z, n ∈ N, p íå äåëèò n}, ãäå p ��èêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî, ïî âñåì ïðîñòûì p.9.2.7. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ïîñòà è òåì �àêòîì, ÷òî êàæäûéçàìêíóòûé êëàññ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç êëàññîâ �óíêöèé, ñîõðàíÿþ-ùèõ íóëü, �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ åäèíèöó, ñàìîäâîéñòâåííûõ �óíê-öèé, ìîíîòîííûõ �óíêöèé, ëèíåéíûõ �óíêöèé.9.2.10. Âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì à) èç çàäàíèÿ 9.2.9.
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Îòâåòû1.1.1. Â ï. à), â), ã) � íå ïîëóãðóïïû; â ï. á), ä) (N,+), å), æ) (Z\{0}, ·) �ïîëóãðóïïû, íî íå ãðóïïû; âñå ãðóïïîèäû èç ïï. ä) è æ), çà èñêëþ÷åíèåì óïîìÿ-íóòûõ âûøå, è èç ïï. ç), è), ê), ì) � ãðóïïû; â ï. ë) ïðè r = 0 èëè r = 1 ãðóïïà,ïðè ïîëîæèòåëüíûõ r 6= 1 ìíîæåñòâî íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ; ïðè
r < 0 ïóñòîå ìíîæåñòâî.1.1.2. Â ïï. à), á), å), ç), ê) ,ì), í), ï), ð) � ãðóïïà; â ïï. â), ã), ä), è) � ìíî-æåñòâî íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ; â ï. æ) ïðè d = 0 � ïîëóãðóïïà,íî íå ãðóïïà; ïðè d = 1 � ãðóïïà; ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ d ìíîæåñòâî íå çà-ìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ; â ï. ë) � ïîëóãðóïïà, íî íå ãðóïïà; â ï. î) �åñëè λ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, òî ïîëóãðóïïà, íî íå ãðóïïà; âïðîòèâíîì ñëó÷àå � ãðóïïà.1.1.4. á)

O e11 e12 e21 e22
O O O O O O
e11 O e11 e12 O O
e12 O O O e11 e12
e21 O e21 e22 O O
e22 O O O e21 e221.1.7. á) Â ñëó÷àå, êîãäà îíà îäíîýëåìåíòíà; â) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíèðàâíîìîùíû. 1.1.8. à) Â ñëó÷àå, êîãäà îíà îäíîýëåìåíòíà; á) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíè ðàâíû. 1.1.9. á) Ìíîæåñòâî M èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò; íàè-ìåíüøèé ýëåìåíò; ã) íå èçîìîð�íû; ä) èçîìîð�íû; å) íå èçîìîð�íû. 1.1.10. á)Íå èçîìîð�íû. 1.1.11. á) Íå èçîìîð�íû. 1.1.12. á), â) Íå èçîìîð�íû; ã) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà M1 è M2 ðàâíîìîùíû. 1.1.13. á), â) Íå èçîìîð�íû; ã) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà M1 è M2 ðàâíîìîùíû. 1.1.14. á), â) Íå èçîìîð�íû; ã) òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M1 è M2 ðàâíîìîùíû. 1.1.16. Èçîìîð�íû. 1.1.17. à),á) Èçîìîð�íû. 1.1.18. á) Èçîìîð�íû; â) Íå èçîìîð�íû. 1.1.19. Íå èçîìîð�íû.1.1.20. à), á) Íå èçîìîð�íû. 1.1.21. Â ï. à), á), â), ã), æ), ç) � ïîëóãðóïïû; â ïï.ã), æ) � ãðóïïû, â ïï. ä), å) � ìíîæåñòâî íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè.1.1.24. à) nn; á) (1 + n)n â) 2n2 . 1.1.31. à) Èçîìîð�íà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþàääèòèâíîé ïîëóãðóïïû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ; á) íå èçîìîð�íà ïðÿìîìóïðîèçâåäåíèþ íèêàêèõ íåîäíîýëåìåíòíûõ ïîëóãðóïï. 1.1.32. à) nm; á) nm+1−1

n−1ïðè n 6= 1 è 1 ïðè n = 1. 1.1.35. â) Ïðè |X| = 1. 1.1.36. Íåò. 1.1.37. à) Äà; á)íåò. 1.1.40. á) Íàïðèìåð, ëþáàÿ íåîäíîýëåìåíòíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîëóãðóïïà.113



114 Îòâåòû1.1.44. à) Äà; á) íåò. 1.1.46. Íåò. 1.1.47. 1) a b
a a a
b a a

; 2) a b
a a b
b b a

; 3)
a b

a a a
b a b

; 4) a b
a a b
b a b

; 5) a b
a a a
b b b

. 1.1.48. Â îáîçíà÷åíèÿõ îòâåòàê çàäàíèþ 1.1.47: à) êîììóòàòèâíûå ïîëóãðóïïû � 1), 2), 3); á) ïîëóãðóïïû ññîêðàùåíèÿìè � 2); â) ðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû � 2)�5); ã) ãðóïïû � 2). 1.2.1.á) Íåò. 1.2.2. à) {( 1 2
2 1

) , ( 1 2
1 1

)}; {( 1 2
2 1

) , ( 1 2
2 2

)}; â) (Q,+).1.2.5. à)�ã) Íåò. 1.2.6. à) M êîíå÷íî; á) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåñåêà-þùèõñÿ èíòåðâàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà
M . 1.2.8. à) Ïîäïîëóãðóïïà {ak | k ≥ 2} áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïîëóãðóïïû
〈a〉; á) ïîëóãðóïïà èíäåêñà 6 è ïåðèîäà 1. 1.2.10. à) Èíäåêñ 2, ïåðèîä 3; á) èíäåêñ
3, ïåðèîä 2. 1.2.11. Ïîðÿäîê 2, èíäåêñ 2, ïåðèîä 1. 1.2.12. Â ïï. à),ã) ïîðÿäîê
2, èíäåêñ 1, ïåðèîä 2; á) ïîðÿäîê 4, èíäåêñ 1, ïåðèîä 4; â) áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.1.2.13. à) Âñå ìàòðèöû, àííóëèðóåìûå ìíîãî÷ëåíàìè x, x + 1, x − 1, x2, x2 + 1,
x2 − 1, x2 − x + 1, x2 + x + 1. á) Âñå ìàòðèöû, àííóëèðóåìûå ìíîãî÷ëåíàìè ñöåëî÷èñëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè íå âûøå n, èìåþùèå âèä xmf(x), ãäå
f(x) � äåëèòåëü xk − 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. 1.2.15. à) {d},
{c, d}, {b, c, d}, {a, c, d}, {a, b, c, d}; á) {b}, {a, b}, {d}, {c, d}, {a, b, d}, {a, b, c, d};â) êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé. 1.2.17. à), á) Îòîáðàæåíèÿ,òîæäåñòâåííûå íà ñâîåì îáðàçå; â) òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå α, óäîâëåòâîðÿþùååóñëîâèþ ∀(a, b) ∈ α ∃c ∈ X: (a, c), (b, c) ∈ α; ã) ∅; ä) ∅ è âñå îäíîýëåìåíòíûå îòðåç-êè; å) âñå ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû. 1.2.18.∑n

k=0
knCk

n. 1.2.21. à) Ïîäïîëóãðóïïà
〈a2, a3〉 ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû {a}+ íå èçîìîð�íà íèêàêîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóï-ïå; á) ïîäïîëóãðóïïà 〈a, ab, ab2, . . .〉. 1.2.22. á) Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïàâñåõ êîðíåé èç åäèíèöû âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé (êîììóòàòèâíàÿ); ïîëóãðóïïàâñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà N, èìåþùèõ êîíå÷íûå îáðàçû, (íåêîììóòàòèâ-íàÿ). 1.2.24. ä) Ëåâûå èäåàëû � âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, ïðàâûéèäåàë åäèíñòâåí (ñàìà ïîëóãðóïïà). 1.2.25. à) Ìíîæåñòâà {n ∈ N | n ≥ m},ãäå m ∈N. 1.2.26. á) {α ∈ Tn | |α(X)| ≤ k}, 1 ≤ k ≤ n. 1.3.1. à), â), ã)Íåò, á) äà. 1.3.2. á) Íåò. 1.3.3. à) Íåò, á) äà. 1.3.4. à) n 7→ na, ãäå a ∈N; á)
n 7→ na, ãäå a ∈Z; â) m 7→ 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ Z. 1.3.5. à) ( 1 2

1 2

), ( 1 2
1 3

),
(

1 2
2 3

), ( 1 2
1 1

), ( 1 2
2 2

), ( 1 2
3 3

); á) ( 1 2 3
1 1 1

), ( 1 2 3
2 2 2

),
(

1 2 3
1 1 2

), ( 1 2 3
1 2 2

); â) ( 1 2 . . . n
α1 α2 . . . αn

), ãäå α1, α2, . . . , αn ∈ {1, 2, . . . ,m}è α1 ≤ α2 ≤ . . . ≤ αn. 1.3.6. n 7→ n[a], ãäå [a] � êëàññ âû÷åòîâ èç Zm, m = 3, 8, n.1.3.7. à) {{a, b, c}, {d}}, {{a, b}, {c, d}}, {{a}, {b}, {c, d}}, ∆, ∇; á) {{a, b}, {c, d}},
∆, ∇; â) {{a, b}, {c, d}}, ∆, ∇. 1.3.9. {(s, t) | s, t ∈ N, s ≥ t ≥ m, k äåëèò s − t}äëÿ âñåõ m, k ∈N. 1.3.10. ∆, ∇. 1.3.12. á) ρM∩N = ρM ∩ ρN , ρM∪N = ρM ∪
ρN ∪ (M ∪ N). 1.3.13. â) R= ∆, L= ∇; ã) (x, y)L(u, v) ⇔ y = v, (x, y)R(u, v)

⇔ x = u; ä) xLy ⇔ x = ekm, y = elm, ãäå k, l,m ∈ {1, 2} èëè x = y, xRy

⇔ x = ekm, y = ekl, ãäå k, l,m ∈ {1, 2} èëè x = y. 1.3.14. A R B ⇔ KerA =



Îòâåòû 115KerB, A L B ⇔ ImA = ImB. 2.1.4. á) Íåò. â) Íå âñåãäà, òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà ax = xa äëÿ âñåõ x ∈ G. 2.1.5. Íåò. 2.1.6. á) Íåò. 2.1.8. {(Z,+),
(nZ,+), UT2(Z), E(Z)}, {(Q,+), UT2(Q), E(Q)}, {(R,+), UT2(R), E(R)},
{(C,+), UT2(C)}, {(Q∗

, ·)}, {(R∗
, ·)}, {(C∗

, ·)}. 2.1.13. à) C6
∼=C2×C3. á)

C∗ ∼=R+ × {z ∈ C | |z| = 1}. â) GLn(R) ∼= R
∗×SLn(R). 2.1.15. Íåò. 2.1.19.á) Íåò. 2.1.20. â) S3, ã) UT3(Z2). 2.2.1. à) {m,n}, ãäå (m,n) = 1 è 1 6∈ {m,n},á) {q1, . . . , qn}, ãäå qk =

∏

m6=k
pm, k = 1, . . . , n, p1, . . . , pn � ðàçëè÷íûå ïðî-ñòûå ÷èñëà. 2.2.3. á), â) Íåò. 2.2.4. Äà. 2.2.5. à) Äà, á) íåò. 2.2.10. à) Íàïðè-ìåð, {(12), (12 . . . n),

(
1 2 . . . n
2 2 . . . n

)

}, á) 3. 2.2.20. á) Íåò. 2.2.21. à) 2Z, Z,
3Z; á) C4, C3, C4, {2m, 2mi,−2mi | m ∈ Z}. 2.2.22. à), á) Äà. 2.2.24. à) G,
〈a2〉,〈a3〉, 〈a4〉, 〈a6〉, 〈a8〉, 〈a12〉, E = 〈a24〉; á) G, 〈a2〉, 〈a5〉, 〈a10〉, 〈a20〉, 〈a25〉,
〈a50〉, E = 〈a100〉; â) G, 〈a2〉, 〈a3〉, 〈a4〉, 〈a5〉, 〈a6〉, 〈a8〉, 〈a9〉, 〈a10〉, 〈a12〉, 〈a15〉,
〈a18〉, 〈a20〉, 〈a24〉, 〈a30〉, 〈a36〉, 〈a40〉, 〈a45〉, 〈a45〉, 〈a60〉, 〈a72〉, 〈a90〉, 〈a120〉, , 〈a240〉,
E = 〈a360〉; ã) G, 〈a5〉, 〈a25〉, E = 〈a125〉; ä) G, 〈apm 〉, ãäå m = 1, 2, . . . , n − 1,
E = 〈apn 〉. 2.2.28. à) Äâå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîð�íû òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè; á) äâå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèåïîëóãðóïïû èçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå èí-äåêñû è ïåðèîäû. 2.2.32. à) 2, á) 2, â) áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, ã) 4. 2.2.33. à) 6, á) 5,â) 12, ã) 8, ä) 4, å) 8, æ) 2. 2.2.34. à) 8, á) 4, â) 15, ã) 6. 2.2.35.Íàèáîëüøèé ïîðÿäîê
15. 2.2.36. à) 1, 2, 4; á) 1, 5; â) 1, 2, 4, 8; ã) 1, 2, 3; ä) 1, 2, 3, 4. 2.2.38. Òîæäåñòâà à)è á) âûïîëíÿþòñÿ. 2.2.39. à) 3, 5, 4, 11; á) â Z3, Z5, Z11. 2.2.42. n/(k, n). 2.2.43.à) a4k , k = 1, 2, 3, 4, 5; a4 è a20 èìåþò ïîðÿäîê 5. á) a6k , k = 1, 2, 3, 4; a6 è a18èìåþò ïîðÿäîê 4. â) a5k , k = 1, 2, . . . , 20; a5m ïðè m = 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19 èìåþòïîðÿäîê 20. ã) a20k , k = 1, 2, 3, 4, 5; âñå ýòè ýëåìåíòû èìåþò ïîðÿäîê 5. ä) a50, ýëå-ìåíòîâ ïîðÿäêà 6 íåò. å) 1, ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7 íåò. 2.2.44. pm − pm−1. 2.2.47.Íåâåðíî. 2.2.48. à) Cp∞ � áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà; ìíîæå-ñòâî âñåõ áèåêöèé α ìíîæåñòâà N íà ñåáÿ, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìíî-æåñòâî {n ∈ N | α(n) 6= n} êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé íåàáå-ëåâîé ãðóïïîé. 2.2.49. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû C∗ � ãðóïïà G = ∪∞

k=1
Ck,ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðóïïû Dn(C) � ãðóïïà Dn(G) äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñýëåìåíòàìè èç ãðóïïû G íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. 2.2.51. à) {x ∈ R | x < 0}. á)

{−3, 3}. â) {a− ai | a ∈ R, a > 0}. ã) {
√

2(cosϕ+ i sinϕ) | 0 ≤ ϕ < 2π}. 2.2.52. à)
gH = {(123), (13)}, Hg = {(132), (13)}. á) gH = Hg = {(23), (12), (13)}. 2.2.53. à)
3Z, {3k+1 | k ∈ Z}, {3k+2 | k ∈ Z}. á) {nk+r | k ∈ Z}, r = 0, 1, . . . , n−1. 2.2.54.à) {x(a + bi) | x ∈ R

+
, a2 + b2 > 0}, ëó÷è, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò. á)

{a(cosϕ+ i sinϕ) | 0 ≤ ϕ < 2π, a > 0}, êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò. 2.3.1. à), ã). 2.3.2. à), â), ä), å). 2.3.4. à) G � àáåëåâà ãðóïïà.á) G � àáåëåâà ãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿ èíâîëþöèé. 2.3.5. à), á) Îòîáðàæåíèÿ,ïîëó÷àåìûå ïðîäîëæåíèåì äî ãîìîìîð�èçìà èç îòîáðàæåíèé 1 7→ a (a ∈ Zn) âñëó÷àå à) è îòîáðàæåíèé [1] 7→ a (a ∈ Z3) â ñëó÷àå á). â) Íóëåâîé ãîìîìîð�èçì.2.3.6. à) {−1, 1}. á) {z ∈ C | |z| = 1}. â) SLn(F ). ã) 2πZ. ä) Cn. 2.3.7. UTn(K).2.3.8. á) GL2(Q). ã) Äà. 2.3.9. á) Íåò. 2.3.13. à) ({−1, 1}, ·). á), ã) (R
+
, ·). â)

(C
∗
, ·). ä) (R,+). å) {z ∈ C | |z| = 1}. æ) ∪∞

k=1
Ck. 2.3.15. Dn(K). 3.1.1. Â ïï.



116 Îòâåòûà) � ã), å) � í) � êîëüöà; á)�ã), ë), í) � ïîëÿ. 3.1.2. Â ïï. â), ä), å), æ), ç), è)� êîëüöà; å) ïîëå; æ) ïîëå, ïðè óñëîâèè, ÷òî d íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ñîîòâåò-ñòâóþùåì ïîëå. 3.1.5. 3.1.7. 3-ýëåìåíòíîå ïîëå è 3-ýëåìåíòíîå êîëüöî, â êîòîðîìïðîèçâåäåíèå äâóõ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî íóëþ. 3.1.10. Â ïï. à), á), â) � êîëüöà.3.1.7. á) Íåò. 3.1.14. Â Z9 � êëàññû âû÷åòîâ [3], [6]; â Z12 � [2], [3], [4], [6], [8],
[9], [10]; Z8 � [2], [4], [6]; â Z íåò äåëèòåëåé íóëÿ. 3.1.15. Åñëè d íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-íûì êâàäðàòîì. 3.1.19. Åñëè [a] ∈Zn, òî [a] îáðàòèì ⇔ (a, n) = 1; [a] � äåëèòåëüíóëÿ ⇔ (a, n) > 1; [a] � äåëèòåëü íóëÿ ⇔ (a, n) > 1 [a] � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò
⇔ a è n èìåþò ñîâïàäàþùèå ìíîæåñòâà ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Åñëè [a] ∈Zpn , òî
[a] îáðàòèì ⇔ p íå äåëèò a; [a] � äåëèòåëü íóëÿ ⇔ [a] � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò
⇔ p äåëèò a. Åñëè A ∈M2(R), òî A îáðàòèì ⇔ det(A) 6= 0; A � äåëèòåëü íóëÿ
⇔ det(A) = 0; A � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò ⇔ A2 = 0, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àþòñÿóñëîâèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. 3.1.22. Òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èçêîëåö Rk îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâîì. 3.1.25. x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì ⇔ âñå ýëåìåíòû xk îáðàòèìû; x ÿâëÿåòñÿ äå-ëèòåëåì íóëÿ ⇔ xk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k èëè âñå ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xn ÿâ-ëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ; x ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì ýëåìåíòîì ⇔ ýëåìåíòû
x1, x2, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè èëè ðàâíû íóëþ. 3.2.1. à)
{1}. á) {(1, 0), (0, 1)}. â) {1, x}. ã) {e11, e12, e21, e22}. ä) {eij | i, j = 1, 2, . . . , n}. å)
{(

1 0
0 0

)

,

(
0 1
0 0

)

,

(
0 0
1 0

)

,

(
0 0
0 1

)

,

(
x 0
0 0

)

,

(
0 x
0 0

) ,
(

0 0
x 0

)

,

(
0 0
0 x

)}. 3.2.4. Ïîäêîëüöà â Z: nZ, ãäå n ∈Z. Ïîäêîëüöà â Z3:
{[0]}, Z3. Ïîäêîëüöà â Z9: {[0]}, 3Z9, Z9. Ïîäêîëüöà â Z12: {[0]}, 2Z12, 3Z12,4Z12, 6Z12,Z12. 3.2.5. {([0], [0])}; {([0], [0]), ([0], [1]), ([0], [2])}; {([0], [0]), ([1], [0]), ([2], [0])};
{([1], [1]), ([2], [2]), ([3], [3])}.3.2.6. à), á) Íåò (åñëè îáúåäèíÿåìûå êîëüöà íå ñîâïàäàþò). 3.2.8. à){( a 0

0 b

)
∣
∣
∣
∣

a, b ∈ Z
a + b ∈ 2Z

} .á), â) {( a b
0 a

) ∣
∣ a, b ∈ Z

} . 3.2.10. à) xZ[x]. á) x2Z[x]. â) xZ[x]+2Z. ã)Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç Z[x], íå ñîäåðæàùèõ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ïåðâîéè òðåòüåé ñòåïåíè x. 3.2.11. à) Z. á) Z+
√

2Z. â) Z+
√

2Z+
√

3Z+
√

6Z. 3.2.12.à), á), â) Äà. 3.2.15. á) Ìíîæåñòâî âñåõ ñêàëÿðíûõ ìàòðèö (ò.å. ìàòðèö âèäà aE,ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). 3.2.18. Äà. 3.2.20. Â Z9 è Z16 íåîáðàòèìûå ýëå-ìåíòû îáðàçóþò èäåàë, à â Z12 íåò. 3.2.17. Mn(mZ) ïðè âñåõ m ∈Z. 3.2.25. à)
pZ, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. á) pZ×Z, Z×pZ, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. â), ã), ä)
{(

a b
0 0

)∣
∣ a, b ∈ R

} , {( 0 a
0 b

)∣
∣ a, b ∈ R

} 3.3.2. Kerϕ = (x2 + 1)R[x].3.3.3. Kerϕ = (x2 + x + 1)Q[x]. 3.3.4. Kerϕ = (x2 − 2)Q[x]. 3.3.6. (1 + i) + J �íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò. 3.3.8. Äëÿ C îäèí êëàññ � êîëüöà, èçîìîð�íûå C×C.Äëÿ R äâà êëàññà � êîëüöà, èçîìîð�íûå C èëè R×R. Äëÿ Q ñ÷åòíîå ìíîæå-ñòâî êëàññîâ � êîëüöà, èçîìîð�íûå Q×Q èëè Q +
√
kQ èëè Q +

√
kiQ, ãäå

k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.Äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F � êîëüöà, èçîìîð�íûå F×F èëè ðàñøèðåíèþ F ñ ïîìî-ùüþ îäíîãî ýëåìåíòà. 3.3.9. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû [g], ãäå (f, g) = 1. Äåëèòåëè



Îòâåòû 117íóëÿ [g], ãäå (f, g) 6= 1. Íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû [g], ãäå ìíîæåñòâà íåïðèâîäè-ìûõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñîâïàäàþò. 3.3.5. à), á) Äà. 3.4.6. à), á) Äà. â)Íåò. 3.4.7. Ïîäìîäóëè � îäíîñòîðîííèå èäåàëû. Íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ïðàâûåèäåàëû êîëüöà M2(F ) èñ÷åðïûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè {( a b
0 0

)∣
∣ a, b ∈ F

} ,
{(

0 0
a b

) ∣
∣ a, b ∈ F

} 4.1.5. à) Âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà; á) âñå ÷èñëà âè-äà α + β
√

2, α, β ∈ Q; â) âñå ÷èñëà âèäà α + β 3
√

2 + γ 3
√

4, α, β, γ ∈ Q. 4.1.6.à) âñå ÷èñëà âèäà α + βi, α, β ∈ Q; á) âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. 4.1.7. à) Íåò;á) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m
n

� êâàäðàò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. 4.1.9. Òîæ-äåñòâåííûé àâòîìîð�èçì è z 7→ z. 4.1.14. Äà, ñóùåñòâóåò. 4.1.15. à) x1 = −1,
x2 = −3+2

√
2; á) x1 = 2−2

√
2, x2 = −1+3

√
2; â) ∅ (íåò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé);ã) ∅ ( 4

√
2 6∈ Q(

√
2)). 4.1.16. à) f1 = 1, f2 = −1; á) ∅, òàê êàê 1 + 4x íå ÿâëÿåò-ñÿ êâàäðàòîì â ïîëå R(x). 4.2.4. à) Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; á) (2, 3, 2) â) (5, 6, 5).4.2.5. à) 4, 7; á) 2; â) ïðè a = 0 x = 0; ïðè a = 1 x1,2 = 1, 8; ïðè a = 2 x = 7;ïðè a = 3 x = 9; ïðè a = 4 x = 5; ïðè a = 5 x = 3; ïðè a = 6 íåò ðåøåíèé;ïðè a = 7 x = 6; ïðè a = 8 x = 2; ïðè a = 9 x = 4; ïðè a = 10 x = 10. 4.2.6.

pn−1
p−1

. 4.2.8. à) (x− 1)(x2 + x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1);á) (x − 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1). 4.2.9 á) Âñå ýëåìåíòû, êðîìå 0 è 1, ÿâëÿþòñÿïðèìèòèâíûìè. 4.2.10. á) Åñëè α � êàêîé-òî ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò GF(16), òîïðèìèòèâíûìè áóäóò ýëåìåíòû α, α2, α4, α7, α8, α11, α13, α14. Ïðè óñëîâèè, ÷òîâ êà÷åñòâå α âûáðàí îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x4 + x + 1, ïðåäñòàâëåíèå ýòèõýëåìåíòîâ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò α áóäåò ñëåäóþùèì: α, α2, 1 + α, 1 + α + α3,
1+α2, α+α2 +α3, 1+α2 +α3, 1+α3.4.2.11. à) Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãîýëåìåíòà ïîëÿ êîðåíü α ìíîãî÷ëåíà x4+x+1. Òîãäà îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â âèäåñëåäóþùåé òàáëèöû:ýëåìåíòû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí1 x+ 1

α, α2, α4, α8 x4 + x+ 1
α3, α6, α9, α12 x4 + x3 + x2 + x+ 1

α5, α10 x2 + x+ 1
α7, α11, α13, α14á) Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ êîðåíü β ìíîãî÷ëåíà x5+x2+

1. Òîãäà îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû: ýëåìåíòû ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí1 x+ 1
β, β2, β4, β8, β16 x5 + x2 + 1

β3, β6, β12, β17, β24 x5 + x4 + x3 + x2 + 1
β5, β9, β10, β18, β20 x5 + x4 + x2 + x+ 1
β7, β14, β19, β25, β28 x5 + x3 + x2 + x+ 1
β11, β13, β21, β22, β26 x5 + x4 + x3 + x+ 1
β15, β23, β27, β29, β30 x5 + x3 + 14.2.12. à) x8 + x7 + x6 + x3 + 1; á) x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1;â) x14 +x13 +x12 +x11 +x10 +x9 +x8 +x7 +x6 +x5 +x4 +x3 +x2 +x+1. 4.2.13.à) x10 + x9 + x8 + x6 + x5 + x3 + 1;á) x15 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x5 + x3 + x2 + x+ 1;â,ã) x20 + x18 + x17 + x13 + x10 + x9 + x7 + x6 + x4 + x2 + 1.4.2.14. â) Äëÿ β èç ïåðâîé ñòðîêè ïîä íèì äàíî çíà÷åíèå 1 + β:
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α α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8 α9 α10 α11 α12 α13 α14

α4 α8 α14 α α10 α13 α9 α2 α7 α5 α12 α11 α6 α35.1.2. á) ∑k

r=0
Cr

n. 5.1.3. 01, 10, 11, 00. 5.1.8. à), ã) Îáíàðóæèâàåò 2 îøèáêè,èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó; á) îáíàðóæèâàåò 4 îøèáêè, èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó;â) îáíàðóæèâàåò îäíó îøèáêó, íå èñïðàâëÿåò íè îäíîé (äëÿ ñëîâà 110000 îäíî-çíà÷íîå äåêîäèðîâàíèå íåâîçìîæíî).5.2.3. à) H1 =

(
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 0 0 1

), H2 =

(
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
0 1 0 0 1

),ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êàæäîãî êîäà ðàâíî 3;á) Îøèáêà Ñèíäðîì äëÿ H1 Ñèíäðîì äëÿ H2

10000 111 110
01000 101 011
00100 100 100
00010 010 010
00001 001 001â) Ñëîâî �åçóëüòàò äåêîäèðîâàíèÿ �åçóëüòàò äåêîäèðîâàíèÿñ ïîìîùüþ ïåðâîãî êîäà ñ ïîìîùüþ âòîðîãî êîäà

10010 11 10
11011 11 01
10101 10 11
11010 11 íå äåêîäèðóåòñÿ
00111 10 íå äåêîäèðóåòñÿ
11101 01 11
00110 00 105.2.4. à) H1 =

(
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

), á) H2 =

(
1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1

),ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êàæäîãî êîäà ðàâíî 3;á) Îøèáêà Ñèíäðîì äëÿ H1 Ñèíäðîì äëÿ H2

100000 110 100
010000 011 010
001000 101 001
000100 100 101
000010 010 110
000001 001 011â) Ñëîâî �åçóëüòàò äåêîäèðîâàíèÿ �åçóëüòàò äåêîäèðîâàíèÿñ ïîìîùüþ ïåðâîãî êîäà ñ ïîìîùüþ âòîðîãî êîäà

111101 110 101
110101 110 111
001111 001 íå äåêîäèðóåòñÿ
100100 100 100
110001 110 íå äåêîäèðóåòñÿ
111111 íå äåêîäèðóåòñÿ íå äåêîäèðóåòñÿ
111100 111 100
010100 íå äåêîäèðóåòñÿ íå äåêîäèðóåòñÿ



Îòâåòû 1195.2.5. à) Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà 




1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1











, ïðîâå-ðî÷íàÿ ìàòðèöà (111111111);á) ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 2. Êîä îáíàðóæèâàåò îäíó îøèáêó; èñïðàâëÿòüîøèáêè îí íå ìîæåò.5.2.6. à) Èñõîäíûå ñëîâà 1011 è 1101, à ïåðåäàâàëèñü ñëîâà 1011010 è 1101001; á)Èñõîäíîå ñëîâî 11110010110, ïåðåäàâàëîñü ñëîâî 111100101100000.â) Ïóñòü ñòèðàíèÿ ïðîèçîøëè â ïîçèöèÿõ i è j, 1 ≤ i < j ≤ 7. Ïîëàãàåì i-é è
j-é ðàçðÿäû ðàâíûìè 0 è âû÷èñëÿåì ñèíäðîì. Åñëè ñèíäðîì ðàâåí 0, òî i-é è
j-é ðàçðÿäû ïåðåäàâàåìîãî ñëîâà ðàâíÿëèñü íóëþ. Åñëè ñèíäðîì ðàâåí i (ñîîòâ.
j), òî â i-ì (ñîîòâ. â j-ì) ðàçðÿäå ïåðåäàâàåìîãî ñëîâà ñòîÿëà åäèíèöà, à â j-ì(ñîîòâ. â i-ì) � íóëü. Íàêîíåö, åñëè ñèíäðîì íå ðàâåí íè 0, íè i, íè j, òî i-é è
j-é ðàçðÿäû ïåðåäàâàåìîãî ñëîâà ðàâíÿëèñü íóëþ.5.2.7. ä) Íåò, íå âñåãäà óäàñòñÿ îòëè÷èòü òðîéíóþ îøèáêó îò îäèíî÷íîé. å) Îøè-áî÷åí 8-é ñèìâîë. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü ñèñòåìàòè÷å-ñêèì îáðàçîì, òî èñõîäíîå ñëîâî 1100.5.2.9. á) Åñëè ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîäà C âûáðàòü òàê, ÷òîáû îí äåëèë
xn − 1, òî ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí êîäà C⊥ áóäåò ÷àñòíûì xn−1

g(x)
.5.2.10. à) Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà











1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1











,ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 5, êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü äâå îøèáêè.á) Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà







1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1







,ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 3, êîä ìîæåò èñïðàâëÿòü îäíó îøèáêó.5.2.11. à) Äîïóùåíî äâå îøèáêè. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê α6x2 + α14x+ 1,ìíîãî÷ëåí îøèáîê x11 + x10.á) Ìíîãî÷ëåí îøèáîê x6 + x5, ïåðåäàâàâøååñÿ ñëîâî 100111001100000, èñõîäíîåñëîâî 0110000.Ìíîãî÷ëåí îøèáîê x7 +x5, ïåðåäàâàâøååñÿ ñëîâî 100100100100100, èñõîäíîå ñëî-âî 1100100.5.2.12. à) Äîïóùåíî òðè îøèáêè. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê α5x3 + α7x2 +
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α5x+ 1, ìíîãî÷ëåí îøèáîê x12 + x7 + x.á) Äîïóùåíî òðè îøèáêè. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê α14x3 +α11x2 +α14x+1,ìíîãî÷ëåí îøèáîê x7 + x5 +2 x.â) Äîïóùåíî äâå îøèáêè. Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê α13x2 +α12x+ 1, ìíîãî-÷ëåí îøèáîê x10 + x3.Ìíîãî÷ëåí îøèáîê x10+x3, ïåðåäàâàâøååñÿ ñëîâî 000010100110001, èñõîäíîå ñëî-âî 00001.Ìíîãî÷ëåí îøèáîê x10 +x3 +x, ïåðåäàâàâøååñÿ ñëîâî 000101101100110, èñõîäíîåñëîâî 00010.Íå äåêîäèðóåòñÿ (â ñëîâå äîïóùåíî áîëüøå òðåõ îøèáîê).6.1.1. a) 2; á) q q q q

q
q q
q
q q q

q@@��q q
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��@@; â) q q q q q
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q@@ q
q q

q@@�� q q q
q
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q q q
q��@@ .6.1.2. à) âñåãî 3 îòíîøåíèÿ; á) âñåãî 19 îòíîøåíèé.6.1.3. à) q ; á) q

q ; â)q q
��q

q

@@
��@@ ; ã)q q q

q q q

q

q
��@@

��@@
@@����@@ .6.1.4. à) 5qq10 4q��q 2 q

q6 3 q��
q79

qHHH@@��1 ; á) íåò; äà; â) äà. 6.1.5., 6.1.6. à) q

q

q q q q

q q q q
q q q q q q

ï ïý ý
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@@PP
PP
@@

�� QQAA�� 6.1.6. á)
E(X)

q q q
q

q

��@@
@@�� , O(X)

��
��
�

q qHHH ���
��qHH

HH
H
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�

q���HH
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XX qHHH ��
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q��    
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@@̀``
``̀

PP
PP ; â) qAA����q��QQ !!

!qaaa QQ74418882 qQQ ����qaaa QQ ��qQQAA��
q

q q q q q q q
q

����!!
!

AAQQaa
a

@@
HHH
PPPP��
���
���� .6.1.8. â) a < b < c < d, a < c < b < d; ã) a < b < c < d, a < c < b < d,

b < a < c < d. 6.1.10. a) ×.ó. ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì áåñêîíå÷íîéâîçðàñòàþùåé öåïè è 1-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ýëåìåíò êîòîðîãî íåñðàâíèì íèñ îäíèì ýëåìåíòîì öåïè; á) íåò. 6.1.12. á) hl. 6.1.13. à) Òîæäåñòâåííîå îòîáðà-æåíèå ε è öèêë (b3, b4); á) ε, (b1, b2), (b3, b4), (b1, b2)(b3, b4); â) ε, (b1, b2), (b3, b4),
(d1, d2), (d3, d4) è âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ïî 2, ïî 3 è ïî 4(âñåãî 12), (b1, b3, b2, b4), (b1, b4, b2, b3), (d1, d3, d2, d4), (d1, d4, d2, d3) è ïîïàðíûåïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ (âñåãî 12), èòîãî 32 àâòîìîð�èçìà. 6.1.14. �ðóïïààâòîìîð�èçìîâ èçîìîð�íà a) Z2; á) Z

2

2; â) Z
5

2. 6.1.16. à) 1-ýëåìåíòíàÿ ãðóï-ïà; á) èçîìîð�íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3. 6.1.. à)q q
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6; 4; ã) A� 2-ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü, B � 2-ýëåìåíòíàÿ öåïü. 6.1.27. à) A+B q q
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@@��á) A � 1-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, B � 2-ýëåìåíòíàÿ öåïü. 6.1.34. à) 6-ýëåìåíòíàÿöåïü; ã) ìîæåò, åñëè îäíà èç öåïåé 1-ýëåìåíòíà.6.1.35. à) q
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�� 6.1.38. á) �ðóïïîèä {a, b}, â êîòîðîì ab = b, à âñåîñòàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû a. 6.1.42. á) Z4. 6.2.2. à) Äâå êîíå÷íûå öåïèèçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.6.2.3. à), á) 1-ýëåìåíòíàÿ ãðóïïà; â) ãðóïïà, èçîìîð�íàÿ (Z,+). 6.2.4.à ) Z, Q;á) ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë [0, 1], (0, 1). 6.2.6. á) f(x) = 2x

1−|x| ; â) f(x) =

2x−a−b

b−a−|x| . 6.2.8. à) Q. 6.2.15. à) 4; á) 7; â) n2+n+3
2

. 6.2.17. à) Ëþáûå êîíå÷íûåîðäèíàëû; á) α = ω, β = 2.7.1.1. Âñå, êðîìå ä), å) � ðåøåòêè; à), ã), ç)�í) � ïîëíûå ðåøåòêè. 7.1.2. à),
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��@@ .7.1.16. â) Äà. 7.1.18. à) Èçîìîð�íà Z2

2; á) èçîìîð�íà Z2. 7.1.19. à) Íàïðè-ìåð, îðäèíàëüíàÿ ñóììà 4-ýëåìåíòíîé ðåøåòêè, íå ÿâëÿþùåéñÿ öåïüþ, è öåïèíàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 7.2.1. á) Íàïðèìåð, L1 � 4-ýëåìåíòíàÿ ðåøåòêà, íå ÿâëÿ-þùàÿñÿ öåïüþ, L2 � 4-ýëåìåíòíàÿ öåïü, ϕ � áèåêöèÿ L1 íà L2, ïåðåâîäÿùàÿíóëü â íóëü, åäèíèöó â åäèíèöó. 7.2.3. à)�ã) Öåïü ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå



122 Îòâåòûäâóõ ïîäìíîæåñòâ, âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî èç êîòîðûõ ïåðåâîäÿòñÿ â 0, à âòîðî-ãî � â åäèíèöó; åñëè îáà ïîäìíîæåñòâà íåïóñòû, òî öåïü ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëüíîéñóììîé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîäìíîæåñòâà. 7.2.4. à) L � äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà;á) L � 5-ýëåìåíòíàÿ ìîäóëÿðíàÿ íåäèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà (áðèëëèàíò), a � ååíóëü, b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 0 è îò 1; å) a
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@@�� 7.2.8. à) Öåïü

a < b < c < d, êîíãðóýíöèè: îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ∆, óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå
∇, îòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ðàçáèåíèÿìè {a}, {b, c, d}; {a, b}, {c, d}; {a}, {b},
{c, d}; {a, b}, {c}, {d}; {a, b, c}, {d}. á) Ïóñòü a, b � ñðàâíèìûå ýëåìåíòû ïåíòà-ãîíà, îòëè÷íûå îò 0 è îò 1, c � îñòàâøèéñÿ ýëåìåíò, êîíãðóýíöèè: ∆, ∇, {a, b},
{c}, {1}, {0}; {1, c}, {0, a, b}; {0, c}, {1, a, b}. 7.2.10. à) Íàïðèìåð, 3-ýëåìåíòíàÿöåïü. 7.3.1. à), á) Ñì. îòâåòû ê çàäàíèÿì 6.1.3 â), ã). 7.3.5. n � ïðîèçâåäå-íèå ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. 7.3.6. â) Äà. 7.3.8. á) Ïðè n ≥ 2, òîëüêî åñ-ëè n = 2 è L1, L2 � îäíîýëåìåíòíûå áóëåâû àëãåáðû. 8.1.1. à) K = Z[x],
X = {1, x, x2, . . .}; á) K = Z, Y = {0,−1, 2, 3, 5, 7, . . .}. 8.1.2. à) K = Z[x], áà-çèñ {1, x}. 8.1.4. ã) Íàïðèìåð, îáå ïîëóãðóïïû � (N,+). 8.1.7. à) Íàïðèìåð,ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé; á) (N,+). 8.1.13. á) Ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçìåðíîñòüïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò 1. 8.1.16. à) Ñâîáîäíàÿ 2-ïîðîæäåííàÿ ïîëóãðóï-ïà; á) ñâîáîäíàÿ 2-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà; â) Z[x1, x2]. 8.1.17. á) Íåîäíîýëåìåíò-íàÿ ðåøåòêà è îäíîýëåìåíòíàÿ ðåøåòêà. 8.1.18. à) {0}, åñëè n äåëèòñÿ íà äâàðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà, è pk−1Zn, åñëè n = pk; á) {0}; â) Q. 8.1.19. {0}.8.1.21. {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}. 8.1.22. à) {a}, {c}, {b, c}, {a, c}, {c, d},
{a, b, c}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}; á) {a, c}, {b, c}, {c, d}, {a, b, c}, {b, c, d}, {a, b, d},
{a, b, c, d}. 8.1.23. à) {a, b}, {c, d}, {a, b, c, d}; á) {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d},8.1.24. à) {c}, {a, b}, {a, b, d}, {a, b, e} {a, b, c, d, e}; á) {a, b, c}, {a, b, c, d}, {a, b, c, e},
{a, b, c, d, e}. 8.1.25. Âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. 8.1.27. à) a b

a b a
b a a

; á) äà;â) G = {a1, a2, . . .}, ai ◦aj = ai+1, i = 1, 2, . . .; ã) G = {a1, a2, . . . , an}, f(ai) = ai+1,
i = 1, 2, . . . , n − 1, f(an) = a1; å) G = {a1, a2, . . .}, f(ai) = ai+1, i = 1, 2, . . .,
g(a1) = a1, g(ai) = ai−1, i = 2, 3 . . ., 8.1.28. Íàïðèìåð, 2-ïîðîæäåííàÿ è 3-ïîðîæäåííàÿ ñâîáîäíûå ïîëóãðóïïû. 8.2.1. à) äà; á)�ã) íåò. 8.2.3. à) A = S3,
F = 〈(12)〉, òîæäåñòâåííûé àâòîìîð�èçì F ; á) åñëè ψ(A) ∩ ϕ(A) 6= ∅, íàïðèìåð,äëÿ ëþáûõ ãîìîìîð�èçìîâ ãðóïï èëè êîëåö; â) åñëè ψ(A) ∩ ϕ(A) = ∅, íàïðèìåð,äëÿ ïîäõîäÿùèõ ãîìîìîð�èçìîâ 3-ýëåìåíòíîé öåïè â 2-ýëåìåíòíóþ, êîãäà âñåýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â 0 èëè âñå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò â 1. 8.2.5. Íàïðèìåð, ïîëó-ãðóïïû (N, ·) è (Z\{0}, ·). 8.2.6. ã) Íåò. 8.2.7. á) Íàïðèìåð, ïîëóãðóïïà ëåâûõíóëåé. 8.2.8. à) A = ({a, b}, f), f(a) = b, f(b) = a. 8.2.9. â) Äà; ã) n > 1 è níå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. 8.2.10. à) ∆, ∇, {a, b} ∪ {c}, {a, c} ∪ {b}; á) ∆,
∇, {a, c} ∪ {b, d}, {a, , b} ∪ {d}, {a, , d} ∪ {b}; â) ∆, ∇, {a} ∪ {b, c, d}; ã) ∆, ∇,
{a, b} ∪ {c, d}. 8.2.11. à) ∆, ∇, {a, b} ∪ {c, d}; á) ∆, ∇, {a, b} ∪ {c, d}, {a} ∪ {b, c, d};â) ∆, ∇, {a, b, c} ∪ {d, e}, {c} ∪ {a, b, e, d}, {d} ∪ {a, b, c, e}, {e} ∪ {a, b, c, d}; ã) ∆, ∇,
{a, b, c}∪{d, e}. 8.2.12. à) Q, xτy ⇔ x−y ∈ Z; á) Q, xτy ⇔ xy = 1 èëè x = y =
0. 8.2.13. L � 4-ýëåìåíòíàÿ ðåøåòêà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ öåïüþ, τ � îòíîøåíèå ýêâè-



Îòâåòû 123âàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìîå ðàçáèåíèåì {1}∪L\{1}. 8.2.14. á) Íåò. 8.2.15. â) Íà-ïðèìåð, 4-ýëåìåíòíàÿ öåïü. 9.1.2.à) Òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ, ã) òîæäåñòâåííîëîæíàÿ. 9.1.4. à) x1; á) x1x2x4∨x1x3x4∨x2x3∨x1∨x4; â) x1x2x3x4∨x2x3x4∨x1.Íàïîìíèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå îïðå-äåëåí íå îäíîçíà÷íî. 9.1.5. à) x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3; á)
x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3; â) x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3∨x1x2x3∨
x1x2x3 ∨ x1x2x3. 9.1.6. à) (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x3); á) (x1 ∨ x3)(x1 ∨ x2)(x2 ∨ x3); â)
x1 ∨ x2 ∨ x3. Íàïîìíèì, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìå îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî. 9.1.7. à) (x1 ∨x2 ∨x3)(x1 ∨x2 ∨x3)(x1 ∨x2 ∨x3);á) (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3); â) x1 ∨ x2 ∨ x3. 9.1.8.à) x1x2x3 ⊕ x1x2; á) x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ 1; â) x1x2x3 ⊕
x1x3 ⊕ x1 ⊕ 1. 9.1.9. à), ä), å), æ) Ñàìîäâîéñòâåííûå, îñòàëüíûå íå ÿâëÿþòñÿñàìîäâîéñòâåííûìè. 9.1.11. á), ã), å) Ìîíîòîííûå, îñòàëüíûå íå ÿâëÿþòñÿ ìî-íîòîííûìè. 9.1.13. â), ã), ä), å) Ëèíåéíûå, îñòàëüíûå íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.9.1.20. à) x ∨ y = (x ↓ y) ↓ (x ↓ y); á) x ⊕ y = (x ↓ y) ↓ [(x ↓ x) ↓ (y ↓ y)]; â)
x · y = (x ↓ x) ↓ (y ↓ y). 9.1.21. à) äà, x · y = (x | y) | (x | y); á) íåò; â) íåò. 9.2.4.Íåò, íå ÿâëÿåòñÿ. 9.2.8. à) {x | y}, {x ↓ y}; á) {x · y, x}, {x ∨ y, x} {x → y, x},
{x → y, 0}; â) {0, x · y, x ∼ y}, {0, x ∨ y, x ∼ y}, {1, x · y, x ⊕ y}, {1, x ∨ y, x ⊕ y},
{x · y, x → y, x⊕ y}, {x ∨ y, x → y, x⊕ y}. 10.1.1. à) Äà, á) äà, ñó��èêñíûé êîä;â),ã) íåò. 10.1.2. á), â) äà. 10.1.3. Äà âî âñåõ ñëó÷àÿõ. 10.1.5. Äà. 10.1.7. á) Íåò.10.1.9. à) b, ab, b2, b3, b4, ab2, ab3, a2b, a3b, a2b2; á) ab2, a2b, a2b2, a3b, bab2, ba2b,
a4b, b2a2b. 10.1.10. a) b∗ab∗; á) a(a + b)∗. 10.1.11. à) {S → aA, S → bA, A → aA,
A → bA, A → 0A, A → 1A, A → λ}; á) {S → aA, . . . , S → zA, A → aB, A → zB,
A → 0B, . . . , A → 9B, A → λ, B → a, . . . , B → z, B → 0, . . . , B → 9, B → λ};â) {S → λ, S → 0A, S → 1A, A→ 0S, A → 1S}. 10.1.12. à) {a+ b}{a+ b+0+ 1}∗;á) {a+ . . .+ z} · ({a+ . . .+ z+ 0 + . . .+ 1} ∪ {λ}) · ({a+ . . .+ z+ 0 + . . .+ 1} ∪ {λ});â) ({0+1}·{0+1})∗ . 10.1.15. à) {wcw′ | w ∈ {a, b}∗}, ãäå w′ � ñëîâî, ïîëó÷åííîå èç
w çàïèñûâàíèåì áóêâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå; á) {(ab)n | n ∈ N}; â) {a2n−1 | n ∈ N};ã) {aα1 bα1aα2bα2 . . . aαk bαk | k, α1, . . . , αk ∈ N}. 10.2.1. à) ab2; á) íàïðèìåð, a2b2,
ab2a, a4b2, aba2b2; â) íàïðèìåð, a, b, ab, ba. ã) r r
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a10.2.5. à) (ab)∗ ; á) a∗ + b∗; â) (a + b)∗ab(a + b)∗; ã) (a + b)∗(a2 + b2)(a + b)∗.10.2.6. à,á) Äà, áóäåò. 10.2.9. á) �ðóïïà ïîðÿäêà 4, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ïðîèç-âåäåíèåì äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 2.10.2.10. à) Ìîíîèä ñîñòîèò èç 8 ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}:òîæäåñòâåííîãî è a =

(
0 2
0 2

), b =

(
0 1 2
1 2 2

), ab =

(
0 2
1 2

), ba =
(

1 2
2 2

), b2 =

(
0 1 2
2 2 2

), aba =

(
2
2

), ab2 =

(
0 2
2 2

); á) ìîíîèä ñî-ñòîèò èç 11 ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, 3}: òîæäåñòâåííî-ãî è a =

(
0 3
0 3

), b =

(
0 1 2 3
1 2 3 3

), ab =

(
1 3
1 3

), ba =

(
2 3
3 3

),
b2 =

(
0 1 2 3
2 3 3 3

), aba =

(
3
3

), ab2 =

(
0 3
2 3

), b2a =

(
1 2 3
3 3 3

),
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b3 =

(
0 1 2 3
3 3 3 3

), ab3 =

(
0 3
0 3

); â) 3m + 5 ýëåìåíòîâ.10.2.11.Ìîíîèä ñîñòîèò èç 26 ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, 3}.Êðîìå òîæäåñòâåííîãî è ïóñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îí ñîäåðæèò âñå ïðåîáðàçî-âàíèÿ ñ îäíîýëåìåíòíûì îáðàçîì (òàêîâûõ 16), à òàêæå ñëåäóþùèå 8 ïðåîáðà-çîâàíèé: a =

(
0 1
0 2

), b =

(
0 2 3
1 3 1

), a =

(
0 1
0 3

), ba =

(
2 3
0 1

),
b2 =

(
0 1 2 3
2 3 3 3

), bab =

(
0 3
3 1

), b2a =

(
2 3
0 2

), b2ab =

(
2 3
1 3

).10.2.12. Íàïðèìåð, r r
r

��
��* HHHjHH
HY

�
a, c

b

b

a, b, c
a

�
c10.2.14. à) mε2

m1

mε
��� @@R
�

a a

a á) mε2

m1

mε
��� @@R
�

a a

a mηε2

mη

mηε
��� @@R
�

a a

a

ãäå η =

=
√

3
2

+ i
2
;

â) mε3

m1

mε4 mε2

mε5 mε��*a

6a

HHja

?a

���aHHY
a ã) m

mm

m

@@I

��� @@R

��	

a

a a

a

1

−1

−i i

m

mn

m

@@I

��� @@R

��	

a

a a

a

η

−η

−iη iη ãäå η = 1+i√
2
.

10.2.15. à) m

mm

m

@@R

��� @@R

��	

a

b a

b

q1

q2

q0 q3- -

a, b

bMa q0 = L,
q1 = a∗b∗,
q2 = ∅,
q3 = b∗; á) m

m

m

m

q0

q2

q1

q3

- -�a
a
@
@R
b
@
@I
a ?b

-b
b
�

a, b

q0 = L,
q1 = (a + ba)L,
q2 = aL,
q3 = ∅;

â) m

mm

m

m

m
@@R

��� @@R

��	

a

b a

b

q1

q2

q0 q4 q5

q3

- -

6

6

6
-

M

b

a

a
a, b


a, b

	
b

q0 = L,
q1 = a∗b,
q2 = a∗b+ λ,
q3 = b∗a;
q4 = λ;
q5 = ∅;ã) Ïîëîæèì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé L1 = (a2b + bb∗a + b2)∗. Ïóñòü q0 = L,

q1 = (a∗ + ab)L1, q2 = (b∗a+ b)L1, q3 = (a∗ + b+ ab)L1, q4 = L1, q5 = (b∗a+ λ)L1,
q6 = (b∗a+ b+λ)L1, q7 = abL1, q8 = (ab+λ)L1, q9 = bL1, q10 = ∅, q11 = (ab+ b)L1.Òîãäà ãðà� àâòîìàòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:



126 Îòâåòû
mq0

mq1

mq2

mq3

mq6

mq4mq5

mq7mq8

mq11 mq9 mq10

6
?

��	

������
a

�
�
�
�
�
�
�

a

?
b

A
A
A
AU

b
PPPPPPPq

b














�

b














�

b

J
J
J
J
J
J
Ĵ
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