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Показательное распределение

Говорят, что случайная величина 𝑋 распределена по показательному закону c
параметром 𝜆 (𝜆 > 0), если ее функция распределения имеет вид

𝐹 (𝑥) =

{︃
0, если 𝑥 < 0;
1 − 𝑒−𝜆𝑥, если 𝑥 > 0.


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Плотность показательного распределения

𝑓(𝑥) =

{︃
0, если 𝑥 < 0;
𝜆𝑒−𝜆𝑥, если 𝑥 > 0.



0 x

f(x)

Показательное распределение моделирует время между двумя событиями
в простейшем потоке событий.



Числовые характеристики показательного распределения

𝑋 распределена по показательному закону



0 x

f(x)

𝑀(𝑋) =
1

𝜆
; 𝐷(𝑋) =

1

𝜆2
; 𝜎(𝑋) =

1

𝜆
;

𝑀0(𝑋) = 0; 𝑀𝑒(𝑋) =
ln 2

𝜆
; 𝛾1 = 2; 𝛾2 = 6.



Функция надежности

Пусть имеется какое-то устройство.
Рассмотрим случайную величину 𝑋 — время, которое проработало устройство до
поломки.

𝑋 распределена по показательному закону 𝐹 (𝑡) = 𝑃 (𝑋 < 𝑡) = 1− 𝑒−𝜆𝑡 (где 𝑡 > 0).
𝐹 (𝑡) — вероятность отказа за период времени длинною 𝑡.

𝜆 — интенсивность отказов.

Рассмотрим вероятность безотказной работы в течение периода времени длиною 𝑡:

𝑅(𝑡) = 𝑃 (𝑋 > 𝑡) = 1 − 𝐹 (𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡.

Функция 𝑅(𝑡) называется функцией надежности.



Неравенство Чебышева

Лемма (Чебышев)

Для дискретной или непрерывной случайной величины 𝑋, имеющей
математическое ожидание 𝑀(𝑋) и дисперсию 𝐷(𝑋) и для любого
действительного числа 𝜀 > 0 выполняется

𝑃 (|𝑋 −𝑀(𝑋)| < 𝜀) > 1 − 𝐷(𝑋)

𝜀2
.

Доказательство.

Пусть 𝑋 — дискретная случайная величина.
𝐷(𝑋) =

∑︀
𝑘 (𝑥𝑘 −𝑀(𝑋))2 𝑝𝑘 > 𝜀2

∑︀
|𝑥𝑘−𝑀(𝑋)|>𝜀 𝑝𝑘 = 𝜀2𝑃 (|𝑋 −𝑀(𝑋)| > 𝜀) =

= 𝜀2 (1 − 𝑃 (|𝑋 −𝑀(𝑋)| < 𝜀)) .
В непрерывном случае доказательство аналогично.



Сходимость по вероятности

Определение

Говорят, что последовательность случайных величин {𝑌𝑛} сходится по
вероятности к случайной величине 𝑌 при 𝑛 → ∞, если для любого числа 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

𝑃 (|𝑌𝑛 − 𝑌 | < 𝜀) = 1.

Краткое обозначение сходимости по вероятности

𝑌𝑛
𝑃−→ 𝑌.



Среднее арифметическое случайных величин

Пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — случайные величины, имеющие математические ожидания и
дисперсии.

Рассмотрим их среднее арифметическое

𝑋 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘.

Имеет место 𝑀(𝑋) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑀(𝑋𝑘).

Если 𝑋𝑖 попарно независимы, то 𝐷(𝑋) =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷(𝑋𝑘).

Случайная величина 𝑋, 𝑀(𝑋) и 𝐷(𝑋) зависят от 𝑛.



Теорема Чебышева

Теорема (Чебышев)

Если {𝑋𝑛} — последовательность попарно независимых случайных величин,
причём их дисперсии равномерно ограничены, т. е. существует такое число 𝐶 > 0,
что 𝐷(𝑋𝑛) 6 𝐶 для любого 𝑛, то 𝑋

𝑃−→ 𝑀(𝑋).

Доказательство.

𝐷(𝑋) = 1
𝑛2

∑︀𝑛
𝑘=1𝐷(𝑋𝑘) 6 1

𝑛2

∑︀𝑛
𝑘=1𝐶 = 𝑛𝐶

𝑛2 = 𝐶
𝑛 .

По неравенству Чебышева 𝑃
(︀⃒⃒
𝑋 −𝑀(𝑋)

⃒⃒
< 𝜀
)︀
> 1 − 𝐷(𝑋)

𝜀2
> 1 − 𝐶

𝑛𝜀2
.

Значит 1 − 𝐶
𝑛𝜀2

6 𝑃
(︀⃒⃒
𝑋 −𝑀(𝑋)

⃒⃒
< 𝜀
)︀
6 1.

Следовательно lim
𝑛→∞

𝑃
(︀⃒⃒
𝑋 −𝑀(𝑋)

⃒⃒
< 𝜀
)︀

= 1.



Теорема Хинчина

Теорема (Хинчин)

Пусть {𝑋𝑛} — последовательность одинаково распределенных случайных величин,
𝑀(𝑋𝑛) = 𝑎 и 𝐷(𝑋𝑛) = 𝜎2. Тогда 𝑋

𝑃−→ 𝑎.

Доказательство.

Очевидно, что {𝑋𝑛} удовлетворяет условиям теоремы Чебышева, причём
𝑀(𝑋) = 𝑎.



Теорема Бернулли (закон больших чисел)

Теорема (Бернулли)

Пусть в схеме Бернулли с параметрами 𝑛 и 𝑝 число 𝑘 — количество успехов в
серии из 𝑛 испытаний. Тогда

𝑘

𝑛

𝑃−→ 𝑝.

Доказательство.

Пусть 𝑋𝑛 — число успехов в 𝑛-ом испытании.

Тогда
𝑘

𝑛
= 𝑋. 𝑋𝑛 одинаково распределены с 𝑀(𝑋𝑛) = 𝑝; 𝐷(𝑋𝑛) = 𝑝𝑞.

По теореме Хинчина
𝑘

𝑛

𝑃−→ 𝑝.



Сумма независимых случайных величин

Пусть {𝑋𝑛} — последовательность независимых случайных величин и
𝑀(𝑋𝑛) = 𝑎𝑛, 𝐷(𝑋𝑛) = 𝜎2

𝑛.

Рассмотрим 𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘.

Введем обозначения 𝐴𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘, 𝐵2
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜎2
𝑘.

Очевидно, что 𝑀(𝑆𝑛) = 𝐴𝑛, 𝐷(𝑆𝑛) = 𝐵2
𝑛, 𝜎(𝑆𝑛) = 𝐵𝑛.

Рассмотрим функцию распределения нормированной суммы

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑃

(︂
𝑆𝑛 −𝐴𝑛

𝐵𝑛
< 𝑥

)︂
.



Центральная предельная теорема

Определение

Говорят, что к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная предельная
теорема, если при 𝑛 → ∞ функция 𝐹𝑛(𝑥) асимптотически приближается
функцией нормального распределения с параметрами 0, 1.

Т. е. в этом случае для любого 𝑥 ∈ R

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑧2

2 𝑑𝑧 = 0,5 + Φ(𝑥),

где Φ(𝑥) — функция Лапласа.



Смысл центральной предельной теоремы

Если рассмотреть сумму большого числа независимых случайных величин
таких, что влияние каждой из них на общую сумму достаточно мало,

то сумма распределена по закону, близкому к нормальному.



Теорема Ляпунова

Теорема (ЦПТ Ляпунова)

Пусть {𝑋𝑛} — последовательность независимых случайных величин и 𝛿 > 0.

Рассмотрим 𝐶𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑀
(︁
|𝑋𝑘 − 𝑎𝑘|2+𝛿

)︁
. Введем обозначение 𝐿𝑛 =

𝐶𝑛

𝐵2+𝛿
𝑛

.

Если lim
𝑛→∞

𝐿𝑛 = 0, то к {𝑋𝑛} применима центральная предельная теорема.

Без доказательства.



Классическая центральная предельная теорема

Теорема (классическая ЦПТ)

Пусть {𝑋𝑛} — последовательность одинаково распределённых независимых
случайных величин, 𝑀(𝑋𝑛) = 𝑎 и 𝐷(𝑋𝑛) = 𝜎2. Тогда к ней применима
центральная предельная теорема.

Без доказательства.

Заметим, что в этом случае

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑃

(︂
𝑆𝑛 − 𝑛𝑎

𝜎
√
𝑛

< 𝑥

)︂
.

Схема Бернулли с параметрами 𝑛 и 𝑝 (интегральная теорема Лапласа)

𝐹𝑛(𝑥) = 𝑃

(︂
𝑘 − 𝑛𝑝
√
𝑛𝑝𝑞

< 𝑥

)︂
−−−→
𝑛→∞

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑧2

2 𝑑𝑧.
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