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Аппроксимация непрерывной случайной величины дискретной

Пусть 𝑋 — непрерывная случайная величина, которая принимает значения на
промежутке [𝑎, 𝑏].
Разобьем этот промежуток на 𝑛 частей 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏.

Аппроксимируем 𝑋 дискретной случайной величиной ̃︀𝑋𝑛:
для 𝜔 ∈ Ω если 𝑥𝑘−1 < 𝑋(𝜔) 6 𝑥𝑘, то ̃︀𝑋𝑛(𝜔) = 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑛)
и если 𝑋(𝜔) = 𝑎, то ̃︀𝑋𝑛(𝜔) = 𝑋(𝑥1).

Случайная величина ̃︀𝑋𝑛 распределена по закону

̃︀𝑋𝑛 𝑥1 · · · 𝑥𝑛
𝑃 𝑝1 · · · 𝑝𝑛



Подход к математическому ожиданию непрерывной случайной
величины

Используя теорему Лагранжа о среднем получим

𝑝𝑘 = 𝑃 (𝑥𝑘−1 < 𝑋 6 𝑥𝑘) = 𝐹 (𝑥𝑘) − 𝐹 (𝑥𝑘−1) = 𝐹 ′(𝑐𝑘)∆𝑥𝑘 = 𝑓(𝑐𝑘)∆𝑥𝑘,

где ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1, 𝑐𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] (𝑘 = 1, . . . , 𝑛).
Следовательно,

𝑀( ̃︀𝑋𝑛) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑝𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑓(𝑐𝑘)∆𝑥𝑘.

Это интегральная сумма. В пределе при 𝑛 → ∞ так, что max ∆𝑥𝑘 → 0 получим̃︀𝑋𝑛 → 𝑋.
𝑀(𝑋) = lim

𝑛→∞
maxΔ𝑥𝑘→0

𝑀( ̃︀𝑋𝑛) = lim
𝑛→∞

maxΔ𝑥𝑘→0

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑓(𝑐𝑘)∆𝑥𝑘 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.



Математическое ожидание непрерывной случайной величины

Определение

Пусть 𝑋 — непрерывная случайная величина с плотностью распределения 𝑓(𝑥).
Математическим ожиданием 𝑋 называется число

𝑀(𝑋) =

+∞∫︁
−∞

𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

если этот несобственный интеграл сходится. В противном случае говорят, что 𝑋
не имеет математического ожидания.

Свойства математического ожидания сохраняются и для непрерывной случайной
величины.



Дисперсия непрерывной случайной величины

Определение

Пусть 𝑋 — непрерывная случайная величина с плотностью распределения 𝑓(𝑥) и
математическим ожиданием 𝑀(𝑋). Дисперсией случайной величины 𝑋
называется число

𝐷(𝑋) = 𝑀 (𝑋 −𝑀(𝑋))2 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀(𝑋))2 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

если этот несобственный интеграл сходится. В противном случае говорят, что 𝑋
не имеет дисперсии.

Свойства дисперсии сохраняются и непрерывной случайной величины.



Дисперсия и среднее квадратическое непрерывной случайной величины

Формула вычисления дисперсии справедлива и в непрерывном случае

𝐷(𝑋) =

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− (𝑀(𝑋))2 .

Определение среднего квадратического отклонения не изменится в непрерывном
случае

𝜎(𝑋) =
√︀
𝐷(𝑋).



Пример

Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое
отклонение случайной величины 𝑋, имеющей в интервале

(︁
−𝜋

2
,
𝜋

2

)︁
плотность

распределения
2

𝜋
cos2 𝑥 и нулевую плотность распределения вне этого интервала.

0 x

f(x)



Решение

𝑀(𝑋) =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑥 · 2

𝜋
cos2 𝑥 𝑑𝑥 =

2

𝜋

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑥 cos2 𝑥 𝑑𝑥 = 0 как определенный

интеграл от нечетной функции
по симметричному относительно нуля промежутку.

𝐷(𝑋) =

+∞∫︁
−∞

𝑥2𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− (𝑀(𝑋))2 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑥2 · 2

𝜋
cos2 𝑥 𝑑𝑥 =

=
4

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑥2 cos2 𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑥2(1 + cos 2𝑥) 𝑑𝑥 =



Решение (окончание)

=
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑥2𝑑𝑥 +
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑥2 cos 2𝑥𝑑𝑥 =

[︂
𝑢 = 𝑥2 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑣= cos 2𝑥 𝑑𝑥 𝑣= 1
2 sin 2𝑥

]︂
=

=
2𝑥3

3𝜋

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

+
2

𝜋

(︃
𝑥2

2
sin 2𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0⏟  ⏞  
‖
0

−

𝜋
2∫︁

0

𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥

)︃
=

=
𝜋2

12
− 2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥 =

[︂
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = sin 2𝑥 𝑑𝑥 𝑣 = −1
2 cos 2𝑥

]︂
=

=
𝜋2

12
− 2

𝜋

(︃
−𝑥

2
cos 2𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0

+
1

2

𝜋
2∫︁

0

cos 2𝑥 𝑑𝑥

)︃
=

=
𝜋2

12
− 2

𝜋

(︃
𝜋

4
+

1

4
sin 2𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0⏟  ⏞  
‖
0

)︃
=

𝜋2

12
− 1

2
≈ 0,322 . 𝜎(𝑋) ≈ 0,568.



Мода дискретной случайной величины

Определение

Пусть 𝑋 — дискретная случайная величина, распределённая по закону

𝑋 · · · 𝑥𝑘 · · ·
𝑃 · · · 𝑝𝑘 · · ·

Число 𝑀0(𝑋) называется модой, если 𝑃 (𝑋=𝑀0(𝑋)) = max𝑘 𝑝𝑘.
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Мода непрерывной случайной величины

Определение

Пусть 𝑋 — непрерывная случайная величина. Модой 𝑀0(𝑋) называется точка
локального максимума 𝑓(𝑥).
Если если точка максимума единственная, то 𝑋 называют унимодальной.

0 xM (X)0
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Медиана

Определение

Медианой непрерывной случайная величины 𝑋 называется число 𝑀𝑒(𝑋) такое,
что 𝑃 (𝑋 < 𝑀𝑒(𝑋)) = 𝑃 (𝑋 > 𝑀𝑒(𝑋)) = 0,5.

𝑀𝑒(𝑋)∫︁
−∞

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

+∞∫︁
𝑀𝑒(𝑋)

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,5.
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Квантили

Определение

Рассмотрим число 𝛼 такое, что 0 < 𝛼 < 1. Число 𝑥𝛼 называют 𝛼-квантилью
случайной величины 𝑋, если 𝑃 (𝑋 < 𝑥𝛼) 6 𝛼 и 𝑃 (𝑋 > 𝑥𝛼) 6 1 − 𝛼.

Если 𝑋 — непрерывная случайная величина, то 𝑥𝛼 — это решение уравнения
𝐹 (𝑥𝛼) = 𝛼, которое всегда имеет решение.
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Начальные моменты 𝑘-го порядка

Определение

Пусть 𝑋 — случайная величина. Начальным моментом 𝑘-го порядка 𝑋
называется число

𝜈𝑘 = 𝑀
(︁
𝑋𝑘
)︁
.

Дискретный случай

𝜈𝑘 =
∑︁
𝑖

𝑥𝑘𝑖 𝑝𝑖

Непрерывный случай

𝜈𝑘 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝜈0 = 1 𝜈1 = 𝑀(𝑋)



Центральные моменты 𝑘-го порядка

Определение

Пусть 𝑋 — случайная величина. Центральным моментом 𝑘-го порядка 𝑋
называется число

𝜇𝑘 = 𝑀 (𝑋 −𝑀(𝑋))𝑘 .

Дискретный случай

𝜇𝑘 =
∑︁
𝑖

(𝑥𝑖 −𝑀(𝑋))𝑘𝑝𝑖.

Непрерывный случай

𝜇𝑘 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−𝑀(𝑋))𝑘𝑓(𝑥) 𝑑𝑥.

𝜇0 = 1 𝜇1 = 0 𝜇2 = 𝐷(𝑋)



Соотношения для моментов 𝑘-го порядка

𝜇2 = 𝜈2 − 𝜈21

𝜇3 = 𝜈3 − 3𝜈1𝜈2 + 2𝜈31

𝜇4 = 𝜈4 − 4𝜈1𝜈3 + 6𝜈21𝜈2 − 3𝜈41



Асимметрия

Определение

Пусть 𝑋 — случайная величина, имеющая начальные и центральные моменты до
3-го порядка включительно, и 𝜎 = 𝜎(𝑋). Коэффициентом асимметрии 𝑋
называется число

𝛾1 =
𝜇3

𝜎3
.

M(X)=M (X)0

M(X)<M (X)0 M(X)>M (X)0

M (X)0 M (X)0M(X) M(X)0 x

f(x)

0 x

f(x)

0 x

f(x)



Эксцесс

Определение

Пусть 𝑋 — случайная величина, имеющая начальные и центральные моменты до
4-го порядка включительно, и 𝜎 = 𝜎(𝑋). Коэффициентом эксцесса 𝑋 называется
число

𝛾2 =
𝜇4

𝜎4
− 3.
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