Теорема о цикличности конечной подгруппы мультипликативной группы поля
Теорема. Конечная подгруппа мультипликативной группы поля циклическая.

Доказательство. Пусть G – конечная подгруппа мультипликативной группы поля F. Предположим, что G не является циклической и выберем в ней элемент a наибольшего порядка. Обозначим порядок элемента a через n. Поскольку an = 1, это означает, что a является корнем многочлена xn – 1. Однако элементы a2, …, an–1, an = 1 тоже являются корнями этого многочлена. Поскольку многочлен не может иметь более чем корней, любой элемент, дающий 1 при возведении в степень n, совпадает с некоторой степенью элемента a, т.е. принадлежит подгруппе <a>.
Выберем теперь элемент b из G \ <a> наименьшего порядка. Порядок элемента b обозначим k. Из сказанного выше следует, что k не делит n. Рассмотрим несколько случаев для k.
1) k имеет два различных простых множителя p и q. Тогда bp и bq – элементы, порядки которых равны k / p и k / q соответственно, поэтому ввиду выбора b, они принадлежат подгруппе <a>, т.е. bp = ai и bq = aj для некоторых i и j. В силу взаимной простоты p и q найдутся такие целые u и v, для которых up + vq = 1. Тогда b = bup + vq = (bp)u (bq)v = (ai)u (aj)v ( <a>, что противоречит выбору b.
2) k = ps, где p – простое, а s > 1. Тогда bp ( <a> в силу выбора b и потому (bp)n = 1. Это означает, что k | pn. Поскольку k не делит n, n = ps – 1 u, причём p уже не делит u.
Рассмотрим элемент a–1b. Он, конечно, содержится в G, но не принадлежит ни <a>, ни <b>, а значит, его порядок m удовлетворяет неравенствам k < m < n. Из 
(a–1b)m = 1 имеем bm = am.
Пусть d = НОД(k, m). Тогда d = pt, а m = pt v,и p не делит v. Заметим, что t < s, ибо в противном случае bm = 1, а тогда am = 1, т.е. m | n, а это невозможно при m < n. Значит, d | n. Далее, 1 = 
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. Следовательно, k | vn. Но p не делит v, так что k | n – противоречие.
3) k = p, где p – простое. Снова рассмотрим элемент a–1b. Его порядок m удовлетворяет неравенствам k < m < n. Из (a–1b)m = 1 имеем bm = am. Следовательно, p не делит m. Значит, найдутся такие целые u и v, для которых up + vm = 1. Поэтому b = bup + vm = (bp)u (bq)m = (am)v ( <a>, что противоречит выбору b.
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