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Ââåäåíèå

1. Îáñóæäåíèå ïðîáëåìàòèêè

Òåîðèÿ ìíîãîîáðàçèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ

íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé îáùåé àëãåáðû, êîòîðîå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íà

ïðîòÿæåíèè óæå áîëåå ÷åì 50 ëåò. Ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿùåí ðÿä ìîíîãðà-

�èé, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîãîîáðàçèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð

(ñì., íàïðèìåð, [28,54℄), òàê è ìíîãîîáðàçèÿ òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ òèïîâ

àëãåáð � ãðóïï [24℄, àëãåáð Ëè [2℄, ðåøåòîê [49℄ è äð. Çíà÷èòåëüíîå âíè-

ìàíèå ïðè ýòîì óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï. Â ýòîé îáëà-

ñòè ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ãëóáîêèõ è ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, îáñóæäåíèþ êîòî-

ðûõ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä îáçîðíûõ ñòàòåé � ñì.,

íàïðèìåð, [1, 3, 34, 35, 37, 40, 51, 64, 73, 80℄. Â îáçîðå [35℄ óêàçàíû ÷åòûðå îñ-

íîâíûõ íàïðàâëåíèÿ òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï: òîæäåñòâà, ñòðîåíèå

ïîëóãðóïï â ìíîãîîáðàçèÿõ, îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûå ïîëóãðóïïû è ðåøåò-

êè ìíîãîîáðàçèé. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ïîêàçàëî, ÷òî

ýòîò ñïèñîê íàäî äîïîëíèòü ïÿòûì íàïðàâëåíèåì: àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåê-

òû òåîðèè ìíîãîîáðàçèé (âïðî÷åì, ýòà îáëàñòü, òàêæå óïîìÿíóòà â [35℄, êàê

¾óæå çàñëóæèâàþùàÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáçîðà¿). Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ

îòíîñèòñÿ ê ÷åòâåðòîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé � èçó÷åíèþ ðåøå-

òîê ìíîãîîáðàçèé. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì íàïðàâëåíèè áîëåå ïîäðîáíî.

Èçó÷åíèå ðåøåòîê ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ïîëîâè-

íû 1960-õ ãîäîâ, õîòÿ îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîÿâëÿëèñü è äî ýòîãî. Ñòîèò

îòìåòèòü, ÷òî îäèí èç ïåðâûõ, åñëè íå ñàìûé ïåðâûé, çàñëóæèâàþùèé öèòè-

ðîâàíèÿ ðåçóëüòàò î ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï îòíîñèòñÿ èìåííî ê ðåøåòî÷-

íîé òåìàòèêå. Ìû èìååì â âèäó îïèñàíèå àòîìîâ ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé

ïîëóãðóïï, ïîëó÷åííîå Êàëèöêè è Ñêîòòîì åùå â 1955 ã. [50℄. Ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè ýòîé òåìàòèêå ïîñâÿùåíî áîëåå 250 ðàáîò. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè, ïðèâåäåíû â îáçîðàõ [1, 40℄. Áî-

ëåå áëèçêèé ê ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ èññëåäîâàíèé îáçîð ñîäåðæèòñÿ â

ðàáîòå [34℄.

Â òåîðèè ïîëóãðóïï íåìàëîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ òàê íàçûâàå-

ìûõ óíàðíûõ ïîëóãðóïï, ò. å. ïîëóãðóïï ñ äîïîëíèòåëüíîé óíàðíîé îïåðàöè-

åé. Îòìåòèì, ÷òî ïîëóãðóïïàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû, êîòîðûå åñòå-

ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â óíàðíîé ñèãíàòóðå. Ìíîãîîáðàçèÿì ãðóïï ïîñâÿùå-

íà ïåðâàÿ â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå ìîíîãðà�èÿ ïî òåîðèè ìíîãîîáðàçèé àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ñèñòåì [24℄. Âàæíûìè ïðèìåðàìè óíàðíûõ ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ

èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû ñ îïåðàöèåé âçÿòèÿ èíâåðñíîãî ýëåìåíòà è âïîëíå

ðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû (îáúåäèíåíèÿ ãðóïï) ñ îïåðàöèåé âçÿòèÿ îáðàòíî-

ãî ýëåìåíòà â ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåé äàííûé ýëåìåíò. Êëàñ-

ñû âñåõ èíâåðñíûõ è âñåõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï â ñîîòâåòñòâóþùåé

ñèãíàòóðå ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè, âêëþ÷àþùèìè â ñåáÿ â êà÷åñòâå ïîä-
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ìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèå âñåõ ãðóïï. Èçó÷åíèþ èíâåðñíûõ è âïîëíå ðå-

ãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò, âêëþ÷àÿ ìîíîãðà�èè [60℄

è [62℄. Çàìåòíîå âíèìàíèå â ýòèõ ìîíîãðà�èÿõ óäåëåíî ìíîãîîáðàçèÿì è, â

òîì ÷èñëå, ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé.

Åùå îäíèì âàæíûì ñ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè çðåíèÿ êëàññîì ïîëóãðóïï

ÿâëÿþòñÿ ýïèãðóïïû. Ýïèãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà S, â êîòîðîé íåêî-
òîðàÿ ñòåïåíü êàæäîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ýëåìåíòîì, ò. å. ëåæèò

â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå â S. Âïåðâûå ýïèãðóïïû ïîÿâèëèñü â ëèòåðàòóðå â

ðàáîòå [55℄ ïîä íàçâàíèåì ïñåâäîèíâåðòèðóåìûå ïîëóãðóïïû (â îðèãèíàëå �

pseudo-invertible semigroups). Â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ íà ðóññêîì ÿçûêå, ïî-

ñâÿùåííûõ ýòîé òåìàòèêå, îíè íàçûâàëèñü êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ïîëóãðóï-

ïàìè, â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçîâàëèñü òåðìèíû quasi-ompletely

regular semigroups, group-bound semigroups è äð. Â êîíöå 1980-õ � íà÷àëå

1990-õ ãîäîâ Ë.Í.Øåâðèí ïðåäëîæèë è íà÷àë ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü

òåðìèí ¾ýïèãðóïïà¿ (ñì. [32, 36, 37℄), êîòîðûé ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ÿâëÿ-

åòñÿ îáùåïðèíÿòûì.

Êëàññ ýïèãðóïï âåñüìà øèðîê. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âïîëíå ðåãóëÿð-

íûå, âñå ïåðèîäè÷åñêèå (â ÷àñòíîñòè, âñå êîíå÷íûå) è âñå âïîëíå 0-ïðîñòûå

ïîëóãðóïïû. Â ñàìîì äåëå, â ëþáîé âïîëíå ðåãóëÿðíîé ïîëóãðóïïå êàæäûé

ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì, â ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîëóãðóïïå íåêîòîðàÿ

ñòåïåíü êàæäîãî ýëåìåíòà ëåæèò â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå, à äëÿ

âïîëíå 0-ïðîñòûõ ïîëóãðóïï óêàçàííûé �àêò õîðîøî èçâåñòåí � ñì., íàïðè-

ìåð, [23, òåîðåìà 2.55℄.

Ýïèãðóïïû åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê óíàðíûå ïîëóãðóïïû. Äîïîë-

íèòåëüíàÿ óíàðíàÿ îïåðàöèÿ â íèõ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü S �

ýïèãðóïïà. Åñëè e � èäåìïîòåíò èç S, òî ÷åðåç Ge îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà â S, äëÿ êîòîðîé e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé, à ÷åðåç Ke � ìíîæåñòâî

âñåõ ýëåìåíòîâ èç S, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Ge. Ïî îïðå-

äåëåíèþ ýïèãðóïïû, äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ S ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò xω

òàêîé, ÷òî x ∈ Kxω
. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33,67℄), ÷òî èäåìïîòåíò

xω
îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è xxω = xωx ∈ Gxω

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ýëåìåíò,

îáðàòíûé ê xxω
â ãðóïïå Gxω

. Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïñåâäîîáðàòíûì

ê x. Âñþäó â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýïèãðóïïàõ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

èõ êàê àëãåáðû â ñèãíàòóðå, ñîñòîÿùåé èç îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ïñåâäîîá-

ðàùåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèòü î ìíîãîîáðàçèÿõ ýïèãðóïï

êàê àëãåáð â óêàçàííîé ñèãíàòóðå. Î÷åâèäíî, ÷òî âî âïîëíå ðåãóëÿðíîé ïî-

ëóãðóïïå îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé âûøå óíàðíîé

îïåðàöèåé, îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìîé íà âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïïàõ. Òà-

êèì îáðàçîì, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï (â óíàðíîé

ñèãíàòóðå) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ýïèãðóïï.

Âñÿêîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï òàêæå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Â ñàìîì äåëå, â ïåðèîäè÷åñêîì ìíîãîîá-

ðàçèè ïîëóãðóïï âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî xn = xn+d
äëÿ íåêîòîðûõ n è d.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç óìíîæåíèå, à èìåííî, x = x(n+1)d−1
. Îáðàòíî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêèé

êëàññ ýïèãðóïï, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëóãðóïïîâûì ìíîãîîáðàçèåì, íå ñîäåðæèò

ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Êëàññ âñåõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî âêëþ-

÷åíèÿ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç EPI. Îòìåòèì, ÷òî, êàê õîðîøî èçâåñò-

íî, êëàññ âñåõ ýïèãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òàê êàê îí íå çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé (ñì., íàïðèìåð, [33, 67℄).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî EPI � ðåøåòêà áåç åäèíèöû. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ýòà

ðåøåòêà ñîäåðæèò â ñåáå â êà÷åñòâå ïîäðåøåòîê ðåøåòêó âñåõ ìíîãîîáðàçèé

âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï è ðåøåòêó âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

ïîëóãðóïï.

Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ýïèãðóïï â ðóñëå òåîðèè ìíîãîîáðàçèé âïåðâûå áûëà

âûñêàçàíà Ë.Í.Øåâðèíûì â ñòàòüå [33℄. Â ýòîé ðàáîòå, à òàêæå â îáçîðå [67℄,

óêàçàíû âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï, îäíèì

èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ðåøåòêè EPI. Äî íåäàâíèõ ïîð ýòà ðå-

øåòêà áûëà èçó÷åíà äîâîëüíî ñëàáî. Ïîìèìî ðàáîòû [33℄, â êîòîðîé áûëè

óêàçàíû íåêîòîðûå ñàìûå ïåðâîíà÷àëüíûå �àêòû, çäåñü ìîæíî îòìåòèòü

ëèøü ñòàòüè [58, 59, 78℄. Â ïåðâûõ äâóõ èç íèõ èçó÷àëèñü íåêîòîðûå êîíãðó-

ýíöèè íà ðåøåòêå EPI, à â òðåòüåé ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ ïîêðûòèÿ â ðåøåòêå EPI è íåêîòîðûõ åå ïîäðåøåòêàõ. Áîëåå ïî-

äðîáíî ñîäåðæàíèå óïîìÿíóòûõ ðàáîò èçëîæåíî â ïï. 2.2 è 3.1 îáçîðà [34℄.

Ñîâñåì íåäàâíî ïîÿâèëñÿ ïðåïðèíò [43℄, â êîòîðîì ïîñòðîåíà ñ÷åòíàÿ ñåðèÿ

èíúåêòèâíûõ ýíäîìîð�èçìîâ ðåøåòêè EPI (ðàíåå íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ

òàêîãî ðîäà èçâåñòíî íå áûëî). Âñå ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, îäíàêî, íîñÿò

ðàçðîçíåííûé è �ðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð. Ñèñòåìàòè÷åñêè ðåøåòêà EPI äî

íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èññëåäîâàëàñü, è äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåð-

âîé ïîïûòêîé òàêîãî èññëåäîâàíèÿ.

2. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäøåñòâîâàâøèõ

äèññåðòàöèè, è íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèé

Ïîñêîëüêó, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï èçó÷åíà

äîâîëüíî ñëàáî, ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè åñòåñòâåííî îïèðàòü-

ñÿ íà îïûò èçó÷åíèÿ ðåøåòîê ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

SEM ðåøåòêó âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï. Â [34℄ âûäåëåíû òðè îñíîâ-

íûõ íàïðàâëåíèÿ èçó÷åíèÿ ðåøåòêè SEM: èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ ýòîé

ðåøåòêè è åå âàæíûõ ïîäðåøåòîê; õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííû-

ìè ñâîéñòâàìè ðåøåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé; ðàññìîòðåíèå îñîáûõ â òîì èëè

èíîì ñìûñëå ýëåìåíòîâ ðåøåòêè. Â äàííîé äèññåðòàöèè, ïðèìåíèòåëüíî ê
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ìíîãîîáðàçèÿì ýïèãðóïï, â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ âòîðîå è òðåòüå èç

ýòèõ íàïðàâëåíèé, à â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

ïîëó÷åíà èí�îðìàöèÿ, îòíîñÿùàÿñÿ ê ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ.

Ïðè èçó÷åíèè ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè ðåøåòêè ïîäìíî-

ãîîáðàçèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ðåøåòî÷íûå óñëîâèÿ. Èõ êëàñ-

ñè�èêàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â ãë. III îáçîðà [34℄: óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè, òîæäåñòâà

è ðîäñòâåííûå óñëîâèÿ, à òàêæå ðÿä áîëåå ìåëêèõ è ìåíåå çíà÷èìûõ ãðóïï

óñëîâèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì óñëîâèÿ, ñâÿçàííûå ñ òîæäåñòâàìè. Äëÿ ìíî-

ãîîáðàçèé ïîëóãðóïï îíè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ÷àñòíîñòè, èì

ïîñâÿùåíû äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè Ì.Â.Âîëêîâà [19℄ è Á.Ì.Âåðíèêîâà [6℄.

Ïîäðîáíîìó îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿùåí � 11

îáçîðà [34℄.

Îáñóäèì áîëåå äåòàëüíî ïîñòàíîâêè çàäà÷ è íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå äî-

ñòèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Åùå íà ñàìîì ðàííåì ýòàïå èññëåäîâà-

íèÿ ðåøåòêè SEM, â 1969 ãîäó, â ðàáîòàõ Åæåêà [45℄ è Øâàáàóýðà [63℄ áûëè

ïðèâåäåíû ïåðâûå ÿâíûå ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ íåìîäóëÿðíîé

ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Ýòî ñäåëàëî àêòóàëüíîé çàäà÷ó îïèñàíèÿ ìíî-

ãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé, êîòîðàÿ è

áûëà â ÿâíîì âèäå ñ�îðìóëèðîâàíà â 1971 ã. â îáçîðå Ýâàíñà [40℄. Ïðèìåðíî

â òî æå âðåìÿ Ë.Í.Øåâðèí ïîñòàâèë íå ìåíåå åñòåñòâåííóþ çàäà÷ó îïèñà-

íèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé,

êîòîðàÿ â 1979 ã. áûëà âïèñàíà èì â ¾Ñâåðäëîâñêóþ òåòðàäü¿ [26, çàäà÷à

2.60à℄.

Ïðîáëåìà Ýâàíñà ïðèâëåêëà âíèìàíèå öåëîãî ðÿäà àâòîðîâ, à åå ðåøåíèå

çàíÿëî îêîëî 20 ëåò. Âàæíîé âåõîé íà ýòîì ïóòè ñòàëà îïóáëèêîâàííàÿ â

1981 ã. ðàáîòà Ì.Â.Ñàïèðà è Å.Â.Ñóõàíîâà [25℄, â êîòîðîé áûëî íàéäåíî ïåð-

âîå íåòðèâèàëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé: áûëî ïî-

êàçàíî, ÷òî âñÿêîå òàêîå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç ïîëóðåøåòîê àðõèìåäîâûõ

ïîëóãðóïï (ïîçäíåå â [33℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî àíàëîãè÷íûé �àêò ñïðàâåäëèâ

è äëÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï). Îäíèì èç íàèáîëåå ÿðêèõ äîñòèæåíèé, ïîëó-

÷åííûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ýâàíñà, ñòàë ðåçóëüòàò î ìîäóëÿðíîñòè

è, áîëåå òîãî, äåçàðãîâîñòè ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé âïîëíå ðåãóëÿðíûõ

ïîëóãðóïï, ïîëó÷åííûé òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè Ïàñòåéíîì [56, 57℄ è

Ïåòðè÷åì è �àéëè [61℄. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò, âíîñÿ ñóùåñòâåííûé

âêëàä â ðåøåíèå ïðîáëåìû Ýâàíñà, âûõîäèò çà åå ðàìêè, òàê êàê ðå÷ü â íåì

èäåò î ìíîãîîáðàçèÿõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï â óíàðíîé ñèãíàòóðå.

Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî êàê óòâåðæäåíèå î äåçàðãîâîñòè íåêîòîðî-

ãî çíà÷èìîãî �ðàãìåíòà ðåøåòêè EPI. Â ïîëíîì îáúåìå ïðîáëåìà Ýâàíñà

áûëà ðåøåíà Ì.Â.Âîëêîâûì â 1992 ã. [18℄. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà

ïî ìîäóëþ íèëü-ñëó÷àÿ îïóáëèêîâàíî â [15�17, 82℄. Ïåðâîíà÷àëüíîå (âåñüìà

ãðîìîçäêîå) äîêàçàòåëüñòâî â íèëü-ñëó÷àå áûëî îáíàðîäîâàíî òîëüêî â äèñ-

ñåðòàöèè [19℄. Âïîñëåäñòâèè îíî áûëî óñîâåðøåíñòâîâàíî Á.Ì.Âåðíèêîâûì
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è Ì.Â.Âîëêîâûì íà îñíîâå òåõíèêè, ðàçâèòîé èìè â [11, 12, 69℄, è îïóáëèêî-

âàíî (íàðÿäó ñ íåêîòîðûìè äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî

íèæå) â öèêëå ñòàòåé [5, 13, 20℄.

Ïàðàëëåëüíî ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ýâàíñà, Ì.Â.Âîëêîâ çíà÷èòåëüíî ïðî-

äâèíóëñÿ è â ðåøåíèè ïðîáëåìû Øåâðèíà îá îïèñàíèè ìíîãîîáðàçèé ïîëó-

ãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé

ïðîáëåìû äîëæíî áûëî áû âêëþ÷àòü â ñåáÿ êëàññè�èêàöèþ ìíîãîîáðàçèé

ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî

ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíîé. Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ÷òî

ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ òðåõýëåìåíò-

íîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé [52℄. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ ðåøèòü

ïðîáëåìó Øåâðèíà ïî ìîäóëþ ãðóïï. Ì.Â.Âîëêîâó óäàëîñü ýòî ñäåëàòü â

î÷åíü øèðîêîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, à èìåííî, äëÿ ìíîãîîáðàçèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ

ìíîãîîáðàçèÿìè ïîëóãðóïï ñ âïîëíå ðåãóëÿðíûì êâàäðàòîì, ò. å. ìíîãîîáðà-

çèÿìè, â êîòîðûõ êâàäðàò âñÿêîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíîé

ïîëóãðóïïîé [15�17,77℄.

Ïîìèìî óñëîâèé ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè, åñòåñòâåííûì êàæåò-

ñÿ è èçó÷åíèå ðÿäà ðîäñòâåííûõ èì îãðàíè÷åíèé íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîá-

ðàçèé, òàêèõ, êàê äåçàðãîâîñòü, ïîëóìîäóëÿðíîñòü ââåðõ èëè âíèç, ñëàáàÿ

ïîëóìîäóëÿðíîñòü ââåðõ èëè âíèç. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåòêà 〈L;∨,∧〉 íàçû-
âàåòñÿ [ñëàáî℄ ïîëóìîäóëÿðíîé ââåðõ, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ L èç òîãî, ÷òî

x ïîêðûâàåò x ∧ y [x è y ïîêðûâàþò x ∧ y℄ âûòåêàåò, ÷òî x ∨ y ïîêðûâàåò

y. Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ [ñëàáî℄ ïîëóìîäóëÿðíûå âíèç ðåøåòêè. Ïîëó-

ìîäóëÿðíûå ðåøåòêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñòðóêòóðíîé òåîðèè ðåøåòîê è

åå ïðèëîæåíèÿõ. Èì óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â ìîíîãðà�èÿõ [39℄

è [41℄, à ìîíîãðà�èÿ [68℄ öåëèêîì ïîñâÿùåíà ýòîìó êëàññó ðåøåòîê. ×òî êà-

ñàåòñÿ òîæäåñòâà äåçàðãîâîñòè, òî ïî ñâîåé çíà÷èìîñòè â ñòðóêòóðíîé òåîðèè

ðåøåòîê îíî ñòîèò â îäíîì ðÿäó ñ äèñòðèáóòèâíîñòüþ è ìîäóëÿðíîñòüþ (ñì.,

íàïðèìåð, [41, 49℄). Îòìåòèì åùå, ÷òî âñÿêàÿ äåçàðãîâà ðåøåòêà ìîäóëÿðíà,

âñÿêàÿ ìîäóëÿðíàÿ ðåøåòêà ïîëóìîäóëÿðíà (êàê ââåðõ, òàê è âíèç), à âñÿêàÿ

ïîëóìîäóëÿðíàÿ ââåðõ [âíèç℄ ðåøåòêà ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ [âíèç℄.

Â óæå óïîìèíàâøåìñÿ öèêëå ñòàòåé [5,13,20℄ Á.Ì.Âåðíèêîâ è Ì.Â.Âîëêîâ

ïîëíîñòüþ îïèñàëè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êî-

òîðûõ äåçàðãîâà, ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ, ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ, ïîëóìî-

äóëÿðíà âíèç èëè ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà âíèç. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçà-

íî, ÷òî ïåðâûå òðè èç ýòèõ ïÿòè îãðàíè÷åíèé íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé

ýêâèâàëåíòíû ìîäóëÿðíîñòè, à äâà ïîñëåäíèõ ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé,

íî íå ýêâèâàëåíòíû ìîäóëÿðíîñòè.

Ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñî âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå îãðàíè÷åíèÿìè

íà ðåøåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé îêàçàëèñü ïåðèîäè÷åñêèìè. Â ñèëó ñêàçàííî-

ãî âûøå, ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðåçóëüòàòû î ìíîãîîáðà-

çèÿõ ïåðèîäè÷åñêèõ ýïèãðóïï. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ðàññìîòðåòü àíàëî-

ãè÷íûå çàäà÷è äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî
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öåíòðàëüíàÿ â ýòîé îáëàñòè çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñ ìî-

äóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé îáñóæäàëàñü Ë.Í.Øåâðèíûì â [33℄ è â

ÿâíîì âèäå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà èì â [34℄ è [67℄.

Ïåðâûì èç äâóõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó-

÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ äèñòðè-

áóòèâíà, ìîäóëÿðíà, äåçàðãîâà, ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, ñëàáî ïîëó-

ìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû àíàëîãè âñåõ ïåðå-

÷èñëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ î ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï. Ýòè ðåçóëüòàòû

ïîçâîëÿþò óêàçàòü, îáðàçíî ãîâîðÿ, çîíû ¾ãëîáàëüíîé¿ ìîäóëÿðíîñòè è äèñ-

òðèáóòèâíîñòè â ðåøåòêå EPI. Ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì øàãîì â èçó÷åíèè

�åíîìåíîâ ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè â ýòîé ðåøåòêå ìîæíî ñ÷èòàòü

ðàññìîòðåíèå ìíîãîîáðàçèé, îáåñïå÷èâàþùèõ, òàê ñêàçàòü, ¾ëîêàëüíóþ¿ ìî-

äóëÿðíîñòü èëè äèñòðèáóòèâíîñòü â ñâîåì îêðóæåíèè. �îâîðÿ ýòî, ìû èìå-

åì â âèäó èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðåøåòêè EPI,

îïðåäåëåíèå êîòîðûõ òàê èëè èíà÷å îïèðàåòñÿ íà òîæäåñòâà ìîäóëÿðíîñòè

è äèñòðèáóòèâíîñòè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ âîñüìè òèïîâ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ, íàèáîëåå

÷àñòî âîçíèêàþùèõ â òåîðèè ðåøåòîê. Âñå ýòè ïîíÿòèÿ ââîäÿòñÿ ïî îäíîé è

òîé æå ñõåìå, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. �àññìîòðèì òðè ýêâèâàëåíòíûõ

�îðìû òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè è êâàçèòîæäåñòâî ìîäóëÿðíîñòè:

(∀x, y, z)
(
x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

)
,

(∀x, y, z)
(
x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

)
,

(∀x, y, z)
(
(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x)

)
,

(∀x, y, z)
(
y ≤ z −→ (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ y

)
.

Â êàæäîé èç ýòèõ ÷åòûðåõ �îðìóë ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà â ðåøåòî÷íîé

ñèãíàòóðå âûâåäåì èç-ïîä êâàíòîðà âñåîáùíîñòè è îáúÿâèì ñâîáîäíîé îä-

íó ïåðåìåííóþ. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííóþ �îðìóëó âìåñòî ñâîáîäíîé ïåðå-

ìåííîé ýëåìåíòû ðåøåòêè, ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò

áûòü êàê èñòèííûìè, òàê è ëîæíûìè. Âñå òå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ ýòè

ïðåäëîæåíèÿ èñòèííû, è áóäóò ñïåöèàëüíûìè ýëåìåíòàìè òîãî èëè èíîãî

òèïà. Íà ýòîì ïóòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå âîñåìü òèïîâ ýëåìåíòîâ.

Ýëåìåíò x ðåøåòêè 〈L;∨,∧〉 íàçûâàåòñÿ

äèñòðèáóòèâíûì, åñëè (∀y, z ∈ L)
(
x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

)
,

ñòàíäàðòíûì, åñëè (∀y, z ∈ L)
(
y ∧ (x ∨ z) = (y ∧ x) ∨ (y ∧ z)

)
,

íåéòðàëüíûì, åñëè (∀y, z ∈ L)
(
(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) =

(x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x)
)
,

ìîäóëÿðíûì, åñëè (∀y, z ∈ L)
(
y ≤ z → (x ∨ y) ∧ z = y ∨ (x ∧ z)

)
,

íèæíåìîäóëÿðíûì, åñëè (∀y, z ∈ L)
(
x ≤ y → (x ∨ z) ∧ y = x ∨ (z ∧ y)

)
.
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Êîäèñòðèáóòèâíûå, êîñòàíäàðòíûå è âåðõíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû îïðåäå-

ëÿþòñÿ äâîéñòâåííî ê äèñòðèáóòèâíûì, ñòàíäàðòíûì è íèæíåìîäóëÿðíûì

ñîîòâåòñòâåííî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê ýëåìåíò,

êîòîðûé âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè ðåøåòêè ïîðîæäàåò åå äèñòðè-

áóòèâíóþ ïîäðåøåòêó (ñì. [41, òåîðåìà 254℄). Îòìåòèì, ÷òî â [68℄ ìîäóëÿðíûå

è âåðõíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâîìîäóëÿðíû-

ìè è ïðàâîìîäóëÿðíûìè. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé, ñëîæèâ-

øåéñÿ â ðàáîòàõ ïî ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï.

Çíàíèå òîãî, êàê óñòðîåíû ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè, äàåò ñóùå-

ñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î ñòðîåíèè ýòîé ðåøåòêè â öåëîì. Òàê, åñëè ýëåìåíò

x ðåøåòêè L íåéòðàëåí, òî L ðàçëîæèìà â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ

èíòåðâàëîâ (x] = {y ∈ L | y ≤ x} è [x) = {y ∈ L | x ≤ y} (ñì., íà-

ïðèìåð, [41, òåîðåìà 254℄). Äèñòðèáóòèâíûå è êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû

ñâÿçàíû ñ ãîìîìîð�èçìàìè ðåøåòêè íà ñâîè èíòåðâàëû: î÷åâèäíî, ÷òî åñ-

ëè x äèñòðèáóòèâåí â L, òî îòîáðàæåíèå ϕ : L → [x), çàäàííîå ïðàâèëîì

ϕ(a) = a ∨ x, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì; äëÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ

âåðíî äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå. Îáøèðíóþ èí�îðìàöèþ î ñïåöèàëüíûõ

ýëåìåíòàõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïîêàçûâàþùèõ åñòåñòâåííîñòü è âàæíîñòü èõ

èçó÷åíèÿ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [41, ðàçäåë III.2℄ èëè â [68, ðàçäåëû 2.1

è 2.2℄.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, îáðàçóåìîå

êëàññàìè îïðåäåëåííûõ âûøå òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ.

Ïî÷òè âñå ñâÿçè ìåæäó ýòèìè êëàññàìè, óêàçàííûå íà ðèñ. 1, î÷åâèäíû.

Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òîò �àêò, ÷òî âñÿêèé [êî℄ñòàíäàðòíûé

ýëåìåíò [êî℄äèñòðèáóòèâåí. Íî ýòîò �àêò õîðîøî èçâåñòåí (ñì., íàïðè-

ìåð, [41, òåîðåìà 255℄).

s

s s

s s s

ss

íåéòðàëüíûå

ñòàíäàðòíûå êîñòàíäàðòíûå

äèñòðèáóòèâíûå êîäèñòðèáóòèâíûå

ìîäóëÿðíûå

íèæíåìîäóëÿðíûå âåðõíåìîäóëÿðíûå

�èñ. 1: ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû â àáñòðàêòíûõ ðåøåòêàõ

Ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòàì â ðåøåòêàõ ìíî-

ãîîáðàçèé óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, îïóáëèêîâàííàÿ â

1981 ã. ñòàòüÿ Åæåêà [47℄, â êîòîðîé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû Ω îõàðàê-

òåðèçîâàíû ìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé (òî÷íåå, âñåõ
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ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé) Ω-àëãåáð. Õîòÿ íàïðÿìóþ ýòîò ðåçóëüòàò ê ìíî-

ãîîáðàçèÿì ïîëóãðóïï íåïðèìåíèì, íåêîòîðûå èäåè èç åãî äîêàçàòåëüñòâà

áûëè â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå [70℄ ïðè èçó÷åíèè ìîäóëÿðíûõ

ýëåìåíòîâ ðåøåòêè SEM. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïåöèàëüíûì

ýëåìåíòàì â SEM áûëè ïîëó÷åíû â êîíöå 1980-õ � íà÷àëå 1990-õ ãîäîâ â

ðàáîòàõ [10, 48℄, â êîòîðûõ îíè íîñèëè âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð

1

.

Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 2000-õ ãîäîâ, èññëåäîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ â SEM ïðèîáðåòàåò ñèñòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð. Çà ýòî âðåìÿ îïóáëè-

êîâàíî áîëåå 10 ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáñóæäàåìîé òåìàòèêå � ñì., íàïðè-

ìåð, [8,9,14,30,65,66,70,71,81℄, à òàêæå äèññåðòàöèþ Â.Þ.Øàïðûíñêîãî [31℄.

Ïîäðîáíîìó îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿùåí íåäàâ-

íèé îáçîð [73℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëíîñòüþ îïèñàíû íåéòðàëüíûå, ñòàíäàðò-

íûå, êîñòàíäàðòíûå, äèñòðèáóòèâíûå è íèæíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû ðåøåò-

êè SEM, à äëÿ åå ìîäóëÿðíûõ, âåðõíåìîäóëÿðíûõ è êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëå-

ìåíòîâ ïîëó÷åíû ñèëüíûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è îïèñàíèÿ â ðÿäå îáøèð-

íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû îïèñàíû â êëàñ-

ñå êîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé, à âåðõíåìîäóëÿðíûå è êîäèñòðèáóòèâíûå

ýëåìåíòû � â áîëåå îáøèðíîì êëàññå ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìíîãîîáðàçèé

(îïðåäåëåíèå òàêèõ ìíîãîîáðàçèé áóäåò äàíî â ï. 3 ââåäåíèÿ ïåðåä �îðìóëè-

ðîâêîé òåîðåìû 6). Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñòàíäàðòíîñòü ýëå-

ìåíòà â ðåøåòêå SEM ýêâèâàëåíòíà åãî äèñòðèáóòèâíîñòè, êîñòàíäàðòíîñòü

ýêâèâàëåíòíà íåéòðàëüíîñòè, à íèæíÿÿ ìîäóëÿðíîñòü âëå÷åò ìîäóëÿðíîñòü.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïåðåíîñà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ìíîãîîáðàçèÿ

ýïèãðóïï.

Âòîðûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå

ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè EPI.

Äîãîâîðèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï, ÿâëÿþùè-

åñÿ íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêè EPI, íåéòðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿ-

ìè, à ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, ÿâëÿþùèåñÿ íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè ðå-

øåòêè SEM, � íåéòðàëüíûìè â SEM ìíîãîîáðàçèÿìè. Àíàëîãè÷íûå ñî-

ãëàøåíèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü è ïî îòíîøåíèþ êî âñåì îñòàëüíûì òèïàì ñïå-

öèàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîå îïèñàíèå íåéòðàëüíûõ ìíîãîîá-

ðàçèé è íåêîòîðàÿ ñóùåñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ î ìîäóëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

ýïèãðóïï (ñèëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå è îïèñàíèå â êîììóòàòèâíîì ñëó-

÷àå) áûëè ïîëó÷åíû Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì. Ýòè ðåçóëüòàòû

äîêàçàíû â ðàáîòå [86℄ (ñì. òàêæå ïðåäëîæåíèÿ 1.5�1.7 â ï. 1.8 íèæå). Â

äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ øåñòü îñòàëüíûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ â ðåøåòêå

EPI.

Ïåðåéäåì ê îáçîðó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

1

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [48℄ â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ðåøåòêà SEM,

à äâîéñòâåííàÿ ê íåé ðåøåòêà ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé ïîëóãðóïï. Çäåñü è íèæå, ãîâîðÿ

î ðàáîòå [48℄, ìû ¾ïåðåâîäèì¿ åå ðåçóëüòàòû ñ ÿçûêà ýêâàöèîíàëüíûõ òåîðèé íà ÿçûê

ìíîãîîáðàçèé.
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3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ñåìü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Äâà èç íèõ (òåîðåìû 1 è

2) îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ, à ïÿòü (òåîðåìû 3�7) �� êî âòîðîìó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñîäåðæàíèå òåîðåì 1 è 2, íàì ïîíà-

äîáÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîá-

ðàçèå ïîëóãðóïï íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè n, åñëè âñå åãî íèëü-

ïîëóãðóïïû íèëüïîòåíòíû ñòóïåíè ≤ n, ïðè÷åì n � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ

òàêèì ñâîéñòâîì. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ ñòóïåíè 1 � ýòî â òî÷íîñòè

âïîëíå ðåãóëÿðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëó-

ãðóïï èìååò ñòóïåíü > n, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè ≤ n.
Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï èìååò ñòóïåíü > 2 òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó 3-ñòóïåííî íèëüïîòåíòíóþ

ïîëóãðóïïó. Ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñòóïåíè n è ñòóïåíè > n îïðåäåëÿþòñÿ

òî÷íî òàê æå, êàê îäíîèìåííûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï. �àçëè÷íûå õàðàê-

òåðèçàöèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñòóïåíè n ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [25, 71℄,

ýïèãðóïïîâûå àíàëîãè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íàéäåíû â [43℄.

Èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñî âñåìè óïîìèíàâøèìèñÿ â ï. 2 ââåäå-

íèÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-

ïàäàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ: ìíîãîîáðàçèÿ ñòóïåíè > 2 è ñòóïåíè ≤ 2. �àññìîò-
ðåíèå ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ èäåÿõ

è èñïîëüçóåò ñîâåðøåííî ðàçíóþ òåõíèêó. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ â ýòèõ

äâóõ ñëó÷àÿõ òàêæå íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ. Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå îêàçàëîñü

åñòåñòâåííûì è ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï.

Ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñòóïåíè ≤ 2 ñ îáñóæäàåìûìè îãðàíè÷åíèÿìè

íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé èçó÷åíû Á.Ì.Âåðíèêîâûì, Ì.Â.Âîëêîâûì è

Â.Þ.Øàïðûíñêèì. Ïîëó÷åííûå èìè ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ïî ñâîåìó õà-

ðàêòåðó ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì î ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï, àíîíñè-

ðîâàíû â [21, 88℄, (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [88℄ íå âêëþ-

÷åíà â äèññåðòàöèþ). Â äèññåðòàöèè îãðàíè÷åíèÿ, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü, ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîãîîáðàçèÿì ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2. Ïðè
ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñêîëüêó

ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé, ò. å. ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, áûë ðàññìîò-

ðåí ðàíåå Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Ì.Â.Âîëêîâûì (ñì. ï. 2 ââåäåíèÿ). Ïðè ýòèõ

îãðàíè÷åíèÿõ ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé ñ ìîäóëÿðíîé, äèñ-

òðèáóòèâíîé, äåçàðãîâîé, ïîëóìîäóëÿðíîé ââåðõ èëè âíèç è ñëàáî ïîëóìî-

äóëÿðíîé ââåðõ èëè âíèç ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé.

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, íàì ïîòðåáóþòñÿ

íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç L(V) îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà ïîä-
ìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ V, à ÷åðåç varΣ � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, çà-

äàííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ. Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêæå îáû÷íîãî

ñîãëàøåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ÷åðåç w = 0 îáîçíà÷àåòñÿ ñèñòåìà

òîæäåñòâ âèäà wx = xw = w, ãäå x � áóêâà, íå âõîäÿùàÿ â ñëîâî w. Ýòà
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çàïèñü îïðàâäàííà, ïîñêîëüêó óêàçàííàÿ ïàðà òîæäåñòâ âûïîëíåíà â ïîëó-

ãðóïïå S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ñîäåðæèò íóëü 0 è âñå çíà÷åíèÿ

ñëîâà w â S ðàâíû 0. Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà âûðàæåíèÿ âèäà w = 0 êàê

íà îáû÷íûå òîæäåñòâà. Òîæäåñòâà òàêîãî âèäà, à òàêæå ìíîãîîáðàçèÿ, èìè

çàäàâàåìûå, íàçûâàþòñÿ 0-ïðèâåäåííûìè. ×åðåç AG îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîá-

ðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, ÷åðåç SL � ìíîãîîáðàçèå âñåõ ïîëóðåøåòîê, à

÷åðåç T � òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîëîæèì

Cm = var{xm = xm+1, xy = yx},

ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, C1 = SL. Äëÿ óäîá-
ñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî C0 = T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M4,3

ðåøåòêó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2, à ÷åðåç M4,3 � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåí-

íîå ýòîé ðåøåòêîé. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåòêà M4,3 äåçàðãîâà.

s s

s

s

s s

s

s

s

�èñ. 2: ðåøåòêà M4,3

Ïåðâûì èç äâóõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â ðàìêàõ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ

íàøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñòóïåíè > 2
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ;

á) ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà âíèç;

â) ðåøåòêà L(V) ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ;

ã) ðåøåòêà L(V) ïîëóìîäóëÿðíà âíèç;

ä) ðåøåòêà L(V) ìîäóëÿðíà;

å) ðåøåòêà L(V) äåçàðãîâà;

æ) L(V) ∈M4,3;
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ç) V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à ìíîãîîáðàçèå N óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì

x2y = xyx = yx2 = 0, (0.1)

x1x2x3x4 = x1πx2πx3πx4π, (0.2)

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê

(123), (124), (134), (234), (12)(34), (13)(24), (14)(23); (0.3)

è) ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

x2y = yx2 = x 2y, xyx = xy x , x1x2x3x4 = x1πx2πx3πx4π, (0.4)

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3).

Èç òåîðåìû 1 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [5,13,20℄ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2 óñëîâèÿ à), â) è ä)�æ) îñòàþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè, à óñëîâèÿ á) è ã) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé, íî íå ýêâè-

âàëåíòíû îñòàëüíûì óñëîâèÿì (ñì. ñëåäñòâèå 2.1 è êîììåíòàðèé ïîñëå íåãî

â ï. 2.2).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àáñòðàêòíûõ ðåøåòîê óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîãî-

îáðàçèþ M4,3 ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñèëüíûì, ÷åì äåçàðãîâîñòü. Â ñàìîì

äåëå, èç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [38℄ âûòåêàåò, ÷òî ìíî-

ãîîáðàçèå âñåõ äåçàðãîâûõ ðåøåòîê èìååò êîíòèíóóì ïîäìíîãîîáðàçèé (ñì.

òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 485 â [41℄ èëè òåîðåìû 3.12 â [49℄). Â òî æå

âðåìÿ, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ M4,3 ñîäåðæèò âñåãî ñåìü

ýëåìåíòîâ (â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïåðå÷èñëèâ âñå ïîäïðÿ-

ìî íåðàçëîæèìûå ðåøåòêè èç ìíîãîîáðàçèÿ M4,3 � ñì. ðèñ. 7 â ï. 2.2).

Â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [15�17, 21, 82℄ è íå âîøåäøèìè â

äèññåðòàöèþ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [88℄, òåîðåìà 1 äàåò ðåøåíèå ïðîáëåìû

Ë.Í.Øåâðèíà îá îïèñàíèè ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé

ïîäìíîãîîáðàçèé.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 1 è íåêîòîðûõ áîëåå ðàííèõ ðåçóëüòàòîâ

â äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2 ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç,
òî ýòà ðåøåòêà ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó íåêîòîðîé êî-

íå÷íîé ðåøåòêîé, è, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó íåòðèâèàëüíîìó

òîæäåñòâó (ñì. ñëåäñòâèå 2.2 â ï. 2.2).

Ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñòóïåíè ≤ 2 ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíî-
ãîîáðàçèé èçó÷åíû Á.Ì.Âåðíèêîâûì, Ì.Â.Âîëêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì

â [21,88℄ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [88℄ íå âêëþ÷åíà â äèñ-

ñåðòàöèþ). Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå íåïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãî-

îáðàçèé ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2 ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé.
À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 2. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñòóïåíè > 2
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ðåøåòêà L(V) äèñòðèáóòèâíà;

á) V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à ìíîãîîáðàçèå N óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì (0.1) è

x1x2x3 = x1πx2πx3π, (0.5)

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê

(12), (13), (23), (123); (0.6)

â) V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

x2y = yx2 = x 2y, xyx = xy x , x1x2x3 = x1πx2πx3π,

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.6).

Â ðàìêàõ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ðåøåòêè EPI â äèññåðòàöèè

ðàññìîòðåíû øåñòü òèïîâ ìíîãîîáðàçèé: ñòàíäàðòíûå, êîñòàíäàðòíûå, äèñ-

òðèáóòèâíûå, êîäèñòðèáóòèâíûå, âåðõíåìîäóëÿðíûå è íèæíåìîäóëÿðíûå.

Ïðè ýòîì ñòàíäàðòíûå, êîñòàíäàðòíûå, äèñòðèáóòèâíûå è íèæíåìîäóëÿð-

íûå ìíîãîîáðàçèÿ îïèñàíû ïîëíîñòüþ, à êîäèñòðèáóòèâíûå è âåðõíåìîäó-

ëÿðíûå � â ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîì ñëó÷àå (êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, îïðå-

äåëåíèå ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìíîãîîáðàçèé áóäåò äàíî ïåðåä �îðìóëè-

ðîâêîé òåîðåìû 6).

Ïåðåéäåì ê �îðìóëèðîâêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ. ×åðåç ZM
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-

íû:

à) V � âåðõíåìîäóëÿðíûé è íèæíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

á) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

ã) V � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T , SL, ZM è SL ∨ ZM.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé â) è ã) ýòîé òåîðåìû äîêàçàíà Á.Ì.Âåðíèêîâûì

è Â.Þ.Øàïðûíñêèì â [86, òåîðåìà 1.1℄. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòü óñëîâèé à), á) è ã).

Ïîëîæèì

Q = var{x2y = xyx = yx2 = 0},

Qn = var{x2y = xyx = yx2 = x1x2 · · ·xn = 0},

R = var{x2 = xyx = 0},
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Rn = var{x2 = xyx = x1x2 · · ·xn = 0},

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-

íû:

à) V � äèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

á) V � ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V =M∨N , ãäå M � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � îäíî èç

ìíîãîîáðàçèé Q, Qn, R è Rn.

Òåîðåìà 5. Ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ íèæíåìîäóëÿðíûì ýëåìåí-

òîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V =M∨N , ãäåM � îäíî

èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà ìû ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå

íèæíåìîäóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîäóëÿðíî (ñì. ñëåäñòâèå 3.7 â ï. 3.3).

Ïðåæäå, ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü åùå äâà ðåçóëüòàòà äèññåðòàöèè, ñäåëàåì

íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Çàäà÷è ïîëíîãî îïèñàíèÿ êîäèñòðè-

áóòèâíûõ è âåðõíåìîäóëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñòàþòñÿ äî ñèõ ïîð îòêðûòû-

ìè (êàê è àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ðåøåòêè SEM), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåêîòî-

ðûìè îáúåêòèâíûìè òðóäíîñòÿìè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåòêà ìíîãîîá-

ðàçèé ãðóïï ìîäóëÿðíà, íî íå äèñòðèáóòèâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò

ïîäðåøåòêó, èçîìîð�íóþ 5-ýëåìåíòíîé ìîäóëÿðíîé íåäèñòðèáóòèâíîé ðå-

øåòêå M3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1, G2 è G3 ïîïàðíî íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû ýòîé

ïîäðåøåòêè. ßñíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ G1, G2 è G3 íå êîäèñòðèáóòèâíû. Ìû

âèäèì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé òåñíî ñâÿçàíà ñ

çàäà÷åé îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíî-

ãîîáðàçèé. Ïîñëåäíÿÿ æå çàäà÷à, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ÷ðåçâû÷àéíî

òðóäíà äàæå â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå

2

. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè êîäèñòðè-

áóòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ òàêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè,

â êîòîðûõ ãðóïïîâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ óñòðîåíû â òîì èëè èíîì ñìûñëå ïðî-

ñòî. Ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé àáåëåâûõ ãðóïï

äèñòðèáóòèâíà, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèå,

êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè áû àáåëåâîñòü âñåõ åãî ãðóïïîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

2

Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ î òîì, ïî÷åìó àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ íå âîçíèêëè ïðè

ðàññìîòðåíèè äèñòðèáóòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé: âåäü óïîìÿíóòûå âûøå ìíîãîîáðàçèÿ G1, G2
è G3 íå ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî êîäèñòðèáóòèâíûìè, íî è äèñòðèáóòèâíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ÿñåí èç òåîðåìû 4: îêàçàëîñü, ÷òî âñÿêîå äèñòðèáóòèâíîå ìíîãî-

îáðàçèå íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ãðóïï. Äëÿ êîäèñòðèáóòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ýòî íå

òàê: êàê âèäíî èç �îðìóëèðóåìîé íèæå òåîðåìû 6, ìíîãîîáðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï

êîäèñòðèáóòèâíî.
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Åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè îíî óäîâëå-

òâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íîìó òîæäåñòâó, ò. å. òîæäåñòâó âèäà

x1x2 · · ·xn = x1πx2π · · ·xnπ,

ãäå π � íåòðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}. Â äèññåðòà-

öèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷óòü áîëåå æåñòêîå óñëîâèå ñòðîãîé ïåðåñòàíîâî÷íîñòè.

Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò

ïåðåñòàíîâî÷íîìó òîæäåñòâó, â êîòîðîì 1π 6= 1 è nπ 6= n.

Òåîðåìà 6. Ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ

êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

V = G ∨ X , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, à X � îäíî èç ìíîãîîáðà-

çèé T , SL, ZM è SL ∨ ZM.

Â ðàáîòå [30℄ ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ

ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòîì ëþáîãî èç âîñüìè îïðåäåëåííûõ âûøå òèïîâ â ðå-

øåòêå SEM è îòëè÷íîå îò ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëóãðóïï, ïåðèîäè÷íî. Òåîðå-

ìà 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï

ìåñòà íå èìååò, ïîñêîëüêó â ñèëó ýòîé òåîðåìû ìíîãîîáðàçèå AG êîäèñòðè-

áóòèâíî.

Êëàññ âåðõíåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ñîäåðæèò

êëàññ åå êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó êîäèñòðèáóòèâíûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ îïèñàíû òîëüêî â ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

åñòåñòâåííûì íà äàííîì ýòàïå ðàññìàòðèâàòü âåðõíåìîäóëÿðíûå ìíîãîîáðà-

çèÿ òàêæå òîëüêî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïîñëåäíèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 7. Ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) V =M∨N , ãäåM � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � êîììóòà-

òèâíîå íèëüìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó

x2y = xy2; (0.7)

á) V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, 0 ≤ m ≤ 2, à
N � êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæ-

äåñòâó

x2y = 0. (0.8)

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1�7 ïî ñâîèì �îðìóëèðîâêàì âïîëíå àíàëîãè÷íû

ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì î ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï. Íî ýòà àíàëîãèÿ
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íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâà, â êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ ñóùåñòâåííî

ó÷èòûâàòü ýïèãðóïïîâóþ ñïåöè�èêó.

Çàâåðøàÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè, óïîìÿíåì òå èç íèõ, êîòîðûå

íå îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îñíîâíûõ, íî ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûé ñàìîñòîÿ-

òåëüíûé èíòåðåñ. Îòìåòèì, ÷òî 0-ïðèâåäåííûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷íû, è

ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ïîëóãðóïï. Â ðàáîòàõ [10, 48℄ äâóìÿ ðàç-

ëè÷íûìè ñïîñîáàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå

ïîëóãðóïï ìîäóëÿðíî â SEM. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî ñïðàâåäëèâ ýïè-

ãðóïïîâîé àíàëîã ýòîãî �àêòà (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.2 â ï. 3.3).

Òåîðåìó 5 óäàëîñü ïðèìåíèòü äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ îáùèõ ñâîéñòâ

ðåøåòêè EPI. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, íàì

ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ýïèãðóïïà èìååò èíäåêñ n, åñëè n-ÿ ñòåïåíü ëþáîãî åå ýëåìåíòà ëåæèò â

íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå, ïðè÷åì n � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

×åðåç En îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ýïèãðóïï èíäåêñà ≤ n. Â ÷àñòíîñòè, E1 �

ýòî â òî÷íîñòè êëàññ âñåõ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïîëóãðóïï. Õîðîøî èçâåñòíî

è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî En � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï è ëþáîå ìíîãîîáðàçèå

ýïèãðóïï ñîäåðæèòñÿ â En äëÿ ïîäõîäÿùåãî n (ñì., íàïðèìåð, [33, ïðåäëîæå-

íèå 6 è íàáëþäåíèå 10℄). Î÷åâèäíî, ÷òî En ⊆ En+1 äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî

n. Â [33℄ (ñì. òàêæå [34,67℄) ñ�îðìóëèðîâàí ðÿä âîïðîñîâ îá èíòåðâàëàõ âèäà

[En, En+1] ðåøåòêè EPI. Â ÷àñòíîñòè, òàì ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâû ðåøåòî÷íûå

ñâîéñòâà ýòèõ èíòåðâàëîâ (íàïðèìåð, ïîðÿäêîâûå òèïû ìàêñèìàëüíûõ öå-

ïåé è ìîùíîñòè àíòèöåïåé). Êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè, èç òåîðåìû 5 è

ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [46℄ âûòåêàåò, ÷òî, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, èíòåðâàë
[En, En+1] ñîäåðæèò öåïü, èçîìîð�íóþ öåïè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è àíòè-

öåïü ìîùíîñòè êîíòèíóóì (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 3.4 è 3.5 â ï. 3.4).

Åùå îäíî ïðèëîæåíèå òåîðåìû 5 ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì �îðìóëüíîãî ìíî-

æåñòâà ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà è A ⊆ L. Ìíîæåñòâî

A íàçûâàåòñÿ �îðìóëüíûì â L, åñëè ñóùåñòâóåò �îðìóëà ÿçûêà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà Φ(x) â ðåøåòî÷íîé ñèãíàòóðå ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ L ïðåäëîæåíèå Φ(a) èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà a ∈ A. Â ýòîé ñèòóàöèè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �îðìóëà Φ(x) âûäåëÿåò

ìíîæåñòâî A â ðåøåòêå L. Çàìåòèì, ÷òî åñëè θ � ëþáîé èç âîñüìè îïðå-

äåëåííûõ âûøå òèïîâ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî êëàññ âñåõ θ-ýëåìåíòîâ
ðåøåòêè L ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, �îðìóëüíûì â L. Â ðàáîòå [48℄ áûëà äîêàçà-

íà (â íåñêîëüêî èíîé òåðìèíîëîãèè) �îðìóëüíîñòü öåëîãî ðÿäà îáøèðíûõ

è âàæíûõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï, â òîì ÷èñëå êëàññà âñåõ 0-ïðè-

âåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Íî íè äëÿ îäíîãî èç ýòèõ êëàññîâ â [48℄ íå óêàçàíà

â ÿâíîì âèäå �îðìóëà, âûäåëÿþùàÿ ýòîò êëàññ â ðåøåòêå SEM, à äîêàçà-

òåëüñòâî �îðìóëüíîñòè ýòèõ êëàññîâ, äàííîå â [48℄, âåñüìà íåïðîçðà÷íî è

òðóäíî äëÿ âîñïðèÿòèÿ. Åùå â ðàáîòå [81℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî êëàññ âñåõ

0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò áûòü âûäåëåí â ðåøåòêå SEM ñ ïîìî-

ùüþ íåêîòîðîé âåñüìà ïðîñòîé �îðìóëû. Â äàëüíåéøåì Á.Ì.Âåðíèêîâûì
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áûëà íàéäåíà åùå áîëåå ïðîñòàÿ �îðìóëà, âûäåëÿþùàÿ ýòîò êëàññ â SEM

(ñì. [72, òåîðåìà 3.3℄ èëè [73, ðàçäåë 3.5℄). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî òà æå �îðìóëà âûäåëÿåò êëàññ âñåõ 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé

è â ðåøåòêå EPI (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.6 â ï. 3.5).

4. Àïðîáàöèÿ è ïóáëèêàöèè

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåí-

öèÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2009, 2014, 2015), Ìåæäóíàðîä-

íîé êîí�åðåíöèè ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè (Åêàòåðèíáóðã, 2011), Ìåæäóíàðîä-

íûõ êîí�åðåíöèÿõ ïî ïîëóãðóïïàì è îáùåé àëãåáðå (Ïîòñäàì, 2011; Äðåç-

äåí, 2014), Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî àëãåáðå è ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-

ãèêå (Êàçàíü, 2014), Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾�ðóïïû è ãðà�û, àëãî-

ðèòìû è àâòîìàòû¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2015). Êðîìå òîãî, âñå ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Åêàòåðèíáóðãñêîì ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå

ñèñòåìû¿ (2015).

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò [83�93℄. Èç íèõ ïÿòü ðàáîò

îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [83�87℄. Òðè ðàáîòû íàïèñàíû ñîâ-

ìåñòíî  Á.Ì.Âåðíèêîâûì [83,87,89℄, îäíà �� ñîâìåñòíî ñ Á.Ì.Âåðíèêîâûì è

Ì.Â.Âîëêîâûì [88℄, îäíà �� ñîâìåñòíî ñ Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñ-

êèì [86℄. �åçóëüòàòû ñòàòåé [83℄ è [87℄ è òå ðåçóëüòàòû òåçèñîâ [88℄, êî-

òîðûå âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ

Á.Ì.Âåðíèêîâûì (â [88℄ åñòü òàêæå ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå Á.Ì.Âåðíè-

êîâó è Ì.Â.Âîëêîâó, êîòîðûå íå âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèþ). Â ðåçóëüòàòàõ

òåçèñîâ [89℄ è òåõ ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè [86℄, êîòîðûå âêëþ÷åíû â äèññåðòà-

öèþ, ïîñòàíîâêà çàäà÷è è óêàçàíèå íà îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëü-

ñòâà ïðèíàäëåæàò Á.Ì.Âåðíèêîâó, à ñàìî äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî äèññåð-

òàíòîì (â [86℄ åñòü òàêæå ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå Á.Ì.Âåðíèêîâó è

Â.Þ.Øàïðûíñêîìó, êîòîðûå íå âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèþ).

5. Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ïàðàãðà�îâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Â � 1 ñîáðàíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, â � 2 äîêàçàíû òåîðåìû 1 è 2, à â � 3 � òåîðåìû

3�7. Êðîìå òîãî, â � 3 äîêàçûâàþòñÿ óïîìÿíóòûå âûøå ïðåäëîæåíèÿ 3.2, 3.4,

3.5 è 3.6. Âñå ïàðàãðà�û äåëÿòñÿ íà ïóíêòû, ñîäåðæàíèå êîòîðûõ ÿñíî èç

îãëàâëåíèÿ.
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� 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Ñèñòåìû òîæäåñòâ, çàäàþùèå ìíîãîîáðàçèÿ

ýïèãðóïï

Ïóñòü Σ � ñèñòåìà òîæäåñòâ, çàïèñàííûõ â ñèãíàòóðå Ω, ñîñòîÿùåé èç àñ-

ñîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è óíàðíîé îïåðàöèè. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç KΣ êëàññ âñåõ ýïèãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ Σ (ìû ïðåäïîëàãàåì

ïðè ýòîì, ÷òî ñèãíàòóðíàÿ óíàðíàÿ îïåðàöèÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïñåâ-

äîîáðàùåíèå). Êëàññ KΣ ìîæåò íå áûòü ìíîãîîáðàçèåì, ïîñêîëüêó îí íå

îáÿçàí áûòü çàìêíóò îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íûõ ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé (ñì.,

íàïðèìåð, [67, ðàçäåë 2.3℄). ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñèñòåìû òîæäåñòâ Σ,
äëÿ êîòîðûõ êëàññ KΣ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ. Ñëîâî w, çàïèñàííîå â ñèãíàòóðå Ω, íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïî-

âûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò óíàðíîé îïåðàöèè. Òîæäåñòâî u = v ñèãíàòóðû

Ω íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì, åñëè ñëîâà u è v ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïîâûìè,

è ñìåøàííûì, åñëè îäíî èç ýòèõ ñëîâ � ïîëóãðóïïîâîå, à äðóãîå � íåò.

Ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ óðàâíîâåøåííûì, åñëè êàæäàÿ áóêâà

âõîäèò â îáå åãî ÷àñòè îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.

Ëåììà 1.1 ([43, ïðåäëîæåíèå 2.15℄). Êëàññ KΣ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ýïè-

ãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Σ ñîäåðæèò ëèáî ïîëóãðóïïîâîå íåóðàâ-

íîâåøåííîå òîæäåñòâî, ëèáî ñìåøàííîå òîæäåñòâî.

Åñëè êëàññ KΣ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíî-

ãîîáðàçèå ÷åðåç varΣ. Âñþäó â äèññåðòàöèè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ýòî îáîçíà÷å-

íèå, åãî êîððåêòíîñòü âûòåêàåò èç ëåììû 1.1. ßâíûõ ññûëîê íà ýòî îáñòîÿ-

òåëüñòâî ìû íèæå äåëàòü íå áóäåì.

1.2. Òîæäåñòâà íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé è êëàññîâ

ýïèãðóïï

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû è ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.

Ëåììà 1.2. Òîæäåñòâî

x = x (1.1)

âûïîëíåíî â ýïèãðóïïå S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ

ýïèãðóïïà.

Ëåììà 1.3. Òîæäåñòâî

xx = y y (1.2)

âûïîëíåíî â ýïèãðóïïå S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � ãðóïïà.
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Ëåììà 1.4. Òîæäåñòâî

x = 0 (1.3)

âûïîëíåíî â ýïèãðóïïå S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ÿâëÿåòñÿ íèëüïî-

ëóãðóïïîé.

Ëåììà 1.5. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

xm = xm+1
, òî â V âûïîëíåíû òîæäåñòâà x = x = xm

.

×åðåç F ìû áóäåì îáîçíà÷àòü àáñîëþòíî ñâîáîäíóþ óíàðíóþ ïîëóãðóï-

ïó ñ÷åòíîãî ðàíãà (â ñèãíàòóðå 〈·, 〉), ýëåìåíòû êîòîðîé ìû áóäåì íàçûâàòü

ñëîâàìè. Åñëè w ∈ F , òî ÷åðåç c(w) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóêâ, âõî-

äÿùèõ â ñëîâî w, à ÷åðåç h(w) [ñîîòâåòñòâåííî t(w)℄ � åãî ïåðâàÿ [ïîñëåäíÿÿ℄

áóêâà. Åñëè w � ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, òî ÷åðåç ℓ(w) îáîçíà÷àåòñÿ åãî äëèíà.
Ñèìâîëîì ≡ îáîçíà÷àåòñÿ îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà óíàðíîé ïîëóãðóïïå F .
Áóêâà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé [êðàòíîé℄ â ñëîâå w, åñëè îíà âõîäèò â ýòî ñëîâî
ðîâíî îäèí ðàç [áîëåå îäíîãî ðàçà℄. Ïîëîæèì

LZ = var{xy = x}, RZ = var{xy = y},

P = var{xy = x2y, x2y2 = y2x2},
←−
P = var{xy = xy2, x2y2 = y2x2}.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ êðèòåðèè ðàâåíñòâà ïîëóãðóïïîâûõ ñëîâ â ðÿäå ìíî-

ãîîáðàçèé. Ïåðâûå òðè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùåé ëåììû õîðîøî èçâåñòíû è

ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, ÷åòâåðòîå äîêàçàíî â [22, ëåììà 7℄.

Ëåììà 1.6. Íåòðèâèàëüíîå ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî v = w âûïîëíåíî:

(i) â ìíîãîîáðàçèè LZ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h(v) ≡ h(w);

(ii) â ìíîãîîáðàçèè SL òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c(v) = c(w);

(iii) â ìíîãîîáðàçèè C2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c(v) = c(w) è âñÿêàÿ

áóêâà èç c(v) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòîé è â v, è â w, ëèáî êðàòíîé è â v,
è â w;

(iv) â ìíîãîîáðàçèè P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c(v) = c(w) è ëèáî áóêâû
t(v) è t(w) ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè â ñëîâàõ v è w ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî

t(v) ≡ t(w) è áóêâà t(v) � ïðîñòàÿ è â v, è â w.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü V � íèëüìíîãîîáðàçèå.

(i) Åñëè ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u = v è c(u) 6= c(v),
òî V óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è òîæäåñòâó u = 0.

(ii) Åñëè ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà u = vuw, ãäå
ñëîâî vw íå ïóñòî, òî V óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è òîæäåñòâó u = 0.
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(iii) Åñëè ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà x1x2 · · ·xn = v
è ℓ(v) 6= n, òî V óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è òîæäåñòâó

x1x2 · · ·xn = 0. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) õîðîøî èçâåñòíû è ëåãêî ïðîâåðÿ-

þòñÿ.

(iii) Åñëè v íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ñëîâîì, òî äîêàçûâàåìîå óòâåð-

æäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.4. Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî v � ïîëóãðóïïîâîå

ñëîâî. Åñëè ℓ(v) < n, òî c(v) 6= {x1, x2, . . . xn}, è ïîòîìó òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå ñëåäóåò èç ï. (i). Íàêîíåö, åñëè ℓ(v) > n, òî íóæíûé íàì �àêò äîêàçàí

â [25, ëåììà 1℄.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âñÿêàÿ

áóêâà âõîäèò â íåãî íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ëåììà 1.8. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó ïî-

ëóãðóïïîâîìó òîæäåñòâó u = w, ãäå u ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñëîâîì, à ñëîâî

w òàêèì íå ÿâëÿåòñÿ, òî V ïåðèîäè÷íî.

1.3. Ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñ îãðàíè÷åíèÿìè

íà ãðóïïîâûå ýëåìåíòû

Êàê îáû÷íî, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç GrS ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïïîâûõ ýëåìåíòîâ

ýïèãðóïïû S. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî ïðèâåäåíî áåç äîêàçàòåëüñòâà

â [79, òåîðåìà 3.2℄

3

. Åãî äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [43, ïðåäëîæåíèå 2.12℄.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Âî âñÿêîé ýïèãðóï-

ïå S ∈ V ìíîæåñòâî GrS ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èäåàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà V íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé C2 è P.

×åðåç varS îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ïîðîæäåííîå ýïèãðóï-

ïîé S. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ëåãêî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè S � ýïèãðóïïà ñ åäèíèöåé òàêàÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

varS íå ñîäåðæèò C2 è P, òî ýïèãðóïïà S âïîëíå ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî GrS � ïðà-

âûé èäåàë â S. Åäèíèöà ýïèãðóïïû S ÿâëÿåòñÿ åå ãðóïïîâûì ýëåìåíòîì,

à çíà÷èò x = 1 · x ∈ GrS äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî S ⊆ GrS. Ïî-
ñêîëüêó îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, S = GrS, ò. å. S � âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ

ýïèãðóïïà.

3

Â �îðìóëèðîâêå ýòîãî ðåçóëüòàòà â [79℄ äîïóùåíà îïå÷àòêà: âìåñòî ñëîâ ¾ïðàâûé

èäåàë¿ íàïèñàíî ¾ëåâûé èäåàë¿.
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1.4. �àçëîæåíèå íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï

â îáúåäèíåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, íå ñîäåðæàùåå ìíî-

ãîîáðàçèé LZ,RZ,P è

←−
P , òî V =M∨N , ãäå M � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæ-

äåííîå ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [15, ëåììà 2℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï

íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé LZ, RZ , P è

←−
P , òî îíî óäîâëåòâîðÿåò êâàçèòîæ-

äåñòâó

e2 = e −→ ex = xe. (1.5)

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà (ñ çàìåíîé â íåì ñëîâà ¾ïîä-

ïîëóãðóïïà¿ íà ¾ïîäýïèãðóïïà¿), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îí âåðåí è äëÿ ìíî-

ãîîáðàçèé ýïèãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, êâàçèòîæäåñòâî (1.5) âûïîëíåíî â V.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà âî ìíîãîì (ìåñòàìè äîñëîâíî) ïîâòîðÿåò

äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 ðàáîòû [15℄.

Ïóñòü S � ýïèãðóïïà, ïîðîæäàþùàÿ ìíîãîîáðàçèå V, E � ìíîæåñòâî

âñåõ èäåìïîòåíòîâ èç S è x ∈ S. Èç (1.5) âûòåêàåò, ÷òî ES � èäåàë â S. Äà-
ëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ýïèãðóïïû ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî

xn ∈ GrS. Òîãäà xn = xωxn
è xω ∈ E. Òàêèì îáðàçîì, xn ∈ ES. Ñëåäîâàòåëü-

íî, �àêòîð-ïîëóãðóïïà �èñà S/ES ÿâëÿåòñÿ íèëüïîëóãðóïïîé. Â ÷àñòíîñòè,

S/ES � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, à çíà÷èò è ýïèãðóïïà. Åñòåñòâåííûé ãî-

ìîìîð�èçì ρ èç S íà S/ES ðàçäåëÿåò ýëåìåíòû èç S \ ES.
Ïóñòü òåïåðü e ∈ E. Ó÷èòûâàÿ (1.5), ïîëó÷àåì, ÷òî eS � ïîäïîëóãðóïïà

â S. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33, 67℄), ÷òî âñÿêàÿ ýïèãðóïïà óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x = xx 2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ex = ex

(
ex

)2
. Â ÷àñòíîñòè,

ex ∈ eS. Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî e ∈ E ìíîæåñòâî eS ÿâëÿåòñÿ ïîäýïè-

ãðóïïîé â S. Ïîëîæèì S∗ =
∏

e∈E eS. ßñíî, ÷òî S∗
� ýïèãðóïïà ñ åäèíèöåé,

à èç (1.5) âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ε èç S â S∗
, çàäàííîå ïðàâèëîì

ε(x) = (. . . , ex, . . . )e∈E,

ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ãîìîìîð�èçìîì. Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðè-

ìåð, [33,67℄), ïðîèçâîëüíûé ïîëóãðóïïîâîé ãîìîìîð�èçì ξ èç ïðîèçâîëüíîé
ýïèãðóïïû S1 â ýïèãðóïïó S2 ÿâëÿåòñÿ è ýïèãðóïïîâûì ãîìîìîð�èçìîì (ò. å.

ξ
(
a
)
= ξ(a) äëÿ âñÿêîãî a ∈ S1). Ñëåäîâàòåëüíî, ε � ýïèãðóïïîâîé ãîìîìîð-

�èçì èç S â S∗
. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèé �ðàãìåíò äîêàçàòåëü-

ñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 ðàáîòû [15℄, ïîëó÷àåì, ÷òî ε ðàçäåëÿåò ýëåìåíòû èç ES.
Òàêèì îáðàçîì, ε è ρ � ãîìîìîð�èçìû èç S â S∗

è S/ES ñîîòâåòñòâåííî,

ïåðåñå÷åíèå ÿäåð êîòîðûõ òðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýïèãðóïïà S âêëàäû-

âàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýïèãðóïï S∗
è S/ES, è ïîòîìó V ⊆M∨N ,
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ãäåM = varS∗
� ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, à N =

var(S/ES)� íèëüìíîãîîáðàçèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî S∗, S/ES ∈
V, è ïîòîìóM∨N ⊆ V. Ñëåäîâàòåëüíî, V =M∨N .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òî÷íåå, åãî ïîëóãðóïïîâîé àíàëîã) ÿâëÿåòñÿ ÷à-

ñòüþ ïîëóãðóïïîâîãî �îëüêëîðà. Ïîñêîëüêó îíî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 1.2, ìû, äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ïðèâîäèì åãî äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëü-

íûõ ìíîãîîáðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ýïèãðóïï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

V = G ∨N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V íå ñîäåðæèò íåòðè-

âèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ýïèãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, V íå ñîäåð-

æèò ìíîãîîáðàçèé LZ,RZ è SL. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå SL ñîäåðæèòñÿ

â P è

←−
P , äâà ïîñëåäíèõ ìíîãîîáðàçèÿ òàêæå íå ñîäåðæàòñÿ â V. Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 1.2, ìíîãîîáðàçèå V ïðåäñòàâèìî â âèäå V =M∨N , ãäåM �

ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, à N � íèëüìíîãîîáðà-

çèå. Ìíîãîîáðàçèå SL ñîäåðæèòñÿ â C2, çíà÷èò C2 * V. Â ñèëó ñêàçàííîãî

âûøå, C2,P *M. Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêàåò, ÷òî ýïèãðóïïà, ïîðîæ-

äàþùàÿ ìíîãîîáðàçèåM, âïîëíå ðåãóëÿðíà. Çíà÷èò, è ñàìî ìíîãîîáðàçèåM
âïîëíå ðåãóëÿðíî. Íî, êàê õîðîøî èçâåñòíî, âñÿêîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ìíî-

ãîîáðàçèå, íå ñîäåðæàùåå íåòðèâèàëüíûõ ïîëóãðóïï èäåìïîòåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì ãðóïï.

Äîñòàòî÷íîñòü. Â ñèëó ëåìì 1.3 è 1.4, â ìíîãîîáðàçèè G ∨ N âûïîëíåíî

òîæäåñòâî (1.2). Ñîãëàñíî ëåììå 1.5, â ëþáîì ìíîãîîáðàçèè èäåìïîòåíòíûõ

ýïèãðóïï ýòî òîæäåñòâî ðàâíîñèëüíî òîæäåñòâó x = y.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíîé, åñëè âñå åå ïîä-

ãðóïïû îäíîýëåìåíòíû. Êàê îáû÷íî, åñëè ïîëóãðóïïà S íå ñîäåðæèò åäèíè-

öû, òî ÷åðåç S1
îáîçíà÷àåòñÿ ïîëóãðóïïà S ñ âíåøíåïðèñîåäèíåííîé åäèíè-

öåé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå S1 = S. Äëÿ âñÿêîãî m ≥ 0 ïîëîæèì

Cm = 〈a | am = am+1〉.

Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùåå õîðîøî èçâåñòíîå è ëåãêî

ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.9. Cm = varC1
m äëÿ âñÿêîãî m ≥ 0.

Ëåììà 1.10. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï M ïîðîæäàåòñÿ êîììóòàòèâ-

íîé ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, òî M = G ∨ Cm äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ

àáåëåâûõ ãðóïï G è íåêîòîðîãî m ≥ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèM íå ïåðèîäè÷íî, òî îíî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ öèê-

ëè÷åñêóþ ãðóïïó. Åñëè æå M � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî ñðåäè êî-

íå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ëåæàùèõ âM, åñòü ãðóïïà íàèáîëüøåãî ïîðÿä-

êà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó â ïåðâîì ñëó÷àå è

êîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà, ïðèíàäëåæàùóþ M,

âî âòîðîì. Äàëåå, ïîëîæèì X =
{
k ∈ N ∪ {0} | C1

k ∈ M
}
. Äëÿ âñÿêîãî k

îáîçíà÷èì ÷åðåç ck ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Ck. Åñëè ìíîæåñòâî

X áåñêîíå÷íî, òî ïîëóãðóïïà

∏

k∈X
C1

k íå ÿâëÿåòñÿ ýïèãðóïïîé, ïîñêîëüêó

íèêàêàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà (. . . , ck, . . . )k∈X íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ýëåìåí-

òîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè X áåñêîíå÷íî, òî M íå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî

(áåñêîíå÷íûõ) ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî X êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì íàèáîëüøèé ýëåìåíò ýòî-

ãî ìíîæåñòâà ÷åðåç m. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 1 ðàáîòû [44℄, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âñÿêàÿ ýïèãðóïïà èçM åñòü

ãîìîìîð�íûé îáðàç íåêîòîðîé ïîäýïèãðóïïû ýïèãðóïïû G× C1
m. Ïîëîæèì

G = varG. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.9, ïîëó÷àåì, ÷òîM⊆ G ∨ C1m. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, G ∨ C1m ⊆ M, ïîñêîëüêó G,C1
m ∈ M. Ñëåäîâàòåëüíî, M = G ∨ C1m. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, ïîñêîëüêó G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï.

Èç ïï. (i) è (iv) ëåììû 1.6 è äâîéñòâåííûõ óòâåðæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî

ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé

LZ, RZ, P è

←−
P . Êðîìå òîãî ÿñíî, ÷òî êàæäûé ìîíîèä, â êîòîðîì âûïîë-

íåíî ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæäåñòâî, êîììóòàòèâåí. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ëåììû 1.10.

Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè V � ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï,

òî V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, m ≥ 0, à N �

íèëüìíîãîîáðàçèå.

1.5. Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå îäíîé êîíêðåòíîé ðåøåòêè

ìíîãîîáðàçèé

Öåëüþ äàííîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. �åøåòêà L(AG ∨ C2 ∨Q) èçîìîð�íà ïðÿìîìó ïðîèçâå-

äåíèþ ðåøåòîê L(AG) è L(C2 ∨Q).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ

óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ïîëîæèì

Gr(V) = V ∧ G,

ãäå G � ìíîãîîáðàçèå âñåõ ãðóïï (èíûìè ñëîâàìè, Gr(V) � íàèáîëüøåå ãðóï-

ïîâîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ V). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïî-

ëóãðóïï íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì, åñëè âñå ãðóïïû â íåì òðèâèàëüíû.
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ßñíî, ÷òî âñÿêîå êîìáèíàòîðíîå ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷íî, è ïîòîìó ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðîâåðÿåòñÿ

äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 2 ðàáîòû [4℄.

Ëåììà 1.11. Åñëè G � ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, à K � êîìáèíàòîðíîå ìíîãî-

îáðàçèå ýïèãðóïï, òî Gr(G ∨ K) = G.

Ëåììà 1.12. Åñëè X ⊆ AG ∨ C2∨Q, òî X = G ∨ Cm∨N , ãäå G � íåêîòîðîå

ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, 0 ≤ m ≤ 2, à N ⊆ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó X ⊆ AG ∨ C2∨Q, ìíîãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿ-

åò òîæäåñòâó x2y = yx2
, êîòîðîå, â ñèëó ïï. (i) è (iv) ëåììû 1.6 è äâîéñòâåí-

íûõ ê íèì óòâåðæäåíèé, íå âûïîëíåíî íè â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé LZ, RZ ,

P è

←−
P . Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé íå ñîäåðæèòñÿ â X .

Êðîìå òîãî, AG ∨ C2∨Q, à çíà÷èò è X , óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2yz = x2zy.
Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî åäèíèöó âìåñòî x, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ýïèãðóïïû ñ åäèíè-

öåé èç X êîììóòàòèâíû. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ëåììó 1.10, ïîëó÷àåì,

÷òî X = G ∨ Cm ∨ N äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G, íåêî-
òîðîãî m ≥ 0 è íåêîòîðîãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ N . Î÷åâèäíî, ÷òî G ⊆ AG.
Â ñèëó ëåìì 1.2, 1.4 è 1.5, â AG âûïîëíåíî òîæäåñòâî (1.1), â Cm � òîæ-

äåñòâî x = xm
, à â Q � òîæäåñòâî (1.3). Ñëåäîâàòåëüíî, â ìíîãîîáðàçèè

AG ∨ C2 ∨ Q âûïîëíåíî òîæäåñòâî x2y = x · xy. Â ñèëó ëåììû 1.5, â ìíîãî-

îáðàçèè Cm ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà ðàâíà x2my. ßñíî, ÷òî ïðè m > 2
òîæäåñòâî x2y = x2my â Cm íå âûïîëíåíî. Ïîñêîëüêó Cm ⊆ AG ∨ C2 ∨Q, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî 0 ≤ m ≤ 2. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè AG ∨ Cm ∨Q
âûïîëíåíû òîæäåñòâà

x2y = yx2 = x 2y, xyx = xy x . (1.6)

Ïîñêîëüêó N ⊆ X ⊆ AG ∨ C2 ∨ Q, èç ëåììû 1.4 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî â N
âûïîëíåíû òîæäåñòâà (0.1), ò. å. N ⊆ Q.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Ïóñòü

V ⊆ AG ∨ C2 ∨Q. Â ñèëó ëåììû 1.12, V = G ∨ Cm ∨N äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G, íåêîòîðîãî 0 ≤ m ≤ 2 è íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ
N òàêîãî, ÷òî N ⊆ Q. Ïîëàãàÿ U = Cm∨N , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî V = G ∨ U , ãäå
G ⊆ AG, à U ⊆ C2 ∨Q. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ
V â îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ AG è íåêîòîðîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ C2 ∨ Q åäèíñòâåííî.

Ïóñòü V = G ′ ∨ U ′
, ãäå G ′ ⊆ AG, à U ′ ⊆ C2 ∨ Q. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

G = G ′ è U = U ′
. Ìíîãîîáðàçèÿ U è U ′

êîìáèíàòîðíû, ïîñêîëüêó îíè ñîäåð-

æàòñÿ â êîìáèíàòîðíîì ìíîãîîáðàçèè C2 ∨ Q. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.11, èìååì

G = Gr(G ∨ U) = Gr(V) = Gr(G ′ ∨ U ′) = G ′.
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Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî U = U ′
. Íàïîìíèì, ÷òî U = Cm ∨N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2

è N ⊆ Q, à U ′ ⊆ C2 ∨ Q. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå C2 ∨ Q (à çíà÷èò, è

U ′
) êîìáèíàòîðíî. Ïîýòîìó èç ëåììû 1.12 âûòåêàåò, ÷òî U ′ = Ck ∨ N

′
äëÿ

íåêîòîðîãî 0 ≤ k ≤ 2 è íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ N ′
òàêîãî, ÷òî N ′ ⊆ Q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m 6= k. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî m < k, ò. å. ÷òî ëèáî m = 0, à k ≥ 1, ëèáî m = 1, à k = 2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî m = 0, à k ≥ 1. Òîãäà, â ñèëó ëåìì 1.3 è 1.4, â ìíîãîîáðà-

çèè V = G ∨ T ∨ N = G ∨N âûïîëíåíî òîæäåñòâî (1.2). Íî, êàê âûòåêàåò èç

ëåìì 1.5 è 1.6(ii), â ìíîãîîáðàçèè SL îíî ëîæíî. Ïîñêîëüêó SL ⊆ G ′ ∨ Ck ∨
N ′ = V, ýòî íåâîçìîæíî. Åñëè æå m = 1, à k = 2, òî, â ñèëó ëåìì 1.2,

1.4 è 1.5, â ìíîãîîáðàçèè V = G ∨ Cm ∨ N = G ∨ SL ∨ N âûïîëíåíî òîæäå-

ñòâî x2y = x2 y. Èç ëåìì 1.5 è 1.6(iii) âûòåêàåò, ÷òî ýòî òîæäåñòâî ëîæíî â

ìíîãîîáðàçèè C2, à çíà÷èò è â G ′ ∨ Ck ∨ N ′ = V. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî m = k.

Ìíîãîîáðàçèÿ U = Cm∨N è U ′ = Cm∨N ′
ïåðèîäè÷íû. Êàê õîðîøî èçâåñò-

íî, âñÿêîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï X ñîäåðæèò íàèáîëüøåå

íèëüïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Nil(X ). Ïîëîæèì
N1 = Nil(U) è N ′

1 = Nil(U ′). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî N1 = N ′
1, òàê êàê â

ýòîì ñëó÷àå

U = Cm ∨ N = Cm ∨N1 = Cm ∨N
′

1 = Cm ∨N
′ = U ′.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N1 6= N ′
1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u = v, âûïîëíåííîå â N1, íî ëîæíîå â N ′
1. Èç âûïîë-

íèìîñòè â AG ∨ C2 ∨ Q, à çíà÷èò è â ìíîãîîáðàçèÿõ U è U ′
, òîæäåñòâ (1.6)

è ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî N1,N ′
1 ⊆ Q. Åñëè ñëîâà u è v � íå ïîëóãðóïïî-

âûå, òî u = 0 = v â N ′
1 â ñèëó ëåììû 1.4. Ïîýòîìó äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî u � ïîëóãðóïïîâîå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ìíîãîîáðàçèÿ X1 è X2 ðàçëè÷àþòñÿ òîæäåñòâîì u = v, åñëè ýòî òîæäåñòâî
âûïîëíåíî â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé X1 è X2 è ëîæíî â äðóãîì. Åñëè ñëîâî

v � íå ïîëóãðóïïîâîå, òî, â ñèëó òîé æå ëåììû 1.4, â êàæäîì èç ìíîãîîá-

ðàçèé N1 è N ′
1 âûïîëíåíî òîæäåñòâî v = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

ìíîãîîáðàçèÿ N1 èN
′
1 ðàçëè÷àþòñÿ òîæäåñòâîì u = 0. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,

÷òî ñëîâî v � ïîëóãðóïïîâîå. Åñëè ñóùåñòâóåò áóêâà x, âõîäÿùàÿ â îäíî èç
ñëîâ u è v, íî íå âõîäÿùàÿ â äðóãîå, òî ïîäñòàâëÿÿ 0 âìåñòî x â òîæäåñòâî

u = v, ïîëó÷àåì, ÷òî â N1 âûïîëíåíû òîæäåñòâà u = 0 è v = 0. ßñíî, ÷òî â
ìíîãîîáðàçèè N ′

1 îáà îíè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ íå ìîãóò. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ N1 è N ′
1 ðàçëè÷àþòñÿ îäíèì èç òîæäåñòâ

u = 0 è v = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèÿ N1 è N ′
1 ðàçëè÷àþòñÿ ëèáî

òîæäåñòâîì âèäà u = 0, ãäå u � ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, ëèáî òîæäåñòâîì âèäà

u = v, ãäå u è v � ïîëóãðóïïîâûå ñëîâà è c(u) = c(v). Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî â

Q (à çíà÷èò è â N ′
1) âñå íåëèíåéíûå ïîëóãðóïïîâûå ñëîâà, îòëè÷íûå îò x2

,
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ðàâíû 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ N1 è N ′
1 ðàçëè÷àþòñÿ ëèáî òîæäåñòâîì

x2 = 0, (1.7)

ëèáî íåêîòîðûì ïåðåñòàíîâî÷íûì òîæäåñòâîì, ëèáî òîæäåñòâîì (1.4). Â ïåð-

âûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ëåãêî óêàçàòü òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå â G ∨ Cm ∨ N1, íî

ëîæíîå â G ′ ∨ Cm ∨ N ′
1: â ïåðâîì ñëó÷àå, â ñèëó ëåìì 1.2, 1.4 è 1.5, òàêîâûì

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî x2 = x 2
, à âî âòîðîì � òî ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæäåñòâî,

êîòîðîå ðàçëè÷àåò N1 è N ′
1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî N1 è N ′

1 ðàçëè÷àþòñÿ

òîæäåñòâîì (1.4). Ïîëîæèì

Dm = var{xm = 0, xy = yx}

äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m. Åñëè m = 2, òî ìíîãîîáðàçèå N1 ñîäåðæèò

ìíîãîîáðàçèå Nil(C2) = D2, íå óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó (1.4). Ñëåäîâà-

òåëüíî, m ≤ 1. Íî òîãäà ìíîãîîáðàçèå G ∨ Cm âïîëíå ðåãóëÿðíî. Ïîýòîìó, â

ñèëó ëåìì 1.2 è 1.4, â ìíîãîîáðàçèè G ∨ Cm ∨N1 âûïîëíåíî òîæäåñòâî

x1x2 · · ·xn = x1 x2 · · ·xn,

â ñèëó ëåììû 1.4 ëîæíîå â N ′
1, à çíà÷èò è â G

′ ∨ Cm ∨N
′
1. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî

åñëè N1 6= N ′
1, òî G ∨ Cm ∨N1 6= G ′ ∨ Cm ∨N ′

1. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê

G ∨ Cm ∨N1 = G ∨ Cm ∨N = V = G ′ ∨ Cm ∨ N
′ = G ′ ∨ Cm ∨ N

′

1.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

¾Ïîëóãðóïïîâîé ïðîòîòèï¿ ïðåäëîæåíèÿ 1.3 (â êîòîðîì âìåñòî AG �èãó-
ðèðóåò ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï) äîêàçàí

â [4, ïðåäëîæåíèå 2à℄. Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.3

âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ â [4℄. Îäíàêî

íàïðÿìóþ ðåçóëüòàòû èç [4℄ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1.3 íå èñïîëüçó-

þòñÿ, è ïîòîìó óïîìÿíóòîå óòâåðæäåíèå ðàáîòû [4℄ ìîæíî òåïåðü ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ýïèãðóï-

ïîâîé ñëó÷àé ìîæíî ïåðåíåñòè è âñå îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4℄, íî ýòî

âûõîäèò çà ðàìêè äèññåðòàöèè.

1.6. Ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íîé ñòóïåíè

Åñëè ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êîíå÷íîé ñòóïåíè,

òî îáîçíà÷èì ñòóïåíü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç deg(V). Äëÿ âñÿêîãî íàòó-

ðàëüíîãî n ïîëîæèì

Ln = var{x2 = x1x2 · · ·xn = 0, xy = yx}.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ìíî-

ãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòû:
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(i) deg(V) ≤ n;

(ii) V + L
n+1

;

(iii) â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî âèäà

x1 · · ·xn = x1 · · ·xi−1 · xi · · ·xj · xj+1 · · ·xn,

ãäå 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.4. deg(X ∧ Y) = min
{
deg(X ), deg(Y)

}
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ýïèãðóïï X è Y.

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèå 2.13 ðàáîòû [71℄, íî èñïîëü-

çóÿ ïðåäëîæåíèå 1.4 äèññåðòàöèè âìåñòî ïðåäëîæåíèÿ 2.1 èç [71℄, ïîëó÷àåì,

÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 1.5. Åñëè V � ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, à N �

íèëüìíîãîîáðàçèå, òî deg(V ∨ N ) = max
{
deg(V), deg(N )

}
.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîã ñëåäñòâèÿ 1.5 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ýïè-

ãðóïï íåâåðåí óæå â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â [71℄.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 è ëåììû 1.6(ii) íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 1.6. Åñëè V � ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, à X �

âïîëíå ðåãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, òî deg(V ∨ X ) = deg(V).

1.7. Òîæäåñòâà è ïîëóìîäóëÿðíîñòü â ðåøåòêàõ

íèëüìíîãîîáðàçèé

Çäåñü ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìóþ äëÿ äàëüíåéøåãî èí�îðìàöèþ î íèëü-

ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï ñî ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíîé ââåðõ, ñëàáî ïîëóìî-

äóëÿðíîé âíèç èëè äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïîñêîëüêó

íèëüìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ïåðèîäè÷íû, åå ìîæíî ïðèìåíÿòü è ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè. Èç ðåçóëüòàòîâ

ðàáîò [5, 13, 20℄ âûòåêàåò

Ëåììà 1.13. Åñëè íèëüìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï èìååò ñëàáî ïîëóìîäóëÿð-

íóþ ââåðõ èëè âíèç ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó âèäà (0.2), ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3). Åñëè ìíîãîîáðàçèå

ïîëóãðóïï óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó òîæäåñòâó è òîæäåñòâàì (0.1), òî ðå-

øåòêà åãî ïîäìíîãîîáðàçèé ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ M4,3.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïèñàíèÿ íèëüìíîãîîá-

ðàçèé ïîëóãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé, ïîëó÷åííîãî

â [77℄ è ïåðåäîêàçàííîãî áîëåå ïðîñòûì è êîðîòêèì ñïîñîáîì â [74, ïðåäëî-

æåíèå 4.2℄.

Ëåììà 1.14. Åñëè íèëüìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï èìååò äèñòðèáóòèâíóþ ðå-

øåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà (0.5), ãäå

π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.6). Åñëè ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï óäîâëåòâîðÿ-

åò òàêîìó òîæäåñòâó è òîæäåñòâàì (0.1), òî ðåøåòêà åãî ïîäìíîãîîá-

ðàçèé äèñòðèáóòèâíà.

1.8. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ

ðåøåòêè EPI

Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [86℄ ïðèâîäÿòñÿ çäåñü áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà, ïîñêîëüêó îíè äîêàçàíû Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì.

Ïðåäëîæåíèå 1.5 ([86, òåîðåìà 1.1℄). Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) V � ìîäóëÿðíûé, âåðõíåìîäóëÿðíûé è íèæíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðå-

øåòêè Epi;

á) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè Epi;

â) V ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìíîãîîáðàçèé T , SL, ZM è SL ∨ ZM.

Ïðåäëîæåíèå 1.6 ([86, òåîðåìà 1.2℄). Åñëè ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî V =M∨N , ãäåM � îäíî

èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå.

Â äåñòâèòåëüíîñòè, òåîðåìà 1.2 ðàáîòû [86℄ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ìíîãîîá-

ðàçèå N , óïîìÿíóòîå â ïðåäëîæåíèè 1.6, óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó âåñüìà

ñèëüíîìó äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ. Íî ýòîò �àêò â äàëüíåéøåì íàì íå

ïîíàäîáèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.7 ([86, òåîðåìà 1.3℄). Êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ýïè-

ãðóïï V ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà V =M∨N , ãäåM � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � êîì-

ìóòàòèâíîå íèëüìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó (0.8).

×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü åùå îäèí ðåçóëüòàò î ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòàõ ðå-

øåòêè EPI, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå. Ïóñòü I � ðåøåòî÷íîå

òîæäåñòâî âèäà s = t, ãäå s è t � ðåøåòî÷íûå òåðìû îò óïîðÿäî÷åííîãî íà-

áîðà ïåðåìåííûõ x0, x1, . . . , xn. Ýëåìåíò x ðåøåòêè L íàçîâåì I-ýëåìåíòîì,
åñëè

(∀x1, . . . , xn ∈ L)
(
s(x, x1, . . . , xn) = t(x, x1, . . . , xn)

)
.
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Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû âñåõ âîñüìè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òèïîâ

ÿâëÿþòñÿ I-ýëåìåíòàìè äëÿ ïîäõîäÿùèõ I (äëÿ íåéòðàëüíûõ, [êî℄äèñòðèáó-
òèâíûõ è [êî℄ñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ ìîäóëÿðíûõ, âåðõ-

íåìîäóëÿðíûõ è íèæíåìîäóëÿðíûõ âûòåêàåò èç âîçìîæíîñòè çàïèñàòü ìî-

äóëÿðíûé çàêîí â âèäå òîæäåñòâà). Â [29, ñëåäñòâèå 2.1℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

I � òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå â 2-ýëåìåíòíîé ðåøåòêå, à a � àòîì è íåéòðàëü-

íûé ýëåìåíò íåêîòîðîé ðåøåòêè L, òî ýëåìåíò x ∈ L ÿâëÿåòñÿ I-ýëåìåíòîì
â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ýëåìåíò x ∨ a. Îá-
ùåèçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ SL è ZM ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ðåøåòêè SEM

(ñì., íàïðèìåð, � 1 â îáçîðå [34℄), à çíà÷èò è ðåøåòêè EPI. Ó÷èòûâàÿ ïðåä-

ëîæåíèå 1.5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.15. Ïóñòü I � ðåøåòî÷íîå òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå â 2-ýëå-
ìåíòíîé ðåøåòêå, à X � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé SL è ZM. Ìíîãîîáðàçèå

ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ I-ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìíîãîîáðàçèå V ∨ X .
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� 2. Òîæäåñòâà è ïîëóìîäóëÿðíîñòü

Ýòîò ïàðàãðà� äåëèòñÿ íà äâà ïóíêòà. Â ï. 2.1 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 1 è 2,

à â ï. 2.2 ïðèâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ èç íèõ è ðåçóëüòàòîâ íåêîòîðûõ áîëåå ðàííèõ

ðàáîò.

2.1. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìû 1 è 2 ïàðàëëåëüíî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî ñõåìå

❄

✻

✲

✲

✛ ✛ ✛

✻

❄
✛✲

à)

á)

â)

ã)

ä) å) æ) ç) è).

Èìïëèêàöèè æ)−→ å)−→ ä)−→ â)−→ à) è ä)−→ ã)−→ á) ýòîé òåîðå-

ìû î÷åâèäíû, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî èìïëèêàöèè

à)−→ ç)−→æ), á)−→ ç)−→ è) è è)−→ ç). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 áóäåò

ïðîâîäèòüñÿ ïî ñõåìå à)←→ á)←→ â).

1◦. Èìïëèêàöèè à)−→ ç) è á)−→ ç) òåîðåìû 1 è èìïëèêàöèÿ

à)−→ á) òåîðåìû 2. Çäåñü íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä ëåìì. Ïîëîæèì

N3 = var{x2 = xyz = 0}.

Õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èíòåðâàë [ZM,N 3] ðåøåòêè ìíî-
ãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñîñòîèò òîëüêî èç òðåõ ýëåìåíòîâ: ZM, L3 è N3.

Ëåììà 2.1. Åñëè X � ëèáî îäíî èç ìíîãîîáðàçèé LZ,RZ,P è

←−
P , ëèáî

íåàáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, òî ðåøåòêà L(X ∨ L3) íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïî-

ëóìîäóëÿðíîé íè ââåðõ, íè âíèç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî X � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé

LZ,RZ, P è

←−
P . Êàê ïðîâåðåíî â [5℄, ðåøåòêè L(LZ ∨ L3) è L(P ∨ L3) èìå-

þò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíà

èç ýòèõ ðåøåòîê íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíîé íè ââåðõ, íè âíèç. Ïî-

ñêîëüêó äâîéñòâåííûå äðóã ê äðóãó ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò èçîìîð�íûå ðå-

øåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé, óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íå îáëàäàþò è ðåøåòêè

L(RZ ∨ L3) è L(
←−
P ∨ L3).

Ïóñòü òåïåðü X � íåàáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Ìíîãîîáðàçèå X ñîäåð-

æèò ìèíèìàëüíîå íåàáåëåâî ïîäìíîãîîáðàçèå X ′
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îáú-

åäèíåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ X ′
. ßñíî, ÷òî X ′

ïîêðûâàåò G â ðåøåòêå L(X ′). Ïîêàæåì, ÷òî èíòåðâàë [G ∨ ZM,X ∨ L3] ðå-
øåòêè L(X ∨ L3) íå ñëàáî ïîëóìîäóëÿðåí íè ââåðõ, íè âíèç. Ïóñòü W �
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P ∨ L3 = P ∨N 3

�èñ. 3: ðåøåòêà L(LZ ∨ L3) �èñ. 4: ðåøåòêà L(P ∨ L3)

ëþáîå ìíîãîîáðàçèå èç ýòîãî èíòåðâàëà. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2, ìíîãîîáðàçèå

X ′ ∨ L3, à çíà÷èò è W, íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé èäåìïî-

òåíòíûõ ýïèãðóïï. Âíîâü èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1.2, èìååì W = H ∨N , ãäå
H � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.11, Gr(W) = Gr(H ∨N ) = H è Gr(X ′ ∨ L3) = X ′
. Ïî-

ñêîëüêó, W ∈ [G ∨ ZM,X ′ ∨ L3], ïîëó÷àåì, ÷òî G ⊆ H ⊆ X
′
, à çíà÷èò H �

îäíî èç ìíîãîîáðàçèé G èëè X ′
. Çàìåòèì, ÷òî ZM ⊆ N ⊆ N 3, à çíà÷èò, N �

îäíî èç ìíîãîîáðàçèé ZM, L3 èëè N3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèåW ñîâ-

ïàäàåò ñ îäíèì èç øåñòè ìíîãîîáðàçèé: G ∨ ZM, G ∨ L3, G ∨N 3, X ′ ∨ ZM,

X ′ ∨ L3 è X ′ ∨N 3. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëü-

ñòâà ëåììû 1 ðàáîòû [15℄, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè Y � íåêîììóòàòèâ-

íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, òî Y ∨ L3 ⊇ N3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X ′ ∨ L3 =
X ′ ∨ N 3. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàë [G ∨ ZM,X ′ ∨ L3] èìååò âèä, èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñ. 5. Â ÷àñòíîñòè, îí íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíûì íè ââåðõ,

íè âíèç.

Ëåììà 2.2. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2, ðåøåòêà ïîä-

ìíîãîîáðàçèé êîòîðîãî ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, à X � ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ñòóïåíè ≤ 2 ìíîãîîáðàçèÿ V, òî ìíîãîîáðàçèå X êîììóòàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.4, V ⊇ L3. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, îò-

ñþäà âûòåêàåò, ÷òî X íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé LZ, RZ , P è

←−
P . Èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 1.2 ïîëó÷àåì, ÷òî X =M∨N , ãäåM ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïî-

ðîæäåííûì ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, à N � íèëüìíîãîîáðàçèåì. Ïîñêîëüêó

X � ìíîãîîáðàçèå ñòóïåíè ≤ 2, ìíîãîîáðàçèå N ñîäåðæèòñÿ â ZM. Â ÷àñò-

íîñòè, îíî êîììóòàòèâíî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M òàêæå

êîììóòàòèâíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå C2 íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
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�èñ. 5: èíòåðâàë [G ∨ ZM,X ′ ∨ L3] ðåøåòêè L(X ∨ L3)

ñòóïåíè ≤ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â ìíîãîîáðàçèè X ,
à çíà÷èò è âM. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1, ìíîãîîáðàçèåM ïîðîæäàåòñÿ âïîëíå

ðåãóëÿðíîé ýïèãðóïïîé. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ âïîëíå ðåãóëÿðíàÿ ïîëóãðóïïà

ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåøåòêîé ïðÿìîóãîëüíûõ ñâÿçîê ãðóïï. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðà-

çèå X , à çíà÷èò èM, íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé LZ è RZ, ìíîãîîáðàçèåM
ñîñòîèò èç ïîëóðåøåòîê ãðóïï. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî M íå ñîäåðæèò

íåàáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî,M ñîñòîèò èç ïîëóðåøåòîê

àáåëåâûõ ãðóïï, à çíà÷èò, îíî êîììóòàòèâíî.

Ëåììà 2.3. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2, ðåøåòêà ïîä-

ìíîãîîáðàçèé êîòîðîãî ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, òî âñÿêàÿ ýïè-

ãðóïïà ñ åäèíèöåé èç V êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïðîèçâîëüíóþ ýïèãðóïïó ñ åäèíèöåé,

ïðèíàäëåæàùóþ V. Ïîëîæèì F = var{x2 = xyx = 0}. Èç ëåììû 1.13 âûòå-

êàåò, ÷òî ðåøåòêà L(F) íå ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà íè ââåðõ, íè âíèç, à çíà÷èò,
F * V . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî u = v, âûïîëíåííîå â V, íî íå
âûïîëíåííîå â F . Îòìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî u = v âûïîëíåíî â ýïèãðóïïå S.
Åñëè êàæäîå èç ýïèãðóïïîâûõ ñëîâ u è v ñîäåðæèò îïåðàöèþ ïñåâäîîáðàùå-

íèÿ, òî u = 0 = v â F â ñèëó ëåììû 1.4. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñëîâî v òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì. Åñëè
ñóùåñòâóåò áóêâà x, âõîäÿùàÿ â çàïèñü îäíîãî èç ñëîâ u è v, íî íå âõîäÿùàÿ
â çàïèñü äðóãîãî, òî, ïîäñòàâèâ â òîæäåñòâî u = v åäèíèöó âìåñòî âñåõ áóêâ,
êðîìå x, ìû ïîëó÷èì, ÷òî S óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn = 1 äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî n. Íî òîãäà â varS âûïîëíåíî òîæäåñòâî x = xn+1

, à çíà÷èò

ìíîãîîáðàçèå varS ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè 1. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2,

îíî êîììóòàòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, è ýïèãðóïïà S áóäåò êîììóòàòèâíîé.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâà u è v çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå áóêâ.

Åñëè íè îäíî èç ýòèõ ñëîâ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî u = 0 = v â F . Áåç
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îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî u ëèíåéíî. Åñëè ñëîâî v
òàêæå ëèíåéíî, òî u = v � ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæäåñòâî. Âñÿêàÿ ýïèãðóïïà

ñ åäèíèöåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîìó òîæäåñòâó, êîììóòàòèâíà.

Ïóñòü, íàêîíåö, ñëîâî v íå ëèíåéíî, ò. å. ñóùåñòâóåò áóêâà x, âõîäÿùàÿ â

çàïèñü v áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîäñòàâëÿÿ â òîæäåñòâî u = v åäèíèöó âìåñòî

âñåõ áóêâ, êðîìå x, ìû ïîëó÷èì, ÷òî varS óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xm = x
äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Êàê è âûøå, èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî ýïèãðóïïà S
êîììóòàòèâíà.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñëîâî v ñîäåðæèò îïåðàöèþ ïñåâäî-

îáðàùåíèÿ. Â ñèëó ëåììû 1.4, â ýòîì ñëó÷àå v = 0 â ëþáîì íèëüìíîãîîá-

ðàçèè. Åñëè ñëîâî u íå ëèíåéíî, òî u = 0 = v â F . Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî u ëèíåéíî, ò. å. ñîâïàäàåò ñî ñëîâîì x1x2 · · ·xn äëÿ íåêîòîðîãî

n. Â ëþáîé íèëüïîëóãðóïïå èç V âûïîëíåíû òîæäåñòâà x1x2 · · ·xn = v = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, V íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèÿ C2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4 âûòåêà-
åò, ÷òî V ⊇ L3. Ïîñêîëüêó ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ V ñëàáî

ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî V íå ñîäåðæèò

ìíîãîîáðàçèé P è

←−
P . Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ýïèãðóïïà S

âïîëíå ðåãóëÿðíà. Âíîâü èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî ýòà ýïèãðóïïà êîììó-

òàòèâíà.

Ëåììà 2.4. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êî-

òîðîãî ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, è V =M∨N , ãäåM � ìíîãî-

îáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå, òî

ëèáî M⊆ SL, ëèáî N ⊆ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N * Q. Â ñèëó ëåììû 2.3 ìíîãîîáðà-

çèå M êîììóòàòèâíî. Èç ëåììû 1.10 âûòåêàåò, ÷òî M = G ∨ Cm äëÿ íåêî-

òîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G è íåêîòîðîãî m ≥ 0. Ìíîãîîáðà-

çèå Cm ∨ N ïåðèîäè÷íî, è ïîòîìó åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîá-

ðàçèå ïîëóãðóïï. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [5, 13, 20℄ âûòåêàåò, ÷òî ïðè m > 1
ðåøåòêà L(Cm ∨ N ) íå ÿâëÿåòñÿ íè ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíîé ââåðõ, íè ñëà-

áî ïîëóìîäóëÿðíîé âíèç. Ñëåäîâàòåëüíî, m ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå G íåòðèâèàëüíî. Òîãäà G ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï H. Ìíîãîîáðàçèå H ∨N ïåðèîäè÷íî, è ïîòîìó

åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Èç ðåçóëüòàòîâ ðà-

áîò [5, 13, 20℄ âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêà L(H ∨N ) íå ÿâëÿåòñÿ íè ñëàáî ïîëó-

ìîäóëÿðíîé ââåðõ, íè ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíîé âíèç. Ñëåäîâàòåëüíî, G = T , è
ïîòîìóM = G ∨ Cm ⊆ C1 = SL.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå èìïëèêàöèé à)−→ ç) è á)−→ ç)

òåîðåìû 1 è èìïëèêàöèè à)−→ á) òåîðåìû 2. Ïóñòü V � íåïåðèîäè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðîãî

ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç. Â ñèëó ëåììû 2.2, âñÿêîå ñîäåðæà-

ùååñÿ â V ìíîãîîáðàçèå ñòóïåíè ≤ 2 êîììóòàòèâíî. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà-
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÷àåò, ÷òî V íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé LZ,RZ,P è

←−
P . Â ñèëó ïðåäëîæå-

íèÿ 1.2, V =M∨N , ãäå M � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýïèãðóïïîé ñ

åäèíèöåé, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå. Â ñèëó ëåììû 2.3, ìíîãîîáðàçèå M
êîììóòàòèâíî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.10, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M = G ∨ Cm äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G è íåêîòîðîãî m ≥ 0. Ïðè ýòîì

G = AG, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèåM, à çíà÷èò è ìíîãîîá-

ðàçèå V =M∨N , ïåðèîäè÷íî. Ìíîãîîáðàçèå Cm∨N ïåðèîäè÷íî. Ïîëîæèì

N ′ = Nil(C
m
∨N ). ßñíî, ÷òî V =M∨N ′

. Â ñèëó ëåììû 2.4, ëèáîM⊆ SL,
ëèáî N ′ ⊆ Q. Íî ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîá-

ðàçèå V =M∨N ′
áûëî áû ïåðèîäè÷åñêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, N ′ ⊆ Q. ßñíî,

÷òî Dm = Nil(Cm) ⊆ N
′ ⊆ Q. Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, Dm * Q ïðè m > 2, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî m ≤ 2. Êðîìå òîãî, N ⊆ N ′ ⊆ Q, ò. å. N óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì (0.1), à èç ëåììû 1.13 âûòåêàåò, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà

(0.2), ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3). Òàêèì îáðàçîì, V óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ç) òåîðåìû 1. Èìïëèêàöèè à)−→ ç) è á)−→ ç) òåîðåìû 1 äîêàçàíû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðåøåòêà L(V) äèñòðèáóòèâíà. Â ñèëó ñêàçàí-

íîãî âûøå, V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à N óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì (0.1). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåòêà L(N ) äèñòðèáóòèâíà. Ïîýòîìó èç ëåì-

ìû 1.14 âûòåêàåò, ÷òî â N âûïîëíåíî òîæäåñòâî âèäà (0.5), ãäå π � îäíà èç

ïåðåñòàíîâîê (0.6). Òàêèì îáðàçîì, V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ á) òåîðåìû 2.

Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè èìïëèêàöèþ à)−→ á) òåîðåìû 2.

2◦. Èìïëèêàöèè ç)−→æ) òåîðåìû 1 è á)−→ à) òåîðåìû 2. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 1.3, ðåøåòêà L(AG ∨ C2 ∨ Q) èçîìîð�íà ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-

íèþ ðåøåòîê L(AG) è L(C2 ∨ Q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C3 3-ýëåìåíòíóþ öåïü

T ⊂ SL ⊂ C2. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå C2 ∨ Q ïåðèîäè÷íî, îíî ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Êàê ïîêàçàíî â [16, ëåììà 3℄ (à

òàêæå â [77, ëåììà 7℄), ðåøåòêà L(C2∨Q) èçîìîð�íà ïîäïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ ðåøåòîê C3 è L(Q). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêà L(AG ∨ C2∨Q)
èçîìîð�íî âêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåòêè L(AG), 3-ýëåìåíò-
íîé öåïè è ðåøåòêè L(Q). Îáùåèçâåñòíî, ÷òî ðåøåòêà L(AG) äèñòðèáóòèâ-
íà. Èç ëåììû 1.13 òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ æ) òåîðåìû 1, òî L(V) ∈M4,3. Ìû äîêàçàëè èì-

ïëèêàöèþ ç)−→æ) òåîðåìû 1. Àíàëîãè÷íî, ññûëêà íà ëåììó 1.14 çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè á)−→ à) òåîðåìû 2.

3◦. Èìïëèêàöèè ç)−→ è) òåîðåìû 1 è á)−→ â) òåîðåìû 2. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à ìíîãîîáðàçèå N óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâàì (0.1) è (0.2), ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3). Â ñèëó

ëåììû 1.2, ìíîãîîáðàçèå AG óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (1.1), ìíîãîîáðàçèå

C2 � òîæäåñòâó x = x2
, à ìíîãîîáðàçèå N � òîæäåñòâó (1.3). Ó÷èòûâàÿ

åùå, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ AG è C2 êîììóòàòèâíû, à C2, êðîìå òîãî, óäîâëåòâî-
ðÿåò òîæäåñòâó x2 = x3

, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì èç ìíîãîîá-

ðàçèé AG, C2 è N , à çíà÷èò è â V, âûïîëíåíû òîæäåñòâà (1.6). Êðîìå òîãî,
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ÿñíî, ÷òî âñÿêîå ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå â N , âûïîëíåíî
è â V. Ñëåäîâàòåëüíî, V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà (0.2), ãäå π � îäíà

èç ïåðåñòàíîâîê (0.3). Ìû äîêàçàëè, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

(0.4). Ýòî äîêàçûâàåò èìïëèêàöèþ ç)−→ è) òåîðåìû 1. Èìïëèêàöèÿ á)−→ â)

òåîðåìû 2 ïðîâåðÿåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî.

4◦. Èìïëèêàöèè è)−→ ç) òåîðåìû 1 è â)−→ á) òåîðåìû 2. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ (0.4). Â ñèëó

ïï. (i) è (iv) è äâîéñòâåííûõ óòâåðæäåíèé, ýòà ñèñòåìà íå âûïîëíåíà â ìíî-

ãîîáðàçèÿõ LZ, RZ , P è

←−
P . Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíî èç ýòèõ ÷åòûðåõ ìíîãî-

îáðàçèé íå ñîäåðæèòñÿ â V. Êðîìå òîãî, âñå ýïèãðóïïû ñ åäèíèöåé â V êîì-

ìóòàòèâíû, ïîñêîëüêó â ñèñòåìó òîæäåñòâ (0.4) âõîäèò ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæ-

äåñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è ëåììû 1.10 âûòåêàåò, ÷òî V = G ∨ Cm ∨N äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G, íåêîòîðîãî m ≥ 0 è íåêîòîðî-

ãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ N . Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå V íåïåðèîäè÷íî, G = AG.
Äàëåå, ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2y = x 2y . Êàê óæå îòìå-
÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.12, ýòî òîæäåñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ â ìíî-

ãîîáðàçèè Cm ïðè m > 2. Ñëåäîâàòåëüíî, m ≤ 2. Íàêîíåö, èç âûïîëíèìîñòè
â V ñèñòåìû òîæäåñòâ (0.4) è ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (0.1), à âûïîëíèìîñòü â íåì òîæäåñòâà âèäà (0.2),

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3), âûòåêàåò èç âûïîëíèìîñòè òîæäåñòâà

òàêîãî âèäà â V. Ñëåäîâàòåëüíî, V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ç) òåîðåìû 1. Ìû

äîêàçàëè èìïëèêàöèþ è)−→ ç) òåîðåìû 1. Èìïëèêàöèÿ â)−→ á) òåîðåìû 2

ïðîâåðÿåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìû 1 è 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.

2.2. Ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìû 1 è 2 îòíîñÿòñÿ ê íåïåðèîäè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì ýïèãðóïï. Â

ýòîì ïóíêòå óêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ýòèõ òåîðåì è ðåçóëüòàòîâ

ðàáîò [5,13,20℄, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ýïèãðóïïîâûì ìíîãîîáðàçèÿì.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ñòóïåíè > 2:

à) óñëîâèÿ à), â), ä), å) è æ) òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíû;

á) óñëîâèÿ á) è ã) òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïîñêîëüêó èìïëèêàöèè æ)−→ å)−→ ä)−→ â)−→ à)

î÷åâèäíû, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèþ à)−→æ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíà ëå-

æèò âM4,3. Â ñèëó òåîðåìû 1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V ïåðèîäè÷-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï.

Èç [5, òåîðåìà 2℄ è [13, ñëåäñòâèå 6.2℄ âûòåêàåò, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå V
êîìáèíàòîðíî, òî L(V) ∈ M4,3. Åñëè æå V íå êîìáèíàòîðíî, òî, ñ ó÷åòîì
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òîãî, ÷òî V � ìíîãîîáðàçèå ñòóïåíè > 2, èç [5, òåîðåìà 2℄ âûòåêàåò, ÷òî

V óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ¾ïåðèîäè÷åñêîìó àíàëîãó¿ óñëîâèÿ ç) òåîðå-

ìû 1: V = G ∨ Cm∨N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï,

0 ≤ m ≤ 2, à N � ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâàì (0.1) è (0.2),

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (0.3). Ïîëîæèì W = AG ∨ Cm ∨ N . Â ñèëó

òåîðåìû 1, L(W) ∈M4,3. Ïîñêîëüêó V ⊆ W , ïîëó÷àåì, ÷òî L(V) ∈M4,3.

á) Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íàäî

òîëüêî ññûëàòüñÿ íà òåîðåìó 3 ðàáîòû [5℄ âìåñòî òåîðåìû 2 ýòîé ðàáîòû.

Ñðàâíåíèå òåîðåì 2 è 3 ðàáîòû [5℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ à) è á) òåîðå-

ìû 1 äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñòóïåíè > 2 íå ýêâèâàëåíòíû.
Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèå 2.1 íåëüçÿ óñèëèòü, çàìåíèâ â åãî �îðìóëèðîâêå

ìíîãîîáðàçèå M4,3 êàêèì-ëèáî åãî ñîáñòâåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì: èñïîëü-

çóÿ òåîðåìó 1 è ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7℄, ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû ìíîãîîáðà-

çèé ýïèãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ ìîäóëÿðíà, íî íå ïðèíàä-

ëåæèò íèêàêîìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ ìíîãîîáðàçèÿ M4,3.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2. Åñëè ðå-

øåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, òî îíà ïðèíàäëåæèò

ìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó íåêîòîðîé êîíå÷íîé ðåøåòêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîãîîáðàçèå V íå ïåðèîäè÷íî, òî L(V) ∈M4,3 â ñè-

ëó òåîðåìû 1, à åñëè ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ, òî òîò æå

âûâîä âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V
ïåðèîäè÷íî è ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà âíèç, íî íå ñëàáî ïîëó-

ìîäóëÿðíà ââåðõ. Èç òåîðåì 2 è 3 ðàáîòû [5℄ âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ìíîãîîáðàçèå V êîìáèíàòîðíî. Òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå íåïîñðåäñòâåííî âû-

òåêàåò òåïåðü èç [13, ñëåäñòâèå 6.3℄.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ðåøåòêà ïîðîæäàåò íàñëåäñòâåííî

êîíå÷íî áàçèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåòîê [53℄. Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 2.2

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2. Åñëè ðå-

øåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, òî îíà èìååò êîíå÷íûé

áàçèñ òîæäåñòâ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï âû-

òåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [15,16℄, à äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ �

èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2, à L �

íåòðèâèàëüíîå êâàçèìíîãîîîáðàçèå ìîäóëÿðíûõ ðåøåòîê, òî L(V) ∈ L òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ

ãðóïï, 0 ≤ m ≤ 2, ìíîãîîáðàçèå N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (0.1) è

L(N ) ∈ L.
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Íèëüìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ ïðè-

íàäëåæèò ïðîèçâîëüíîìó íàïåðåä çàäàííîìó êâàçèìíîãîîáðàçèþ ìîäóëÿð-

íûõ ðåøåòîê L, ïîëíîñòüþ îïèñàíû â ðàáîòå [7℄. Òàêèì îáðàçîì, ñëåä-

ñòâèå 2.4 �àêòè÷åñêè äàåò îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2
ñ òåì æå ñâîéñòâîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è n îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk ðåøåò-

êó, ñîñòîÿùóþ èç íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ è k àòîìîâ, à ÷åðåç
Mk,n � ðåøåòêó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 6. Ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåòîê, ïîðîæ-

äåííûå ðåøåòêàìè Mk è Mk,n, îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk è Mk,n ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê íåîäíîýëåìåíòíûõ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ

ïîäðåøåòîê ðåøåòêè M4,3 èñ÷åðïûâàåòñÿ 2-ýëåìåíòíîé öåïüþ è ðåøåòêàìè

M3, M4, M3,3 è M4,3. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèÿ M4,3

èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 7, ãäå ÷åðåç T è DIS îáîçíà÷åíû òðèâè-

àëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðåøåòîê è ìíîãîîáðàçèå âñåõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê

ñîîòâåòñòâåííî.

❅
❅
❅
❅

�
�
�
�
�
�
�
�

❆
❆
❆
❆

✁
✁
✁
✁

�
�
�
�
�
�
�
�❅

❅
❅
❅

❆
❆
❆
❆

✁
✁
✁
✁❅

❅
❅
❅

s s

s

s

s s

s

s

s

s

. . . . . .

. . . . . .

︸ ︷︷ ︸

k ýëåìåíòîâ

︸ ︷︷ ︸

n ýëåìåíòîâ

❅
❅❅

�
��

�
��

❅
❅❅s

s

s

s

s

s

s

DIS

M3

M3,3M4

M4,3

T

�èñ. 6: ðåøåòêà Mk,n �èñ. 7: ðåøåòêà L(M4,3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C2 2-ýëåìåíòíóþ öåïü. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ðåøåò-

êè [êâàçè℄ýêâàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ïîðîæäàþò îäíî è òî æå

[êâàçè℄ìíîãîîáðàçèå ðåøåòîê. Èç ñëåäñòâèÿ 2.4 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7℄ âû-

òåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.5. Åñëè V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2 ñ ìîäóëÿðíîé
ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé, òî ðåøåòêà L(V) [êâàçè℄ýêâàöèîíàëüíî ýêâèâà-
ëåíòíà îäíîé èç ðåøåòîê C2,M3,M4,M3,3,M4 ×M3,3 è M4,3.
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� 3. Ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû

Ýòîò ïàðàãðà� äåëèòñÿ íà ñåìü ïóíêòîâ. Ïÿòü èç íèõ (ïï. 3.1�3.3, 3.6 è 3.7)

ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 3�7. Áîëåå òî÷íî, â ïï. 3.1, 3.2, 3.3, 3.6 è

3.7 äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 7, 6, 5, 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö, ïï. 3.4 è

3.5 ïîñâÿùåíû ïðèëîæåíèÿì òåîðåìû 5.

3.1. Âåðõíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 7. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1. Åñëè ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿ-

åòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî V êîììóòàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1.3, èìååì V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå
G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, m ≥ 0, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå. Åñ-

ëè deg(V) ≤ 2, òî N ⊆ ZM è óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü

deg(V) > 2.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.4, V ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå L3. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç G ′ íåêîòîðîå íåàáåëåâî ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Åñëè V ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷-
íî, òî êàæäàÿ ãðóïïà â V àáåëåâà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå (G ′∧V)∨L3

êîììóòàòèâíî. Ïîñêîëüêó L3 ⊆ V, à ìíîãîîáðàçèå V âåðõíåìîäóëÿðíî,

(G ′ ∧ V) ∨ L3 = (G ′ ∨ L3) ∧ V.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå (G ′ ∨ L3) ∧ V êîììóòàòèâíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ñóùåñòâóåò âûâîä òîæäåñòâà xy = yx èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé G ′ ∨ L3 è

V. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ñëîâî v òàêîå, ÷òî v 6≡ xy è òîæäåñòâî xy = v
âûïîëíåíî â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé G ′ ∨L3 èëè V. Èç ï. (i) è (iii) ëåììû 1.7

ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó xy = v ëèáî êîììó-
òàòèâíî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè ≤ 2. Ìíîãîîáðàçèå G ′∨L3 íå

êîììóòàòèâíî (ïîòîìó ÷òî G ′ íåàáåëåâî) è íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòó-

ïåíè ≤ 2 (ïîòîìó ÷òî deg(L3) > 2). Ïîñêîëüêó deg(V) > 2, ïîëó÷àåì, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå V êîììóòàòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû âî ìíîãîì, ìåñòàìè äîñëîâíî, ïîâòî-

ðÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 ñòàòüè [71℄ (ïðè

îäíîì ñóùåñòâåííîì îòëè÷èè, î êîòîðîì áóäåò ñêàçàíî íèæå).

Ëåììà 3.2. Åñëè ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿ-

åòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî êàæäàÿ íèëüïîëó-

ãðóïïà â V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (0.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, V êîììóòàòèâíî. Åñëè âñå íèëüïîëó-

ãðóïïû â V îäíîýëåìåíòíû, òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî V ñîäåðæèò íåîäíîýëåìåíòíóþ íèëüïîëóãðóïïó N . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç N ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýòîé íèëüïîëóãðóïïîé. Î÷åâèäíî,
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÷òî N êîììóòàòèâíî è ZM ⊆ N . Ïîêàæåì, ÷òî N óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâàì (0.7).

Ïîëîæèì

I = var{x2y = xy2, xy = yx, x2yz = 0} è N ′ = N ∧ I.

Î÷åâèäíî, ÷òî ZM ⊆ I, à çíà÷èò ZM ⊆ N ′
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëóãðóïïîâîãî àíàëîãà ëåììû 3.2 (ñì. ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ ÷àñòü â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 1.1 ñòàòüè [71℄) áàçè-

ðóåòñÿ íà óñòàíîâëåííîì òàì �àêòå ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï

X òàêîãî, ÷òî:

(i) (X ∨N ′) ∧ V ⊆ I;

(ii) åñëè v ∈ {x2y, xyx, yx2} è w ∈ {xy2, yxy, y2x}, òî òîæäåñòâî v = w íå

âûïîëíÿåòñÿ â X .

Â [71℄ ðîëü X èãðàåò íåêîòîðîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Çäåñü

íàì ñëåäóåò âçÿòü äðóãîå X . À èìåííî, ïîëîæèì X = LZM∨RZM, ãäå

LZM = var{xyz = xy}, à RZM = var{xyz = yz}.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ X âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ (i) è (ii). Ìíî-

ãîîáðàçèå X óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xyzxy = xy. Èç ëåììû 1.6(ii) ñëåäóåò,

÷òî SL * X . Êðîìå òîãî, ïîäñòàâëÿÿ 1 âìåñòî x è y â òîæäåñòâî xyzxy = xy,
ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ãðóïïû â X îäíîýëåìåíòíû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ

êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà â X ÿâëÿåòñÿ íèëüïîëóãðóïïîé. Äàëåå, X óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó xy = (xy)2, è ïîòîìó, â ñèëó ëåììû 1.7(ii), âñå íèëüïîëó-

ãðóïïû èç X ëåæàò â ZM. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå X ∧ V êîììóòàòèâíî,

X ∧ V ⊆ ZM. Ìíîãîîáðàçèå V âåðõíåìîäóëÿðíî è N ′ ⊆ V. Ñëåäîâàòåëüíî,

(X ∨N ′) ∧ V = (X ∧ V) ∨ N ′ ⊆ ZM∨N ′ = N ′ ⊆ I.

Ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå (i). Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå (ii). Î÷åâèäíî, ÷òî X
óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó òîæäåñòâó v = w òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñëîâà v è w èìåþò îäèíàêîâûé ïðå�èêñ äëèíû 2 è îäèíàêîâûé ñó��èêñ

äëèíû 2. ßñíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè v ∈ {x2y, xyx, yx2} è
w ∈ {xy2, yxy, y2x}.

Èòàê, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii). Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, äîêàçà-

òåëüñòâî ëåììû ìîæíî çàâåðøèòü äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ïîñëåäíåãî àáçà-

öà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 ñòàòüè [71℄.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó òåîðåìû 2 èç [75℄.
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Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè íèëüìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï X óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì (0.7) è xy = yx, òî X ÿâëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåí-

òîì ðåøåòêè EPI.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñì., íàïðèìåð, [75, ëåììà 2.7℄), ÷òî X
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2yz = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X ⊆ I. Ïîëîæèì

U = {x2, x3, x2y, x1x2 · · ·xn | n ∈ N}.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ I ìîæåò áûòü çàäà-

íî âíóòðè I òîëüêî òîæäåñòâàìè âèäà u = v èëè u = 0, ãäå u, v ∈ U . Â
ñèëó ëåììû 1.7, åñëè u, v ∈ U è u 6≡ v, òî òîæäåñòâî u = v âëå÷åò â ìíîãî-

îáðàçèè I òîæäåñòâî u = 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåòêà L(I) èìååò âèä,

èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8, ãäå

In = var{x2yz = x1x2 · · ·xn = 0, x2y = xy2, xy = yx}, ãäå n ≥ 4,

J = var{x2yz = x3 = 0, x2y = xy2, xy = yx},

Jn = var{x2yz = x3 = x1x2 · · ·xn = 0, x2y = xy2, xy = yx}, ãäå n ≥ 4,

K = var{x2y = 0, xy = yx},

Kn = var{x2y = x1x2 · · ·xn = 0, xy = yx}, ãäå n ≥ 3,

L = var{x2 = 0, xy = yx},

à Ln � ìíîãîîáðàçèÿ, ââåäåííûå â ï. 1.6.

Ïóñòü X ⊆ I. Íàì òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè Y ⊆ X , à Z � ïðîèçâîëü-

íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (Z∨Y)∧X = (Z∧X )∨Y .
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ìíîãîîáðàçèÿ I, îáîçíà÷èì ÷åðåç

M∗
íàèìåíüøåå èç ìíîãîîáðàçèé I,J ,K è L, ñîäåðæàùåå M. Ëåãêî çà-

ìåòèòü, ÷òî åñëè M1,M2 ⊆ I, òî M1 = M2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

deg(M1) = deg(M2) è M∗
1 = M∗

2. Òàêèì îáðàçîì íàì ñëåäóåò ïðîâåðèòü

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ ðàâåíñòâ:

deg
(
(Z ∨ Y) ∧ X

)
= deg

(
(Z ∧ X ) ∨ Y

)
, (3.1)

(
(Z ∨ Y) ∧ X

)∗
=

(
(Z ∧ X ) ∨ Y

)∗
. (3.2)

�àâåíñòâî (3.1). Ïîëîæèì deg(X ) = k, deg(Y) = ℓ è deg(Z) = m. Èç
ñëåäñòâèé 1.4 è 1.5 âûòåêàåò, ÷òî

deg
(
(Z ∨ Y) ∧ X

)
= min

{
max{m, ℓ}, k

}
,

deg
(
(Z ∧ X ) ∨ Y

)
= max

{
min{m, k}, ℓ

}
.

ßñíî, ÷òî ℓ ≤ k, ïîñêîëüêó Y ⊆ X . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåòêà íàòóðàëüíûõ

÷èñåë ñ îïåðàöèÿìè min è max äèñòðèáóòèâíà, ïîëó÷àåì, ÷òî

deg
(
(Z ∨ Y) ∧ X

)
= min

{
max{m, ℓ}, k

}
= max

{
min{m, k},min{ℓ, k}

}

= max
{
min{m, k}, ℓ

}
= deg

(
(Z ∧ X ) ∨ Y

)
.
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�èñ. 8: ðåøåòêà L(I)

�àâåíñòâî (3.1) äîêàçàíî.

�àâåíñòâî (3.2). ßñíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óò-

âåðæäåíèþ: åñëè u � îäíî èç ñëîâ x3
, x2y èëè x2

, òî ìíîãîîáðàçèå (Z∨Y)∧X
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîìó òîæäåñòâó
óäîâëåòâîðÿåò (Z ∨ Y) ∧ Y . Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè òîæäåñòâî

u = 0 âûïîëíåíî â (Z ∧X )∨Y , òî îíî âûïîëíåíî è â (Z ∨Y)∧X , ïîñêîëüêó
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà

äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: u ≡ xn
, ãäå n ∈ {2, 3}. Òîæäåñòâî

xn = 0 (3.3)

âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè (Z ∧X )∨Y . Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíî âûïîëíåíî â Y è

ñóùåñòâóåò âûâîä òîæäåñòâà ýòîãî òîæäåñòâà èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Z
è X . Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ñëîâî v òàêîå, ÷òî v 6≡ xn

è xn = v âûïîëíåíî
ëèáî â Z, ëèáî X . Åñëè xn = v â X , òî ñîãëàñíî ïï. (i) è (ii) ëåììû 1.7, â X âû-

ïîëíåíî òîæäåñòâî (3.3). À çíà÷èò, ýòî òîæäåñòâî âûïîëíåíî è â (Z∨Y)∧X .
Ïóñòü òåïåðü xn = v â Z. Ñëó÷àé, êîãäà v ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ñëîâîì,

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìî-

ñòè â òåîðåìå 2 ðàáîòû [75℄. Ïóñòü òåïåðü v íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ñëî-

âîì. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4, òîæäåñòâî v = 0 âûïîëíåíî â X , à çíà÷èò è â Y . Íî
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òîãäà xn = 0 = v â Y . ßñíî, ÷òî xn = v â Z ∨ Y . Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn
, v, 0 ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì òîæäåñòâà (3.3) èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Z ∨ Y

è X . Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî (3.3) âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè (Z ∨Y)∧X .

Ñëó÷àé 2: u ≡ x2y. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî òîæäåñòâî (0.8) âûïîëíåíî
â (Z ∨ Y) ∧ X . Ïîëîæèì

W = {x2y, xyx, yx2, y2x, yxy, xy2}.

Ìíîãîîáðàçèå (Z ∨ Y) ∧ X êîììóòàòèâíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü, ÷òî â (Z ∨ Y) ∧ X âûïîëíåíî òîæäåñòâî âèäà w = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
w ∈ W . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, òîæäåñòâî (0.8) âûïîëíåíî â (Z ∧X )∨Y .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî òîæäåñòâî (0.8) âûïîëíåíî â Y è ñóùåñòâóåò âûâîä ýòîãî

òîæäåñòâà èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé X è Z. Ïóñòü x2y ≡ u0, u1, . . . , un, 0 �
ýòîò âûâîä. Â ñëó÷àå, êîãäà un ∈ W , äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 2 ñòàòüè [75℄.

Ïóñòü òåïåðü un /∈ W . Ïîñêîëüêó u0 ∈ W , òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ i > 0
òàêîé, ÷òî ui−1 ∈ W , à ui /∈ W . Òîæäåñòâî ui−1 = ui âûïîëíåíî â îäíîì

èç ìíîãîîáðàçèé Z èëè X . Åñëè îíî âûïîëíåíî â X , òî X óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó ui−1 = 0 (â ñëó÷àå, êîãäà ui � ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, ýòî ñëåäóåò èç

ëåììû 2.5 ðàáîòû [75℄, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � èç ëåììû 1.4). Òàêèì îáðàçîì,

òîæäåñòâî ui−1 = 0 âûïîëíåíî â (Z ∨ Y) ∧ X . Ïîñêîëüêó ui−1 ∈ W , ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òîæäåñòâî ui−1 = ui âûïîëíåíî â Z. Åñëè ui �

ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, òî ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíûì

ïîâòîðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè â òåî-

ðåìå 2 ñòàòüè [75℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ui íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ñëî-

âîì. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4, Y óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ui = 0. Òàêèì îáðàçîì,

ui−1 = ui â Y , à çíà÷èò è â Z∨Y . Ñîãëàñíî ëåììå 1.4, òîæäåñòâî ui = 0 âûïîë-
íåíî â X . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ui−1, ui, 0 � âûâîä òîæäåñòâà ui−1 = 0 èç òîæäåñòâ
ìíîãîîáðàçèé Z ∨ Y è X . Òàêèì îáðàçîì, òîæäåñòâî ui−1 = 0 âûïîëíåíî â

(Z ∨ Y) ∧ X .
Ïðåäëîæåíèå 3.1 äîêàçàíî.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü V � ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå âåðõíåìîäóëÿðíîå

ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3, V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G �

ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, m ≥ 0, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå. Èç ëåìì 3.1

è 3.2 âûòåêàåò, ÷òî N êîììóòàòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (0.7). Îò-

ìåòèì, ÷òî Cm ñîäåðæèò íèëüìíîãîîáðàçèå Dm, êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó (0.7) ïðè m ≥ 3. Çíà÷èò m ≤ 2. Åñëè N óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-

ñòâó (0.8), òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 7. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,

÷òî òîæäåñòâî (0.8) íå âûïîëíåíî â N . Ñîãëàñíî [15, ëåììà 7℄, N ñîäåðæèò

ìíîãîîáðàçèå J . Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî G = T è m ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì,
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íàïðîòèâ, ÷òî ëèáî G 6= T , ëèáîm ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå V ñîäåðæèò ìíîãîîáðà-
çèå âèäà X ∨J , ãäå X � ëèáî íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï,

ëèáî C2. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.9, ïîëó÷àåì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå

M ïîðîæäàåòñÿ ýïèãðóïïîé ñ åäèíèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X óäîâëåòâîðÿ-

åò òîæäåñòâó (0.7). Ïîäñòàâëÿÿ 1 âìåñòî y â ýòî òîæäåñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî

x2 = x â X . Íî ýòî òîæäåñòâî íå âûïîëíåíî íè â íåòðèâèàëüíîì ìíîãîîáðà-

çèè ãðóïï, íè â ìíîãîîáðàçèè C2. Ñîãëàñíî [15, ëåììà 8℄, îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî òîæäåñòâî (0.7) íå âûïîëíåíî íè â êàêîé íèëüïîëóãðóïïå â X ∨ J , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) òåîðåìû 7, òî âåðõíÿÿ

ìîäóëÿðíîñòü V ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è ëåììû 1.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (ii). Äðóãèìè ñëîâàìè, V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G �

ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, 0 ≤ m ≤ 2, à N � êîììóòàòèâíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ýïèãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó (0.8). Ïóñòü Y ⊆ V. Ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï Z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Z ∨ Y) ∧ V = (Z ∧ V) ∨ Y .

Â ñèëó ëåììû 1.9, Cm = varC1
m. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â äîêàçàòåëü-

ñòâå ëåììû 1.10, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï X ìíîæåñòâî

{
k ∈ N ∪ {0} | C1

k ∈ X
}
èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî ÷å-

ðåç m(X ) è ïîëîæèì C(X ) = Cm(X ). ßñíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ (Z ∨ Y) ∧ Y è

(Z ∧ V) ∨ Y êîììóòàòèâíû. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 è ëåììå 1.10, äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ òðåõ ðàâåíñòâ:

Gr
(
(Z ∨ Y) ∧ V

)
= Gr

(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
, (3.4)

C
(
(Z ∨ Y) ∧ Y

)
= C

(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
, (3.5)

Nil
(
(Z ∨ Y) ∧ Y

)
= Nil

(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
. (3.6)

�àâåíñòâî (3.4). Åñëè G � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï, îáîçíà-

÷èì ÷åðåç exp(G) ýêñïîíåíòó G, ò. å. íàèìåíüøåå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî G óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x = xn+1
. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï

G ïîëîæèì exp(G) = ∞. Êàê îáû÷íî, ÷åðåç ÍÎÊ{m,n} [ñîîòâåòñòâåííî

ÍÎÄ{m,n}℄ îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå [íàèáîëüøèé îáùèé äå-

ëèòåëü℄ ÷èñåë m è n. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî

∞ äåëèòñÿ íà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ÍÎÄ{n,∞} = n è

ÍÎÊ{n,∞} = ∞ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n. Áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

òàêæå, ÷òî ÍÎÄ{∞,∞} = ÍÎÊ{∞,∞} =∞. Ïîëîæèì

G1 = Gr((Z ∨ Y) ∧ V) è G2 = Gr((Z ∧ V) ∨ Y).

Ïîñêîëüêó G1,G2 ⊆ V, òî G1 è G2 � ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (3.4) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî exp(G1) = exp(G2).
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Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 1.2 â [71℄.

�àâåíñòâî (3.5). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèm ≥ 3 òîæäåñòâî (0.8) íå âûïîëíåíî â
ìíîãîîáðàçèè Nil(Cm) = Dm. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.5)

ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì Ck äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ k ≤ 2. Äàëüíåéøèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà (4.2) â [71℄.

�àâåíñòâî (3.6). Ìíîãîîáðàçèÿ G, C2 èN óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó x2y =
x 2y. Ñîãëàñíî ëåììå 1.4, Nil(V) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (0.8). Ëåãêî çàìå-

òèòü (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 8), ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (3.6) äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ:

(i) deg
(
(Z ∨ Y) ∧ V

)
= deg

(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
;

(ii) ìíîãîîáðàçèå Nil
(
(Z ∨ Y) ∧ V

)
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (1.7) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîìó òîæäåñòâó óäîâëåòâîðÿåò ìíîãîîáðàçèå

Nil
(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
.

Óòâåðæäåíèå (i) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ðà-

âåíñòâà (4.3) â [71℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 1.4, ñëåäñòâèÿ 1.5 è ñëåä-

ñòâèÿ 1.6 äèññåðòàöèè âìåñòî ïðåäëîæåíèÿ 2.11, ëåììû 2.13 è ëåììû 2.12

ðàáîòû [71℄ ñîîòâåòñòâåííî.

×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå (ii) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

Nil
(
(Z ∨ Y) ∧ V

)
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (1.7), åñëè ýòîìó òîæäåñòâó óäî-

âëåòâîðÿåò ìíîãîîáðàçèå Nil
(
(Z ∧V)∨Y

)
(îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîæäåñòâî (1.7) âûïîëíåíî â Nil
(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
. Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1.3, ìíîãîîáðàçèå (Z ∧ V) ∨ Y åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿ ãðóïï, ìíîãîîáðàçèÿ Cm äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 0 è ìíîãîîáðàçèÿ

Nil
(
(Z ∧ V) ∨ Y

)
. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m ≤ 2, ïîñêîëüêó (Z ∧ V) ∨ Y ⊆ V.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (Z ∧V)∨Y óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x2 = x 2
.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî òîæäåñòâî âûïîëíåíî â Z ∧ V. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
âûâîä òîæäåñòâà x2 = x 2

èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Z è V. Â ÷àñòíîñòè,

îäíî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà

x2 = u. Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû èç äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (4.6) â [71℄, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

òîæäåñòâî (1.7) âûïîëíåíî â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé Nil(Z) è Nil(V). Ýòîò
�àêò ñëåäóåò èç ëåììû 1.7, åñëè u � ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, è èç ëåììû 1.4 â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

Óêàæåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç ýòîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïåðèîäè÷åñêîå ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ïî-

ëóãðóïï V ÿâëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêå SEM òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà V � âåðõíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò â ðåøåòêå EPI.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü V � ïåðèîäè÷åñêîå ñòðîãî ïåðåñòà-

íîâî÷íîå âåðõíåìîäóëÿðíîå â SEM ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 1.3, V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ

ãðóïï, m ≥ 0, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå. Ñîãëàñíî [71, òåîðåìà 1.1℄, åñëè ñîá-

ñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï X âåðõíåìîäóëÿðíî â SEM è Y � íèëü-

ïîäìíîãîîáðàçèå â X , òî Y êîììóòàòèâíî. Òàêèì îáðàçîì, N êîììóòàòèâíî.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî V òàêæå êîììóòàòèâíî. Èç [71, òåîðåìà 1.2℄ âûòåêàåò òåïåðü,
÷òî V óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (i) èëè (ii) òåîðåìû 7. À çíà÷èò, ìíî-

ãîîáðàçèå V âåðõíåìîäóëÿðíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷-

íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V âåðõíåìîäóëÿðíî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7, V óäî-

âëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (i) è (ii) ýòîé òåîðåìû, ïðè÷åì èç ïåðèîäè÷íî-

ñòè ìíîãîîáðàçèÿ V âûòåêàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå G èç óñëîâèÿ (ii) � ïåðèîäè-

÷åñêîå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç [71, òåîðåìà 1.2℄ ñëåäóåò, ÷òî V âåðõíåìîäóëÿðíî

â SEM.

Èç òåîðåìû 7 è ïðåäëîæåíèÿ 1.7 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.2. Âñÿêîå êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùå-

åñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, ÿâëÿåòñÿ è âåðõíåìîäóëÿðíûì

ýëåìåíòîì ýòîé ðåøåòêè.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî ðåøåòêà L(V) äèñ-
òðèáóòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (i) òåîðåìû 7, òî ìíîãîîá-

ðàçèå V � ïåðèîäè÷åñêîå, à çíà÷èò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ìíîãîîáðà-

çèå ïîëóãðóïï. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå âûòåêàåò èç îïèñàíèÿ

êîììóòàòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîä-

ìíîãîîáðàçèé, íàéäåííîãî â [76℄. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (ii) òåîðåìû 7. Äðóãèìè ñëîâàìè, V ⊆ AG ∨ C2 ∨ N , ãäå N êîììó-

òàòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (1.7). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.3, L(V)
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê L(AG) è L(C2 ∨ N ). Îáùå-
èçâåñòíî, ÷òî ðåøåòêà L(AG) äèñòðèáóòèâíà. Ìíîãîîáðàçèå C2 ∨ N � ïåðè-

îäè÷åñêîå, à çíà÷èò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï.

Èç óïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [76℄ âûòåêàåò, ÷òî ðåøåòêà L(C2 ∨ N )
äèñòðèáóòèâíà.

Èç òåîðåìû 7 è ñëåäñòâèÿ 1.3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî âñÿêîå åãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèå îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.
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3.2. Êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 6. Çäåñü è â ñëåäóþùåì ïóíêòå íàì

ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü äîêàçàíî äîñëîâ-

íûì ïîâòîðåíèåì ðàññóæäåíèé èç ïåðâîãî àáçàöà â � 3 ñòàòüè [9℄.

Ëåììà 3.3. Åñëè ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì

ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI è íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé P è

←−
P , òî V �

ìíîãîîáðàçèå ñòóïåíè ≤ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü V �� ñòðîãî ïåðåñòà-

íîâî÷íîå êîäèñòðèáóòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.3,

V = G ∨ Cm ∨ N äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G, íåêîòîðî-
ãî m ≥ 0 è íåêîòîðîãî íèëüìíîãîîáðàçèÿ N . Â ñèëó ëåììû 3.3, N ⊆ ZM,

è ïîòîìó N � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è ZM. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå C2 ñîäåðæèò íèëüïîëóãðóïïû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëóãðóïïàìè ñ
íóëåâûì óìíîæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, m ≤ 1, è ïîòîìó Cm � îäíî èç ìíîãî-

îáðàçèé T è SL.

Äîñòàòî÷íîñòü. Â ñèëó ëåììû 1.15, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â êîäèñòðèáó-

òèâíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ àáåëåâûõ ãðóïï G. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ìíîãîîáðà-

çèåì, ëèáî ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèå AG. Ïóñòü Y è Z � ïðîèçâîëüíûå ìíî-

ãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ìíî-

ãîîáðàçèé ñîäåðæèò AG. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y ⊇ AG.
Çíà÷èò, Y ∨ Z ⊇ Y ⊇ AG ⊇ G, îòêóäà

G ∧ (Y ∨ Z) = G = G ∨ (G ∧ Z) = (G ∧ Y) ∨ (G ∧ Z).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå G êîäèñòðèáóòèâíî.
Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Y è Z ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêèìè, à çíà÷èò, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï. Òåïåðü

ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ òó

÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè â)−→ à) òåîðåìû 1.2 ðàáîòû [9℄, â êîòîðîé

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèÿ Y è Z ïåðèîäè÷íû.

Èç [9, òåîðåìà 1.2℄ è òåîðåìû 6 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïåðèîäè÷åñêîå ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ïî-

ëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè

EPI.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 6 è ñëåäñòâèå 1.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3.6. Åñëè ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâ-

ëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, òî âñÿêîå åãî ïîä-

ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.
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3.3. Íèæíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 5. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè

óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ. Åãî ïîëóãðóïïîâîé àíàëîã îòìå÷àëñÿ åùå â [10, ñëåäñòâèå 3℄, à â

÷àñòè, êàñàþùåéñÿ ìîäóëÿðíîñòè 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé, îí áûë íåçà-

âèñèìî ïåðåäîêàçàí (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè) â [48, ïðåäëîæåíèå 1.1℄.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Âñÿêîå 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ÿâëÿåòñÿ

ìîäóëÿðíûì è íèæíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N � 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, à ν �

îòâå÷àþùàÿ åìó âïîëíå èíâàðèàíòíàÿ êîíãðóýíöèÿ íà ïîëóãðóïïå F . Êîí-
ãðóýíöèÿ ν èìååò ðîâíî îäèí íåîäíîýëåìåíòíûé êëàññ (ñîñòîÿùèé èç òåõ è

òîëüêî òåõ ñëîâ, êîòîðûå ðàâíû 0 â N ). �åøåòêà âñåõ ìíîãîîáðàçèé óíàðíûõ
ïîëóãðóïï àíòèèçîìîð�íà ðåøåòêå âñåõ âïîëíå èíâàðèàíòíûõ êîíãðóýíöèé

íà ïîëóãðóïïå F , êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, âêëàäûâàåòñÿ â ðåøåòêó ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå F . Åñëè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå X èìååò ðîâíî îäèí íåîäíîýëåìåíòíûé êëàññ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ êàê

ìîäóëÿðíûì, òàê è âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì â ðåøåòêå ýêâèâàëåíòíî-

ñòåé íà X (¾ìîäóëÿðíàÿ¿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðåíà â [47, ïðåäëî-

æåíèå 2.2℄, à ¾âåðõíåìîäóëÿðíàÿ¿ � â [10, ïðåäëîæåíèå 3℄). Òàêèì îáðàçîì,

ν � ìîäóëÿðíûé è âåðõíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò â ðåøåòêå ýêâèâàëåíòíîñòåé

íà ìíîæåñòâå F , à çíà÷èò è â ðåøåòêå âïîëíå èíâàðèàíòíûõ êîíãðóýíöèé

íà ïîëóãðóïïå F . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîíÿòèå ìîäóëÿðíîãî ýëåìåíòà ñàìîäâîé-

ñòâåííî, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì è íèæíåìîäó-

ëÿðíûì ýëåìåíòîì â ðåøåòêå âñåõ ìíîãîîáðàçèé óíàðíûõ ïîëóãðóïï, è òåì

áîëåå â åå ïîäðåøåòêå EPI.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ íèæíåìîäóëÿð-

íûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, ïåðèîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � íèæíåìîäóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n èíäåêñ ìíîãîîáðàçèÿ V. Î÷åâèäíî, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó xn = xn
. �àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèÿ

Y = var{xny3x = xn y3x} è Z = var{xny2x = xny3x}.

Ïîñêîëüêó V íèæíåìîäóëÿðíî è V ⊆ Y , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(Z ∨ V) ∧ Y = (Z ∧ Y) ∨ V.

Õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âñÿêîé ýïèãðóïïå âûïîëíÿåòñÿ

òîæäåñòâî

x = x · xx. (3.7)

49



Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ìíîãîîáðàçèè Z ∧ Y âûïîëíåíî

òîæäåñòâî xny2x = xn y2x. Â ñàìîì äåëå,

xny2x = xny3x â Z

= xn y3x â Y

= xn · xn xny3x â ñèëó (3.7)

= xn · xn xny2x â Z

= xn y2x â ñèëó (3.7) .

Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâî xny2x = xn y2x âûïîëíåíî â (Z ∧ Y) ∨ V, à çíà÷èò
è â (Z ∨ V) ∧ Y . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä ýòîãî òîæäåñòâà èç

òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Z ∨ V è Y . Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ñëîâî v òàêîå,

÷òî â îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé Z ∨ V è Y âûïîëíåíî òîæäåñòâî xny2x = v.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâà xny2x è xny3x íå ñîäåðæàò îáðàçîâ äðóã äðóãà îò-

íîñèòåëüíî ýíäîìîð�èçìîâ ïîëóãðóïïû F . Ñëåäîâàòåëüíî, èç òîæäåñòâà

xny2x = xny3x íåâîçìîæíî âûâåñòè íèêàêîå òîæäåñòâî âèäà xny2x = v, ãäå
v îòëè÷íî îò ñëîâ xny2x è xny3x. Â ÷àñòíîñòè, íèêàêîå òîæäåñòâî òàêîãî

âèäà íå âûïîëíåíî â Z. Ïî òîé æå ïðè÷èíå èç òîæäåñòâà xny3x = xn y3x
íåâîçìîæíî âûâåñòè íèêàêîå íåòðèâèàëüíîå òîæäåñòâî âèäà xny2x = v. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî íèêàêîå òàêîå òîæäåñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ â Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìíîãîîáðàçèå V íåïåðèîäè÷íî. Â ÷àñòíîñòè, îíî íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

xny2x = xny3x. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå Z ∨ V íå óäîâëåòâîðÿþò íèêà-

êîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà xny2x = v, à ïîòîìó è ìíîãîîáðàçèå

(Z ∨ V) ∧ Y íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó òîãî æå

âèäà, à çíà÷èò è òîæäåñòâó xny2x = xn y2x.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Per ðåøåòêó âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëó-

ãðóïï. ßñíî, ÷òî Per ÿâëÿåòñÿ ïîäðåøåòêîé â EPI. Ôîðìóëèðîâêà ñëåäóþ-

ùåãî óòâåðæäåíèÿ ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò �îðìóëèðîâêó ëåììû 3.1 ðàáî-

òû [65℄. Îäíàêî, íàì íåîáõîäèìà íåêîòîðàÿ ìîäè�èêàöèÿ òåðìèíîâ, èñïîëü-

çóåìûõ â [65℄. À èìåííî, ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîâà u è v ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè u ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì ñëîâà v îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî àâòîìîð�èçìà
ïîëóãðóïïû F .

Ëåììà 3.4. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ íèæíåìîäó-

ëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, à u, v, s è t �� ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûå
ñëîâà îäíîé è òîé æå äëèíû, çàâèñÿùèå îò îäíèõ è òåõ æå áóêâ. Åñëè

ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì u = v è s = t, òî îíî óäîâëå-
òâîðÿåò òàêæå è òîæäåñòâó u = s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.3, ìíîãîîáðàçèå V ïåðèîäè÷íî.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ íèæíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè Per.
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Â òî æå âðåìÿ, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.1 ðàáîòû [65℄,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè çàêëþ÷åíèå ëåììû íå âûïîëíåíî, òî V íå íèæíå-

ìîäóëÿðíî â Per.

Ïðèñòóïèì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.

Äîñòàòî÷íîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 1.15 è ïðåäëîæå-

íèÿ 3.2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü V � íèæíåìîäóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.3, V ïåðèîäè÷íî. Â [65, ïðåäëîæåíèå 3.3℄ äîêàçàíî,

÷òî ìíîãîîáðàçèå ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëóãðóïï íèæíåìîäóëÿðíî â SEM òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü îáúåäèíåíèå îäíîãî èç ìíîãîîáðàçèé T èëè

SL è 0-ïðèâåäåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ, íî èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 1.2 è ëåììó 3.4 äèññåðòàöèè âìåñòî

ëåìì 2.6 è 3.1 ñòàòüè [65℄ ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîãî-

îáðàçèå ýïèãðóïï V îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

Èç òåîðåìû 5, ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è ëåììû 1.15 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ýïè-

ãðóïïîâîé àíàëîã ñëåäñòâèÿ 1.2 ðàáîòû [66℄.

Ñëåäñòâèå 3.7. Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ íèæíåìîäó-

ëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ýòîé

ðåøåòêè.

Èç [66, òåîðåìà 1.1℄ è òåîðåìû 5 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.8. Ïåðèîäè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ íèæíå-

ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè SEM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

ÿâëÿåòñÿ íèæíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI.

3.4. Öåïè è àíòèöåïè

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç En ìû îáîçíà÷àåì ìíîãîîáðàçèå âñåõ ýïèãðóïï èíäåêñà

≤ n. Â äàííîì ïóíêòå ìû ïðèìåíèì òåîðåìó 5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþ-

ùèõ äâóõ ïðåäëîæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èíòåðâàë [En, En+1] ðåøåò-
êè EPI ñîäåðæèò öåïü, èçîìîð�íóþ öåïè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì

ïîðÿäêîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èíòåðâàë [En, En+1] ðåøåò-
êè EPI ñîäåðæèò àíòèöåïü ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Â ðàáîòå [46℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ ñåðèÿ ïîëóãðóïïîâûõ

ñëîâ, íè îäíî èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò îáðàçà íèêàêîãî äðóãîãî ñëîâà èç

òîé æå ñåðèè è îáðàçà ñëîâà x2
îòíîñèòåëüíî ýíäîìîð�èçìîâ àáñîëþòíî

ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû. Äëÿ óäîáñòâà çàíóìåðóåì ýòè ñëîâà ðàöèîíàëüíûìè

÷èñëàìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Zα, ãäå α ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Q. Ïîëîæèì
xα ≡ h(Zα).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå, à ξ � âåùåñò-

âåííîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

Cξ = var{xn+1 = xn−1
α Zα = 0 | α ≥ ξ}

(åñëè n = 1, òî x0
α � ïóñòîå ñëîâî) è Dξ = En ∨ Cξ. Î÷åâèäíî, ÷òî Cξ ⊆ En+1,

à Dξ ∈ [En, En+1]. Ïóñòü ξ1 è ξ2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ξ1 < ξ2.
ßñíî, ÷òî Cξ1 ⊆ Cξ2 è Dξ1 ⊆ Dξ2 . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òîDξ1 6= Dξ2 . Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òîDξ1 = Dξ2 (ñì. ðèñ. 9).

s

s

s

s

s

Cξ1

Cξ2

Dξ1 = Dξ2

En

�èñ. 9: Dξ1 = Dξ2

Îòìåòèì, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ âèäà Cξ ÿâëÿþòñÿ 0-ïðèâåäåííûìè. Êðîìå
òîãî, äëÿ ëþáîãî ξ ìíîãîîáðàçèå En∧Cξ ÿâëÿåòñÿ íèëüìíîãîîáðàçèåì èíäåêñà

≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.3). À çíà÷èò,

En ∧ Cξ2 ⊆ Cξ1 . (3.8)

Èìååì

Cξ1 = (En ∧ Cξ2) ∨ Cξ1 â ñèëó (3.8)

= (En ∨ Cξ1) ∧ Cξ2 ñîãëàñíî òåîðåìå 5

= Dξ1 ∧ Cξ2 ïî îïðåäåëåíèþ Dξ1

= Dξ2 ∧ Cξ2 ïîñêîëüêó Dξ1 = Dξ2

= Cξ2 ïî îïðåäåëåíèþ Dξ2.

Èòàê, Cξ1 = Cξ2 . Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.5. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå è ξ � âåùåñòâåí-

íîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

Aξ = var{xn+1 = xn−1
α Zα = 0 | ξ − 1 < α < ξ + 1}

è Bξ = En ∨ Aξ. Î÷åâèäíî, ÷òî Aξ ⊆ En+1 è Bξ ∈ [En, En+1]. Ïóñòü ξ1 è

ξ2 � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ìíîãîîáðàçèÿ Aξ1 è Aξ2 íåñðàâíèìû.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî Bξ1 è Bξ2 òàêæå
íåñðàâíèìû. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî Bξ2 ⊆ Bξ1 (ñì. ðèñ. 10).
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s

s

s

s

s

s s

s

Aξ1

Aξ1 ∨ Aξ2

Aξ1 ∧ Aξ2

Bξ1

Aξ2

Bξ2

En

�èñ. 10: Bξ2 ⊆ Bξ1

Îòìåòèì, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèÿ âèäà Aξ ÿâëÿþòñÿ 0-ïðèâåäåííûìè. Êðî-

ìå òîãî, En ∧ (Aξ1 ∨ Aξ2) � íèëüìíîãîîáðàçèå èíäåêñà ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíî óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (3.3). À çíà÷èò,

En ∧ (Aξ1 ∨ Aξ2) ⊆ Aξ1. (3.9)

Ïîñêîëüêó Bξ1 ⊇ Aξ1 è Bξ1 ⊇ Bξ2 ⊇ Aξ2, ïîëó÷àåì, ÷òî

Bξ1 ⊇ Aξ1 ∨ Aξ2. (3.10)

Èìååì

Aξ1 =
(
En ∧ (Aξ1 ∨ Aξ2)

)
∨Aξ1 â ñèëó (3.9)

= (En ∨ Aξ1) ∧ (Aξ1 ∨ Aξ2) ñîãëàñíî òåîðåìå 5

= Bξ1 ∧ (Aξ1 ∨ Aξ2) ïî îïðåäåëåíèþ Bξ1
= Aξ1 ∨ Aξ2 â ñèëó (3.10).

Èòàê, Aξ1 = Aξ1 ∨ Aξ2, à çíà÷èò Aξ2 ⊆ Aξ1 . Ïðîòèâîðå÷èå.

3.5. Ôîðìóëüíûå ìíîæåñòâà ìíîãîîáðàçèé

Ýòîò ïóíêò ïîñâÿùåí åùå îäíîìó ïðèëîæåíèþ òåîðåìû 5, ñâÿçàííîìó ñ �îð-

ìóëüíûìè ìíîæåñòâàìè ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï. �ÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ

î �îðìóëüíûõ â SEM ìíîæåñòâàõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ïîëó÷åí â ðàáî-

òå Åæåêà è Ìàêêåíçè [48℄. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ

0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï �îðìóëüíî â SEM. Îäíàêî â ýòîé

ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ ÿâíîé �îðìóëû ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà, âûäåëÿþùåé

ýòî ìíîæåñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ �îðìóëà, âûäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî âñåõ

0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé â ðåøåòêå SEM, ïðèâåäåíà â [72, òåîðåìà 3.3℄

(ñì. òàêæå [73, ðàçäåë 3.5℄. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî òà æå ñàìàÿ �îðìóëà

âûäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé è â ðåøåòêå EPI.
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Òåîðåìà 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ÿâëÿåòñÿ 0-ïðèâåäåí-

íûì òîãäàîíî íèæíåìîäóëÿðíî è íå ñîäåðæèò SL. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ íèæíåìîäóëÿðíûõ ìíîãîîáðàçèé �îðìóëüíî. Ïîýòîìó äëÿ çàâåðøåíèÿ

ðàññóæäåíèé äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå

SL (ò. å. ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Îáùåèçâåñòíî,
÷òî ìíîãîîáðàçèÿ SL è ZM ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ðåøåòêè SEM (ñì., íàïðè-

ìåð, � 1 â îáçîðå [34℄), à çíà÷èò è ðåøåòêè EPI. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.5,

ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íåéòðàëüíû è äðóãèõ íåéòðàëüíûõ àòîìîâ â ðåøåòêå EPI

íåò. Ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï áóäåì íàçûâàòü öåïíûì, åñëè ðåøåòêà åãî ïîä-

ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ. ßñíî, ÷òî êàæäîå öåïíîå ìíîãîîáðàçèå ïå-

ðèîäè÷íî, à çíà÷èò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ZM ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì öåïíîì ìíîãîîá-

ðàçèè ïîëóãðóïï, à SL � íåò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [27℄, â êîòîðîé îïèñàíû

âñå íåãðóïïîâûå öåïíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï). Îáúåäèíÿÿ ýòè ðàññóæäå-

íèÿ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êëàññ Z âñåõ 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæåò

áûòü îïðåäåëåí êàê êëàññ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-

ìè:

(i) êàæäûé ýëåìåíò èç Z íèæíåìîäóëÿðåí;

(ii) åñëè V ∈ Z è V ñîäåðæèò íåêîòîðîå íåéòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå A, ÿâ-
ëÿþùååñÿ àòîìîì ðåøåòêè EPI, òî A ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì

öåïíîì ìíîãîîáðàçèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîéñòâà (i) è (ii) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå �îðìóëû

ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â ðåøåòî÷íîé ñèãíà-

òóðå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ìíîæåñòâî âñåõ 0-ïðèâåäåííûõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï
ÿâëÿåòñÿ �îðìóëüíûì â ðåøåòêå EPI.

3.6. Êîñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé â) è ã) è èìïëèêà-

öèÿ ã)−→ à) âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.5, à èìïëèêàöèÿ à)−→ ã) � èç òîãî

æå ïðåäëîæåíèÿ è ñëåäñòâèÿ 3.7. Èìïëèêàöèÿ â)−→ á) î÷åâèäíà. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü èìïëèêàöèþ á)−→ ã). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü V � êî-

ñòàíäàðòíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Òîãäà V ìîäóëÿðíî. Â ñèëó ïðåäëîæå-

íèÿ 1.6, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî V =M∨N , ãäåM � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T
è SL, à N � íèëüìíîãîîáðàçèå. Â ÷àñòíîñòè, V íå ñîäåðæèò ìíîãîîáðàçèé

P è

←−
P . Èç òîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V êîñòàíäàðòíî, âûòåêàåò, ÷òî îíî êîäèñ-

òðèáóòèâíî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì, ÷òî N ⊆ ZM, ò. å. N � îäíî èç

ìíîãîîáðàçèé T è ZM.
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Èç [9, òåîðåìà 1.3℄ è òåîðåìû 3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.9. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï V ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

á) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè SEM;

ã) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè SEM.

3.7. Äèñòðèáóòèâíûå è ñòàíäàðòíûå ýëåìåíòû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Èìïëèêàöèÿ á)−→ à) ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíà.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèè à)−→ â), â)−→ à) è à)−→ á).

1◦. Èìïëèêàöèÿ à)−→ â). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fm àáñîëþòíî ñâîáîäíóþ

óíàðíóþ ïîëóãðóïïó íàä àë�àâèòîì {x1, x2, . . . , xm}. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç äî-

êàçàòåëüñòâà ëåììû 5.1 ðàáîòû [14℄.

Ëåììà 3.5. Ïóñòü u è v � ïîëóãðóïïîâûå ñëîâà èç Fm òàêèå, ÷òî òîæ-

äåñòâî u = v íåóðàâíîâåøåííî è íè îäíî èç ñëîâ u è v íå ñîäåðæèò îá-

ðàç äðóãîãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ýíäîìîð�èçìà àáñîëþòíî ñâîáîäíîé

ïîëóãðóïïû, à σ � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Sm. Åñëè ìíîãîîáðàçèå

X = var{u = v} óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà σ(u) = w,
ãäå w � ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî, òî w ≡ σ(v).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè òîæäåñòâî u = v óðàâíîâåøåííî, òî êëàññ âñåõ ýïè-

ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó òîæäåñòâó, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ýïè-

ãðóïï (ñì. ëåììó 1.1). Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òðåáîâàíèå î íåóðàâíîâå-

øåííîñòè òîæäåñòâà u = v â �îðìóëèðîâêå ëåììû 3.5.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ¾ýïèãðóïïîâûì àíàëîãîì¿ ëåììû 5.2

ðàáîòû [14℄.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ äèñòðèáóòèâ-

íûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, à u è v � ïîëóãðóïïîâûå ñëîâà òàêèå, ÷òî

c(u) = c(v) è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) íè îäíî èç ñëîâ u è v íå ñîäåðæèò îáðàçà äðóãîãî ñëîâà îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî ýíäîìîð�èçìà àáñîëþòíî ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû;

(ii) ℓ(u) = ℓ(v).

Åñëè ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u = 0, òî îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò è òîæäåñòâó v = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u, v ∈ Fm

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâó u = 0.

(i) Åñëè m = 1, òî u ≡ xq
è v ≡ xr

äëÿ íåêîòîðûõ q è r. Íî òîãäà îäíî

èç ñëîâ u è v ñîäåðæèò îáðàç äðóãîãî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, m > 1, è ïîòîìó ãðóïïà Sm ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó

α. Ïîëîæèì w ≡ α(u). Òîãäà â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî w = 0, à çíà÷èò

è òîæäåñòâî u = w. Åñëè òîæäåñòâî u = v íåóðàâíîâåøåííî, òî äîêàçà-

òåëüñòâî ìîæíî çàâåðøèòü äîñëîâíûì ïîâòîðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.2(i) ðàáîòû [14℄. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

òîæäåñòâî u = v óðàâíîâåøåííî. Ïóñòü x � áóêâà, íå âõîäÿùàÿ â ñëîâî u.
Òîãäà òîæäåñòâà xu = v è v = xw íå óðàâíîâåøåííû. Â ñèëó ëåììû 1.1,

ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîãîîáðàçèÿ Y = var{xu = v} è Z = var{v = xw}.
Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå V äèñòðèáóòèâíî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

V ∨ (Y ∧ Z) = (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z).

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V ∨ (Y ∧ Z) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xu = xw.
Ñëåäîâàòåëüíî, åìó óäîâëåòâîðÿåò è ìíîãîîáðàçèå (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä òîæäåñòâà xu = xw èç òîæäåñòâ ìíîãîîá-

ðàçèé V ∨ Y è V ∨ Z. Â ÷àñòíîñòè, îäíî èç ýòèõ ìíîãîîáðàçèé äîëæíî óäî-

âëåòâîðÿòü íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà xu = w1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî òîæäåñòâî âûïîëíåíî â V ∨ Y . Â ÷àñòíîñòè, îíî

âûïîëíåíî â Y . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.5 â ñëó÷àå, êîãäà σ � òðèâèàëüíàÿ ïå-

ðåñòàíîâêà èç Sm, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî w1 ≡ v. Ïîñêîëüêó xu = w1 â V, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â V âûïîëíåíî òîæäåñòâî v = xu, à âìåñòå ñ íèì è òîæäåñòâî

v = 0.
Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà òîæäåñòâî xu = w1 âûïîëíåíî â

V ∨ Z. Â ÷àñòíîñòè, îíî âûïîëíåíî â Z. Ïóñòü σ � ïåðåñòàíîâêà, äåéñòâóþ-

ùàÿ íà ìíîæåñòâå c(u) êàê ïåðåñòàíîâêà α−1
è îñòàâëÿþùàÿ íà ìåñòå áóêâó

x /∈ c(u). Ïðèìåíèì ëåììó 3.5 äëÿ ïåðåñòàíîâêè σ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî w1 ≡ σ(v). Íî òîæäåñòâî xu = w1 âûïîëíåíî â V. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xu = σ(v), à âìåñòå ñ íèì è òîæ-

äåñòâàì σ(v) = 0 è v = 0.

(ii) Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â [14,

ëåììà 5.2(ii)℄.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè à)−→ â). Ïóñòü V � äèñòðèáóòèâ-

íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V íèæíåìîäóëÿðíî.
Èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò, ÷òî V =M∨N , ãäåM � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è

SL, à N � 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå. Ëåììà 1.15 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãî-

îáðàçèå N äèñòðèáóòèâíî. Â ñèëó ñâîåé 0-ïðèâåäåííîñòè, ýòî ìíîãîîáðàçèå

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó u = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà u. Ïîñêîëüêó ìíîãîîá-
ðàçèå N ïåðèîäè÷íî, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ìîæåò áûòü çàäàíî òîëüêî ïîëóãðóïïîâûìè òîæäåñòâà-

ìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî u � ïîëóãðóïïîâîå. Êðîìå òîãî, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî c(u) = {x, y}. Â ñàìîì äåëå, åñëè u çàâèñèò îò îäíîé áóêâû, òî

ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî ýòîé áóêâû ñëîâî xy, åñëè u çàâèñèò îò äâóõ èëè

áîëåå áóêâ � ïðèðàâíÿòü îäíó èç íèõ ê x, à âñå îñòàëüíûå � ê y. Äîñëîâíî
ïîâòîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü ðàññóæäåíèé èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæå-

íèÿ 3.2 ðàáîòû [14℄, íî ññûëàÿñü ïðè ýòîì íà ëåììû 3.5 è 3.6 äèññåðòàöèè

âìåñòî ëåìì 5.1 è 5.2 ðàáîòû [14℄ ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî N
óäîâëåòâîðÿåò âñåì òîæäåñòâàì âèäà v = 0, ãäå c(v) = c(u) è ℓ(v) ≥ 3. Â
÷àñòíîñòè, N óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì (0.1). Òàêèì îáðàçîì, N � 0-ïðèâå-

äåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ Q. Åñëè N = Q, òî äîêàçûâàòü íå÷å-
ãî. Ïóñòü òåïåðü N ⊂ Q. Òîãäà N çàäàåòñÿ âíóòðè Q íåêîòîðûì íàáîðîì

0-ïðèâåäåííûõ òîæäåñòâ. Â ñèëó ëåììû 1.4, âñÿêîå íå ïîëóãðóïïîâîå ñëîâî

ðàâíî íóëþ â Q. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ïîëóãðóïïîâîå íåëèíåéíîå ñëîâî, îò-
ëè÷íîå îò x2

, òàêæå ðàâíî íóëþ â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, N çàäàåòñÿ âíóòðè Q
ëèáî òîæäåñòâîì (1.7), ëèáî òîæäåñòâîì (1.4) äëÿ íåêîòîðîãî n, ëèáî ñîâî-
êóïíîñòüþ ýòèõ äâóõ òîæäåñòâ. Òàêèì îáðàçîì, N � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé

Qn, R è Rn. Èìïëèêàöèÿ à)−→ â) äîêàçàíà.

2◦. Èìïëèêàöèÿ â)−→ à). Ïóñòü V =M∨N , ãäåM � îäíî èç ìíîãî-

îáðàçèé T è SL, à N � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé Q, Qn, R è Rn. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V äèñòðèáóòèâíî. Ëåììà 1.15 ïîêàçûâàåò, ÷òî

äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìíîãîîáðàçèå

N . Èíûìè ñëîâàìè, äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé Q,
Qn, R è Rn. Òàêèì îáðàçîì, V � 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå òîæäåñòâàì (0.1). Â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèå V ïåðèîäè÷íî è ïîòîìó

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï.

Ïóñòü Y è Z � ïðîèçâîëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï. Òðåáóåòñÿ äîêà-

çàòü, ÷òî V ∨ (Y ∧ Z) = (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî

(V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z) ⊆ V ∨ (Y ∧ Z),

ïîñêîëüêó ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Èíûìè ñëîâàìè, òðåáó-

åòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíîå òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå â V ∨ (Y ∧ Z),
âûïîëíåíî è â (V ∨ Y) ∧ (V ∨ Z). Â [14, ëåììà 2.2℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè a �

íåéòðàëüíûé àòîì ðåøåòêè L, x, y, z ∈ L, y′ = y∨a, z′ = z∨a è x∨ (y′∧ z′) =
(x∨y′)∧(x∨z′), òî x∨(y∧z) = (x∨y)∧(x∨z). Â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäëîæåíèåì 1.5,

ýòî ïîçâîëÿåò âñþäó äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî Y ,Z ⊇ SL.
Ïóñòü òîæäåñòâî u = v âûïîëíåíî â V ∨ (Y ∧ Z). Òîãäà îíî âûïîëíåíî

â V è ñóùåñòâóåò âûâîä ýòîãî òîæäåñòâà èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Y è Z.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ

u ≡ w0 −→ w1 −→ · · · −→ wk ≡ v (3.11)

ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì âûâîäîì òàêîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó Y ,Z ⊇ SL, èç ëåì-
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ìû 1.6(ii) âûòåêàåò, ÷òî c(w0) = c(w1) = · · · = c(wk).
Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâîäà (3.11). Áàçà èí-

äóêöèè î÷åâèäíà: åñëè k = 1, òî òîæäåñòâî u = v âûïîëíåíî â îäíîì èç

ìíîãîîáðàçèé V ∨ Y è V ∨ Z, à çíà÷èò è â èõ ïåðåñå÷åíèè. Ïóñòü òåïåðü

k > 1. Òîæäåñòâî u = v âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè V. Ïîñêîëüêó ýòî ìíî-

ãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ 0-ïðèâåäåííûì, â V âûïîëíåíû è òîæäåñòâà u = v = 0.
Ñëó÷àé, êîãäà wi = 0 â V äëÿ íåêîòîðîãî 0 < i < k, ðàçáèðàåòñÿ òî÷íî òàê

æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.3 â ðàáîòå [14℄. Ïîýòîìó äàëåå ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëîâ w1, w2, . . . , wk−1 ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì è

ëèáî ëèíåéíî, ëèáî ñîâïàäàåò ñî ñëîâîì x2
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wi ≡ x2
äëÿ íåêîòîðîãî 0 < i < k. Èç òîãî, ÷òî (3.11) �

êðàò÷àéøèé âûâîä òîæäåñòâà u = v èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé Y è Z,
âûòåêàåò, ÷òî ñëîâà w0, w1, . . . , wk ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

c(w0) = c(w1) = · · · = c(wk) = {x}. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé
Y è Z óäîâëåòâîðÿåò íåòðèâèàëüíîìó òîæäåñòâó âèäà xm = xn

, è ïîòîìó ýòè

ìíîãîîáðàçèÿÿ ïåðèîäè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï. Ýòî ïîçâîëÿåò çàâåðøèòü ðàññìîòðåíèÿ, ïîâòîðèâ

ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ðàáîòû [14℄.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñëîâà w1, w2, . . . , wk−1 ëèíåéíû. Ïðè

ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâà u è v íå ëèíåéíû. Â ñàìîì äåëå, åñëè õîòÿ áû

îäíî èç ñëîâ u è v ëèíåéíî, òî V óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó x1x2 · · ·xm = 0. Íî
òîãäà u = w1 = · · · = wk−1 = v = 0 â V, è (3.11) ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì òîæäåñòâà

u = v èç òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèé V ∨ Y è V ∨ Z. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî òîæäåñòâî u = w1 âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè Y ,
à çíà÷èò òîæäåñòâî w1 = w2 âûïîëíåíî â ìíîãîîáðàçèè Z. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî w1 ≡ x1x2 · · ·xm. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ k.

Ñëó÷àé 1: k = 2. Âûâîä (3.11) èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä u→ w1 → v, ïðè-
÷åì u = w1 â Y è w1 = v â Z. Ïîñêîëüêó ñëîâà u è v íåëèíåéíû, òî, ñîãëàñíî
ëåììå 1.8, ìíîãîîáðàçèÿ Y è Z ïåðèîäè÷íû, è ïîòîìó èõ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï. Ýòî ïîçâîëÿåò çàâåðøèòü ðàññìîòðåíèå

äàííîãî ñëó÷àÿ, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó-

÷àÿ 1 â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ðàáîòû [14℄.

Ñëó÷àé 2: k = 3. Â ýòîì ñëó÷àå âûâîä (3.11) èìååò âèä u→ w1 → w2 → v,
ïðè÷åì òîæäåñòâà u = w1 è w2 = v âûïîëíåíû â Y . Ïîñêîëüêó ñëîâà u è

v íåëèíåéíû, òî, ñîãëàñíî ëåììå 1.8, ìíîãîîáðàçèå Y ïåðèîäè÷íî, è ïîòîìó

åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï. Â ýòîì ìíîãîîáðàçèè

âûïîëíåíî òîæäåñòâî x1x2 · · ·xm = u è ℓ(u) > m. Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî
deg(Y) ≤ m (ñì. [25, ëåììà 1℄). Â ñèëó [71, ïðåäëîæåíèå 2.11℄, ïîëó÷àåì, ÷òî

ìíîãîîáðàçèå Y óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó âèäà

x1x2 · · ·xm = x1x2 · · ·xi−1(xi · · ·xj)
txj+1 · · ·xm
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äëÿ íåêîòîðîãî t > 1 è íåêîòîðûõ 0 ≤ i ≤ j ≤ m. Ýòî ïîçâîëÿåò çàâåðøèòü
ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 2 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè

ñëó÷àÿ 2 â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ðàáîòû [14℄.

Ñëó÷àé 3: k > 3. Ýòîò ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ñëó÷àé 3 â

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ðàáîòû [14℄.

Èìïëèêàöèÿ â)−→ à) äîêàçàíà.

3◦. Èìïëèêàöèÿ à)−→ á). Ïóñòü V � äèñòðèáóòèâíîå ìíîãîîáðàçèå.

Â ñèëó óæå äîêàçàííîé èìïëèêàöèè à)−→ â), V =M∨N , ãäå M � îäíî

èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå. Ëåììà 1.15

ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N äèñòðèáóòèâíî. Â ñèëó ýòîé æå ëåììû äî-

ñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñòàíäàðòíîñòè N . Êàê ïîêàçàíî â [42, ëåììà II.1.1℄,

åñëè ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè äèñòðèáóòèâåí è ìîäóëÿðåí, òî îí ñòàí-

äàðòåí. Ïîýòîìó òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Èç [14, òåîðåìà 1.1℄ è òåîðåìû 4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.10. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï V ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) V � äèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

á) V � ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V � äèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ðåøåòêè SEM;

ã) V � ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè SEM.
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