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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ìíîãîîáðàçèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé îáùåé àëãåá-
ðû, êîòîðîå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè óæå áîëåå ÷åì 50
ëåò. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ïðè ýòîì óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ìíîãîîá-
ðàçèé ïîëóãðóïï. Â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíî ìíîãî ãëóáîêèõ è ÿðêèõ
ðåçóëüòàòîâ, îáñóæäåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä îáçîðíûõ
ñòàòåé � ñì., íàïðèìåð, [13, 14, 16, 26]. Â îáçîðå [14] óêàçàíû ÷åòûðå
îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ òåîðèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï: òîæäåñòâà,
ñòðîåíèå ïîëóãðóïï â ìíîãîîáðàçèÿõ, îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíûå ïî-
ëóãðóïïû è ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé. Íàøà äèññåðòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê
ïîñëåäíåìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé.

Èçó÷åíèå ðåøåòîê ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé
ïîëîâèíû 1960-õ ãîäîâ, õîòÿ îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû ïîÿâëÿëèñü è äî
ýòîãî. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìà-
òèêå, èñ÷èñëÿåòñÿ ñîòíÿìè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà íà÷àëüíîì
ýòàïå ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè, ïðèâåäåíû â îáçîðå [16]. Áîëåå áëèçêèé
ê ñîâðåìåííîìó ñîñòîÿíèþ èññëåäîâàíèé îáçîð ñîäåðæèòñÿ â ðàáî-
òå [13].

Â òåîðèè ïîëóãðóïï íåìàëîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ òàê
íàçûâàåìûõ óíàðíûõ ïîëóãðóïï, ò. å. ïîëóãðóïï ñ äîïîëíèòåëüíîé
óíàðíîé îïåðàöèåé. Âàæíûìè ïðèìåðàìè óíàðíûõ ïîëóãðóïï ÿâëÿ-
þòñÿ èíâåðñíûå ïîëóãðóïïû ñ îïåðàöèåé âçÿòèÿ èíâåðñíîãî ýëåìåí-
òà è âïîëíå ðåãóëÿðíûå ïîëóãðóïïû (îáúåäèíåíèÿ ãðóïï) ñ îïåðàöè-
åé âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà â ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæà-
ùåé äàííûé ýëåìåíò. Èçó÷åíèþ èíâåðñíûõ è âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïî-
ëóãðóïï ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, âêëþ÷àÿ ìîíîãðàôèè [22]
è [23]. Çàìåòíîå âíèìàíèå â ýòèõ ìîíîãðàôèÿõ óäåëåíî ìíîãîîáðà-
çèÿì è, â òîì ÷èñëå, ðåøåòêàì ìíîãîîáðàçèé.

Åùå îäíèì âàæíûì ñ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè çðåíèÿ êëàññîì
ïîëóãðóïï ÿâëÿþòñÿ ýïèãðóïïû. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì
èçó÷åíèÿ â äèññåðòàöèè, ïîýòîìó ìû îñòàíîâèìñÿ íà íèõ áîëåå ïî-
äðîáíî. Ýïèãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà S, â êîòîðîé íåêîòîðàÿ
ñòåïåíü êàæäîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì ýëåìåíòîì, ò. å. ëå-
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æèò â íåêîòîðîé ïîäãðóïïå â S. Êëàññ ýïèãðóïï âåñüìà øèðîê. Îí
âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âïîëíå ðåãóëÿðíûå, âñå ïåðèîäè÷åñêèå (â ÷àñò-
íîñòè, âñå êîíå÷íûå) è âñå âïîëíå 0-ïðîñòûå ïîëóãðóïïû.

Ýïèãðóïïû åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê óíàðíûå ïîëóãðóïïû.
Äîïîëíèòåëüíàÿ óíàðíàÿ îïåðàöèÿ â íèõ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü S � ýïèãðóïïà. Åñëè e � èäåìïîòåíò èç S, òî ÷åðåç Ge

îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â S, äëÿ êîòîðîé e ÿâëÿåò-
ñÿ åäèíèöåé, à ÷åðåç Ke � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç S, íåêîòî-
ðàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò Ge. Ïî îïðåäåëåíèþ ýïèãðóïïû,
äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ S ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò xω òàêîé, ÷òî
x ∈ Kxω . Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [12, 24]), ÷òî èäåìïîòåíò
xω îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è xxω = xωx ∈ Gxω . Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ýëå-
ìåíò, îáðàòíûé ê xxω â ãðóïïå Gxω . Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïñåâ-

äîîáðàòíûì ê x. Âñþäó â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýïèãðóïïàõ, ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ êàê àëãåáðû â ñèãíàòóðå, ñîñòîÿùåé èç îïå-
ðàöèé óìíîæåíèÿ è ïñåâäîîáðàùåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,
ãîâîðèòü î ìíîãîîáðàçèÿõ ýïèãðóïï êàê àëãåáð â óêàçàííîé ñèãíà-
òóðå.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ëþáîì ïåðèîäè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè ïî-
ëóãðóïï îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óìíîæåíèå
(ñì., íàïðèìåð, [12,24]). Îáðàòíî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè êëàññ ýïè-
ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîâûì ìíîãîîáðàçèåì, òî îí ñîñòîèò èç ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïîëóãðóïï. Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïåðèîäè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ýïèãðóïï ñîñòîÿùèìè èç
ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëóãðóïï.

Êëàññ âñåõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï îáðàçóåò ðåøåòêó îòíîñèòåëü-
íî âêëþ÷åíèÿ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç EPI. Â ñèëó ñêàçàííîãî
âûøå, ýòà ðåøåòêà ñîäåðæèò â ñåáå â êà÷åñòâå ïîäðåøåòêè ðåøåòêó
âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï.

Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ýïèãðóïï â ðóñëå òåîðèè ìíîãîîáðàçèé âïåð-
âûå áûëà âûñêàçàíà Ë.Í.Øåâðèíûì â ñòàòüå [12]. Â ýòîé ðàáîòå, à
òàêæå â îáçîðå [24], óêàçàíû îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èçó÷åíèÿ ìíî-
ãîîáðàçèé ýïèãðóïï, â êà÷åñòâå îäíîãî èç êîòîðûõ íàçâàíî ðàññìîò-
ðåíèå ðåøåòêè EPI. Äî íåäàâíèõ ïîð ýòà ðåøåòêà áûëà èçó÷åíà äî-
âîëüíî ñëàáî, çäåñü ìîæíî îòìåòèòü, ïîæàëóé, ëèøü ðàáîòû [20, 21,
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28]. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïîïûòêîé ñèñòåìàòè÷åñêî-
ãî èññëåäîâàíèÿ ðåøåòêè EPI.

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì îïè-
ðàòüñÿ íà îïûò èçó÷åíèÿ ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï. Õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ðåøåòêà íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó íåòðè-
âèàëüíîìó òîæäåñòâó. Â ÷àñòíîñòè, îíà íå ìîäóëÿðíà. Åñòåñòâåííî
âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ ìîäóëÿðíîé
ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â 1971 ã.
â îáçîðå Ýâàíñà [16]. Â 1979 ã. Ë.Í.Øåâðèí ïîñòàâèë â ¾Ñâåðäëîâ-
ñêîé òåòðàäè¿ çàäà÷ó îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ äèñòðè-
áóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé [10, çàäà÷à 2.60à].

Ïðîáëåìà Ýâàíñà áûëà ðåøåíà Ì.Â.Âîëêîâûì â 1992 ã. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí â [7], à åãî äîêàçàòåëüñòâó, íà-
ðÿäó ñ ðåøåíèåì íåêîòîðûõ ñìåæíûõ çàäà÷, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1,
3�6, 8, 29]. Ïàðàëëåëüíî ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû Ýâàíñà, Ì.Â.Âîëêîâ
çíà÷èòåëüíî ïðîäâèíóëñÿ è â ðåøåíèè ïðîáëåìû Øåâðèíà îá îïèñà-
íèè ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãî-
îáðàçèé. Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû íàòàëêèâàåòñÿ íà áîëüøèå
ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîâûì ñëó÷àåì: èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâó-
åò êîíòèíóóì ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ òðåõýëåìåíòíîé
ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé [19]. Â ðàáîòàõ [4�6,27] Ì.Â.Âîëêîâó óäà-
ëîñü âïëîòíóþ ïðèáëèçèòüñÿ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Øåâðèíà ïî ìî-
äóëþ ãðóïï, à èìåííî, ðåøèòü åå â óêàçàííîì ñìûñëå çà ïðåäåëàìè
êëàññà ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñ âïîëíå ðåãóëÿðíûì êâàäðàòîì.

Ïîìèìî óñëîâèé ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè, åñòåñòâåí-
íûì êàæåòñÿ è èçó÷åíèå ðÿäà ðîäñòâåííûõ èì îãðàíè÷åíèé íà ðå-
øåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé, òàêèõ, êàê äåçàðãîâîñòü, ïîëóìîäóëÿðíîñòü
ââåðõ èëè âíèç, ñëàáàÿ ïîëóìîäóëÿðíîñòü ââåðõ èëè âíèç (îïðåäåëå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ðåøåòîê ñì., íàïðèìåð, â [15] èëè [17]).
Ïîëóìîäóëÿðíûå ðåøåòêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñòðóêòóðíîé òåî-
ðèè ðåøåòîê è åå ïðèëîæåíèÿõ. Èì óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìà-
íèå â ìîíîãðàôèÿõ [15] è [17], à ìîíîãðàôèÿ [25] öåëèêîì ïîñâÿùåíà
ýòîìó êëàññó ðåøåòîê. ×òî êàñàåòñÿ òîæäåñòâà äåçàðãîâîñòè, òî ïî
ñâîåé çíà÷èìîñòè â ñòðóêòóðíîé òåîðèè ðåøåòîê îíî ñòîèò â îäíîì
ðÿäó ñ äèñòðèáóòèâíîñòüþ è ìîäóëÿðíîñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [17]). Â
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öèêëå ñòàòåé [1,3,8] Á.Ì.Âåðíèêîâ è Ì.Â.Âîëêîâ ïîëíîñòüþ îïèñàëè
ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ äåçàð-
ãîâà, ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ, ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ, ïîëóìîäó-
ëÿðíà âíèç èëè ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà âíèç.

Ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñî âñåìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå îãðà-
íè÷åíèÿìè íà ðåøåòêè ïîäìíîãîîáðàçèé îêàçàëèñü ïåðèîäè÷åñêèìè.
Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ðåçóëüòàòû î íèõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
ðåçóëüòàòû î ìíîãîîáðàçèÿõ ïåðèîäè÷åñêèõ ýïèãðóïï. Åñòåñòâåííî
ïîïûòàòüñÿ ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíàÿ â ýòîé îáëà-
ñòè çàäà÷à îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé
ïîäìíîãîîáðàçèé îáñóæäàëàñü Ë.Í.Øåâðèíûì â [12] è â ÿâíîì âèäå
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà èì â [13] è [24].

Ïåðâûì èç äâóõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèè ÿâ-

ëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðà-

çèé êîòîðûõ äèñòðèáóòèâíà, ìîäóëÿðíà, äåçàðãîâà, ïîëóìîäóëÿðíà

ââåðõ èëè âíèç, ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç.

Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ òîæäåñòâ ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè
â ðåøåòêàõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñëåäóþùèì
øàãîì ñòàëî èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âñåõ ìíîãî-
îáðàçèé ïîëóãðóïï, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ýòèìè òîæäå-
ñòâàìè. Ýëåìåíò x ðåøåòêè L íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì, åñëè

(∀y, z ∈ L) (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x);

ñòàíäàðòíûì, åñëè

(∀y, z ∈ L) (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z);

äèñòðèáóòèâíûì, åñëè

(∀y, z ∈ L) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);

ìîäóëÿðíûì, åñëè

(∀y, z ∈ L) y ≤ z −→ (x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ y;
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íèæíåìîäóëÿðíûì, åñëè

(∀y, z ∈ L) x ≤ y −→ x ∨ (z ∧ y) = (x ∨ z) ∧ y.

Êîäèñòðèáóòèâíûå, êîñòàíäàðòíûå è âåðõíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû
îïðåäåëÿþòñÿ äâîéñòâåííî ê äèñòðèáóòèâíûì, ñòàíäàðòíûì è íèæ-
íåìîäóëÿðíûì ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ çíàíèå òîãî, êàê óñòðîåíû ñïåöèàëü-
íûå ýëåìåíòû êàêîãî-ëèáî èç ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ, äàåò ñóùåñòâåí-
íóþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè âñåé ðåøåòêè â öåëîì. Òàê, äèñòðèáó-
òèâíûå è êîäèñòðèáóòèâíûå ýëåìåíòû ñâÿçàíû ñ ãîìîìîðôèçìàìè
ðåøåòêè íà åå èíòåðâàëû, à íåéòðàëüíûå � ñ åå ðàçëîæåíèåì â ïîä-
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëîâ. Îáøèðíóþ èíôîðìàöèþ î ñïåöè-
àëüíûõ ýëåìåíòàõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïîêàçûâàþùèõ åñòåñòâåííîñòü
è âàæíîñòü èõ èçó÷åíèÿ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [17] èëè [25].

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, îáðà-
çóåìîå êëàññàìè îïðåäåëåííûõ âûøå òèïîâ ýëåìåíòîâ ïî îòíîøåíèþ
âêëþ÷åíèÿ. Ïî÷òè âñå ñâÿçè ìåæäó ýòèìè êëàññàìè, óêàçàííûå íà
ðèñ. 1, î÷åâèäíû. Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òîò ôàêò, ÷òî
âñÿêèé [êî]ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò [êî]äèñòðèáóòèâåí. Íî ýòîò ôàêò õî-
ðîøî èçâåñòåí (ñì., íàïðèìåð, [17, òåîðåìà 255]).
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íåéòðàëüíûå

ñòàíäàðòíûå êîñòàíäàðòíûå

äèñòðèáóòèâíûå êîäèñòðèáóòèâíûå
ìîäóëÿðíûå

íèæíåìîäóëÿðíûå âåðõíåìîäóëÿðíûå

Ðèñ. 1: ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû â àáñòðàêòíûõ ðåøåòêàõ

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îïóáëèêîâàí öåëûé ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ èçó÷åíèþ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âñåõ ïîëóãðóïïîâûõ
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ìíîãîîáðàçèé. Ïîäðîáíîìó îáñóæäåíèþ ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì ðå-
çóëüòàòîâ ïîñâÿùåí íåäàâíèé îáçîð [26]. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çà-
äà÷à ïåðåíîñà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï.

Âòîðûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ

èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè EPI.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òîæäåñòâ, ðîäñòâåííûõ èì
îãðàíè÷åíèé (òàêèõ, êàê ïîëóìîäóëÿðíîñòü) è ñïåöèàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ â ðåøåòêå ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïî-
ëóãðóïï, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû è òåîðèè ðåøåòîê.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèîííàÿ ðà-
áîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè ìíîãîîáðàçèé.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè
ïðåäñòàâëåíû íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òå-
íèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2009, 2014, 2015), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè (Åêàòåðèíáóðã, 2011), Ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ ïî ïîëóãðóïïàì è îáùåé àëãåáðå (Ïîòñäàì, 2011; Äðåç-
äåí, 2014), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå è ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêå (Êàçàíü, 2014), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ãðóïïû
è ãðàôû, àëãîðèòìû è àâòîìàòû¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2015). Êðîìå òî-
ãî, âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Åêàòåðèíáóðãñêîì
ñåìèíàðå ¾Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû¿ (2015).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò [30�40].
Èç íèõ ïÿòü ðàáîò îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [30�34].
Òðè ðàáîòû íàïèñàíû ñîâìåñòíî c Á.Ì.Âåðíèêîâûì [30, 34, 36], îä-
íà �� ñîâìåñòíî ñ Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Ì.Â.Âîëêîâûì [35], îäíà �� ñîâ-
ìåñòíî ñ Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì [33]. Ðåçóëüòàòû ñòà-
òåé [30] è [34] è òå ðåçóëüòàòû òåçèñîâ [35], êîòîðûå âêëþ÷åíû â äèñ-
ñåðòàöèþ, ïîëó÷åíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Á.Ì.Âåðíèêîâûì.
Â ðåçóëüòàòàõ òåçèñîâ [36] è òåõ ðåçóëüòàòàõ ñòàòüè [33], êîòîðûå
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âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèþ, ïîñòàíîâêà çàäà÷è è óêàçàíèå íà îñíîâ-
íûå èäåè è ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæàò Á.Ì.Âåðíèêîâó, à
ñàìî äîêàçàòåëüñòâî íàéäåíî äèññåðòàíòîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, òðåõ ïàðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 66 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 93 íà-
èìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìàòèêå, êîòî-
ðîé ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ, è ôîðìóëèðóþòñÿ åå îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû.

Â �1 ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è
ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Â �2 èçó÷àþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï, ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðà-
çèé êîòîðûõ äèñòðèáóòèâíà, ìîäóëÿðíà, äåçàðãîâà, ïîëóìîäóëÿðíà
ââåðõ èëè âíèç èëè ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç. Äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà íàì íåîáõîäèìî
ââåñòè ðÿä íîâûõ îïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëó-
ãðóïï íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè n, åñëè âñå åãî íèëüïîëó-
ãðóïïû íèëüïîòåíòíû ñòóïåíè ≤ n, ïðè÷åì n � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ
òàêèì ñâîéñòâîì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï èìå-
åò ñòóïåíü > n, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñòóïåíè ≤ n.
Èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï ñî âñåìè óïîìèíàâøèìèñÿ âûøå
îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ: ìíîãîîáðàçèÿ ñòóïåíè > 2 è ñòóïåíè
≤ 2. Ðàññìîòðåíèå ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèíöèïèàëü-
íî ðàçëè÷íûõ èäåÿõ è èñïîëüçóåò ñîâåðøåííî ðàçíóþ òåõíèêó. Ôîð-
ìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ òàêæå íåñêîëüêî îòëè÷à-
þòñÿ. Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå îêàçàëîñü åñòåñòâåííûì è ïðè èçó÷åíèè
ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï.

Ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï ñòóïåíè ≤ 2 ñ îáñóæäàåìûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè íà ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé èçó÷åíû Á.Ì.Âåðíèêîâûì,
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Ì.Â.Âîëêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì. Ïîëó÷åííûå èìè ðåçóëüòàòû,
àíàëîãè÷íûå ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì î
ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëóãðóïï, àíîíñèðîâàíû â [9, 35] (ñîîòâåòñòâóþùàÿ
÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [35] íå âêëþ÷åíà â äèññåðòàöèþ).

Â äèññåðòàöèè îãðàíè÷åíèÿ, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü, ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìíîãîîáðàçèÿì ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2. Ïðè
ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïî-
ñêîëüêó ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé, ò. å. ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï,
áûë èçó÷åí ðàíåå Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Ì.Â.Âîëêîâûì [1, 3�5, 8, 27].
Â äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî â óêàçàííîì êëàññå ìíîãîîáðàçèé
âñå ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ, êðîìå äèñòðèáóòèâíîñòè, ýêâèâàëåíòíû
ìåæäó ñîáîé è ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé
ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó 9-ýëåìåíòíîé ðåøåòêîé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2 íèæå.

Êàê îáû÷íî, ÷åðåç L(V) îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðàçèé
ìíîãîîáðàçèÿ V , à ÷åðåç varΣ � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, çàäàííîå
ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ. Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêæå îáû÷íîãî
ñîãëàøåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ÷åðåç w = 0 îáîçíà÷àåò-
ñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ âèäà wx = xw = w, ãäå x � áóêâà, íå âõî-
äÿùàÿ â ñëîâî w. Òîæäåñòâà òàêîãî âèäà, à òàêæå ìíîãîîáðàçèÿ,
èìè çàäàâàåìûå, íàçûâàþòñÿ 0-ïðèâåäåííûìè. ×åðåç AG îáîçíà÷à-
åòñÿ ìíîãîîáðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, ÷åðåç SL � ìíîãîîáðàçèå
âñåõ ïîëóðåøåòîê, à ÷åðåç T � òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîëîæèì
Cm = var{xm = xm+1, xy = yx}, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, C1 = SL. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì òàêæå
ñ÷èòàòü, ÷òî C0 = T . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M4,3 ðåøåòêó, èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ. 2, à ÷åðåç M4,3 � ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ýòîé ðåøåòêîé.
Îòìåòèì, ÷òî ðåøåòêà M4,3 äåçàðãîâà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñòóïå-

íè > 2 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ;

á) ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà âíèç;

â) ðåøåòêà L(V) ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ;
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Ðèñ. 2: ðåøåòêà M4,3

ã) ðåøåòêà L(V) ïîëóìîäóëÿðíà âíèç;

ä) ðåøåòêà L(V) ìîäóëÿðíà;

å) ðåøåòêà L(V) äåçàðãîâà;

æ) L(V) ∈ M4,3;

ç) V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à ìíîãîîáðàçèå N óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâàì

x2y = xyx = yx2 = 0 (1)

è x1x2x3x4 = x1πx2πx3πx4π, ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê

(123), (124), (134), (234), (12)(34), (13)(24), (14)(23); (2)

è) ìíîãîîáðàçèå V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

x2y = yx2 = x 2y, xyx = xy x , x1x2x3x4 = x1πx2πx3πx4π,

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (2).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àáñòðàêòíûõ ðåøåòîê óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè
ìíîãîîáðàçèþ M4,3 ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñèëüíûì, ÷åì äåçàðãî-
âîñòü: èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå âñåõ äåçàðãîâûõ ðåøåòîê èìååò
êîíòèíóóì ïîäìíîãîîáðàçèé, â òî âðåìÿ êàê ðåøåòêà ïîäìíîãîîáðà-
çèé ìíîãîîáðàçèÿ M4,3 ñîäåðæèò âñåãî ñåìü ýëåìåíòîâ
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Â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [4�6, 9, 29] è íå âîøåäøè-
ìè â äèññåðòàöèþ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [35], òåîðåìà 1 äàåò ðåøåíèå
ïðîáëåìû Ë.Í.Øåâðèíà îá îïèñàíèè ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñ ìî-
äóëÿðíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ðÿä ñëåäñòâèé. Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå èí-
òåðåñíûå èç íèõ.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñòó-

ïåíè > 2:

à) óñëîâèÿ à), â), ä), å) è æ) òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíû;

á) óñëîâèÿ á) è ã) òåîðåìû 1 ýêâèâàëåíòíû.

Â òî æå âðåìÿ, óñëîâèÿ, óêàçàííûå â ïï. à) è á) ñëåäñòâèÿ 2.1, äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2 íå ýêâèâàëåíòíû
(ñì. [1]).

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2.
Åñëè ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, òî îíà

ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ, ïîðîæäåííîìó íåêîòîðîé êîíå÷íîé

ðåøåòêîé.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü V � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñòóïåíè > 2.
Åñëè ðåøåòêà L(V) ñëàáî ïîëóìîäóëÿðíà ââåðõ èëè âíèç, òî îíà

èìååò êîíå÷íûé áàçèñ òîæäåñòâ.

Êðîìå òîãî, â �2 äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñòóïå-

íè > 2 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ðåøåòêà L(V) äèñòðèáóòèâíà;

á) V = AG ∨ Cm ∨ N , ãäå 0 ≤ m ≤ 2, à ìíîãîîáðàçèå N óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâàì (1) è x1x2x3 = x1πx2πx3π, ãäå π � îäíà

èç ïåðåñòàíîâîê

(12), (13), (23), (123); (3)
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â) V óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

x2y = yx2 = x 2y, xyx = xy x , x1x2x3 = x1πx2πx3π,

ãäå π � îäíà èç ïåðåñòàíîâîê (3).

Â �3 äèññåðòàöèè, ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåòêå EPI, èçó÷àþòñÿ
øåñòü èç âîñüìè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òèïîâ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ: ñòàíäàðòíûå, êîñòàíäàðòíûå, äèñòðèáóòèâíûå, êîäèñòðèáóòèâ-
íûå, âåðõíåìîäóëÿðíûå è íèæíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû. Ýëåìåíòû
äâóõ îñòàâøèõñÿ òèïîâ (íåéòðàëüíûå è ìîäóëÿðíûå) ðàññìîòðåíû
Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì â [33].

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ. ×åðåç
ZM áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ñ íóëåâûì óìíîæå-
íèåì.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

à) V � âåðõíåìîäóëÿðíûé è íèæíåìîäóëÿðíûé ýëåìåíò ðåøåò-

êè EPI;

á) V � êîñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

ã) V � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T , SL, ZM è SL ∨ ZM.

Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé â) è ã) ýòîé òåîðåìû äîêàçàíà
Á.Ì.Âåðíèêîâûì è Â.Þ.Øàïðûíñêèì â [33, òåîðåìà 1.1]. Â äèññåð-
òàöèè äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé à), á) è ã).

Ïîëîæèì

Q = var{x2y = xyx = yx2 = 0},
Qn = var{x2y = xyx = yx2 = x1x2 · · · xn = 0},
R = var{x2 = xyx = 0},
Rn = var{x2 = xyx = x1x2 · · · xn = 0},

ãäå n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

13



Òåîðåìà 4. Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ýïèãðóïï V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

à) V � äèñòðèáóòèâíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

á) V � ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò ðåøåòêè EPI;

â) V = M∨N , ãäå M � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N �

îäíî èç ìíîãîîáðàçèé Q, Qn, R è Rn.

Òåîðåìà 5. Ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâëÿåòñÿ íèæíåìîäóëÿðíûì

ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = M∨N ,

ãäå M � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N � 0-ïðèâåäåííîå ìíî-
ãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 5 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó íèæíåìîäóëÿðíû-
ìè è ìîäóëÿðíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêè EPI. Â ðàáîòàõ [2] è [18]
íåçàâèñèìî áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå 0-ïðèâåäåííîå ìíîãîîáðàçèå
ïîëóãðóïï ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè âñåõ ìíîãîîá-
ðàçèé ïîëóãðóïï. Ïðåäëîæåíèå 3.2 äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåò, ÷òî
àíàëîãè÷íûé ôàêò èìååò ìåñòî è â ðåøåòêå EPI. Îòñþäà è èç òåî-
ðåìû 5 ëåãêî âûâîäèòñÿ

Ñëåäñòâèå 3.7. Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, ÿâëÿþùååñÿ íèæ-

íåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI, ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì

ýëåìåíòîì ýòîé ðåøåòêè.

Îòìåòèì, ÷òî íè îäíà èç ïÿòè äðóãèõ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ
èìïëèêàöèé ìåæäó ñâîéñòâàìè áûòü ìîäóëÿðíûì, íèæíåìîäóëÿð-
íûì è âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI ìåñòà íå èìååò.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ëåãêî èçâëåêàþòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ äèñ-
ñåðòàöèè è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [33], ïðèíàäëåæàùèõ Á.Ì.Âåðíèêîâó
è Â.Þ.Øàïðûíñêîìó.

Òåîðåìó 5 óäàëîñü ïðèìåíèòü äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ îáùèõ
ñâîéñòâ ðåøåòêè EPI. ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
çóëüòàòû, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýïèãðóïïà èìååò èíäåêñ n, åñëè n-ÿ ñòåïåíü
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ëþáîãî åå ýëåìåíòà ëåæèò â íåêîòîðîé åå ïîäãðóïïå, ïðè÷åì n �
íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì. ×åðåç En îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ
ýïèãðóïï èíäåêñà ≤ n. Õîðîøî èçâåñòíî è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
En � ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï è ëþáîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï ñîäåð-
æèòñÿ â En äëÿ ïîäõîäÿùåãî n (ñì., íàïðèìåð, [12, ïðåäëîæåíèå 6 è
íàáëþäåíèå 10]). Î÷åâèäíî, ÷òî En ⊆ En+1 äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî
n. Â [12] (ñì. òàêæå [13,24]) Ë.Í.Øåâðèíûì ñôîðìóëèðîâàí ðÿä âî-
ïðîñîâ îá èíòåðâàëàõ âèäà [En, En+1] ðåøåòêè EPI. Â ÷àñòíîñòè, òàì
ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâû ðåøåòî÷íûå ñâîéñòâà ýòèõ èíòåðâàëîâ (íàïðè-
ìåð, ïîðÿäêîâûå òèïû ìàêñèìàëüíûõ öåïåé è ìîùíîñòè àíòèöåïåé).
Êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè, èç òåîðåìû 5 âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èíòåðâàë [En, En+1]
ðåøåòêè EPI ñîäåðæèò öåïü, èçîìîðôíóþ öåïè âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èíòåðâàë [En, En+1]
ðåøåòêè EPI ñîäåðæèò àíòèöåïü ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü åùå äâà ðåçóëüòàòà äèññåðòàöèè,
ñäåëàåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ìîäóëÿðíà, íî íå äèñòðèáóòèâíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîäåðæèò ïîäðåøåòêó, èçîìîðôíóþ 5-ýëåìåíò-
íîé ìîäóëÿðíîé íåäèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêåM3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1,
G2 è G3 ïîïàðíî íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû ýòîé ïîäðåøåòêè. ßñíî, ÷òî
ìíîãîîáðàçèÿ G1, G2 è G3 íå ÿâëÿþòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûìè ýëåìåíòà-
ìè ðåøåòêè EPI. Ìû âèäèì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ
òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï ñ äèñòðèáó-
òèâíîé ðåøåòêîé ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïîñëåäíÿÿ æå çàäà÷à, êàê óæå
îòìå÷àëîñü âûøå, ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíà äàæå â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó-
÷àå. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåò-
êè EPI åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ òàêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, â êîòî-
ðûõ ãðóïïîâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ óñòðîåíû â òîì èëè èíîì ñìûñëå
ïðîñòî. Ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ðåøåòêà ìíîãîîáðàçèé àáå-
ëåâûõ ãðóïï äèñòðèáóòèâíà, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå îãðàíè÷å-
íèÿ íà ìíîãîîáðàçèå, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè áû àáåëåâîñòü âñåõ åãî
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ãðóïïîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì òàêîãî ðî-
äà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íàçû-
âàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íîìó
òîæäåñòâó, ò. å. òîæäåñòâó âèäà

x1x2 · · · xn = x1πx2π · · ·xnπ,

ãäå π � íåòðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}. Â
äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷óòü áîëåå æåñòêîå óñëîâèå ñòðîãîé
ïåðåñòàíîâî÷íîñòè. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷-
íûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ïåðåñòàíîâî÷íîìó òîæäåñòâó, â êîòî-
ðîì 1π ̸= 1 è nπ ̸= n.

Òåîðåìà 6. Ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V
ÿâëÿåòñÿ êîäèñòðèáóòèâíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà V = G ∨ X , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ

ãðóïï, à X � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T , SL, ZM è SL ∨ ZM.

Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï, ÿâ-
ëÿþùååñÿ ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòîì ëþáîãî èç âîñüìè îïðåäåëåííûõ
âûøå òèïîâ â ðåøåòêå âñåõ ìíîãîîáðàçèé ïîëóãðóïï è îòëè÷íîå îò
ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ ïîëóãðóïï, ïåðèîäè÷íî. Òåîðåìà 6 ïîêàçûâàåò,
÷òî àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ýïèãðóïï ìåñòà íå
èìååò, ïîñêîëüêó â ñèëó ýòîé òåîðåìû ìíîãîîáðàçèå AG êîäèñòðèáó-
òèâíî â EPI.

Êëàññ âåðõíåìîäóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ñî-
äåðæèò êëàññ åå êîäèñòðèáóòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó êîäèñòðè-
áóòèâíûå ýëåìåíòû ðåøåòêè EPI îïèñàíû òîëüêî â ñòðîãî ïåðåñòà-
íîâî÷íîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì íà äàííîì ýòàïå ðàñ-
ñìàòðèâàòü âåðõíåìîäóëÿðíûå ýëåìåíòû ýòîé ðåøåòêè òàêæå òîëüêî
â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïîñëåäíèì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòà-
öèè ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 7. Ñòðîãî ïåðåñòàíîâî÷íîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï V ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðõíåìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì ðåøåòêè EPI òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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à) V = M∨N , ãäå M � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé T è SL, à N �

êîììóòàòèâíîå íèëüìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå òîæäåñòâó x2y = xy2;

á) V = G ∨ Cm ∨ N , ãäå G � ìíîãîîáðàçèå àáåëåâûõ ãðóïï, 0 ≤
m ≤ 2, à N � êîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ýïèãðóïï, óäî-

âëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó x2y = 0.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Á.Ì.Âåðíèêîâó çà ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìà-
íèå ê åãî ðàáîòå, ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è áîëüøóþ
ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå òåêñòîâ ñòàòåé è äèññåðòàöèè.
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