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2 Î�ËÀÂËÅÍÈÅ



�ëàâà 1Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
1.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿÌû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè òåîðèè �îðìàëüíûõ ÿçû-êîâ è êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ â ïðåäåëàõ ñòàíäàðòíîãî óíèâåðñèòåòñêîãî êóð-ñà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïðåäïîëàãàåì èçâåñòíîé òåî-ðåìó Êëèíè î òîì, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ íàä äàííûì êîíå÷íûì àë�àâèòîì Σ,ðàñïîçíàâàåìûõ êîíå÷íûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè àâòîìàòàìè, ñîâïàäàåò ñêëàññîì ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ íàä Σ, ò. å. ñ íàèìåíüøèì êëàññîì ÿçûêîâ,êîòîðûéà) ñîäåðæèò ïóñòîé ÿçûê è âñå ÿçûêè âèäà {a} , ãäå a ∈ Σ;á) âìåñòå ñ ëþáûì ÿçûêîì L ñîäåðæèò åãî èòåðàöèþ L∗ , ò. å. ìíîæåñòâîâñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ñëîâ èç L (âêëþ÷àÿ ïóñòîå ïðî-èçâåäåíèå, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì ïóñòîìó ñëîâó 1);â) âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ÿçûêàìè ñîäåðæèò èõ îáúåäèíåíèå è èõ ïðî-èçâåäåíèå.Ìû áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì çàäàíèå ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ ðåãóëÿðíûìèâûðàæåíèÿìè è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè çàäàíèÿìè.1.2 Áåççâåçäíûå ÿçûêèÑðåäè îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ â îïðåäåëåíèè ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ, èòåðà-öèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ¾ñëîæíîé¿, òàê êàê �àêòè÷åñêè îïèñûâàåò íåêîòîðûéáåñêîíå÷íûé ïðîöåññ:

L∗ = {1} ∪ L ∪ L2 ∪ L3 ∪ · · · ∪ Ln ∪ . . . .3



4 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÄåéñòâèòåëüíî ëè îíà íåîáõîäèìà? ßñíî, ÷òî ïðîñòî óäàëèòü èòåðàöèþ èçîïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå îïåðà-öèè íå ìîãóò ïðîèçâåñòè áåñêîíå÷íûé ÿçûê èç êîíå÷íûõ ÿçûêîâ. Íî, ìîæåòáûòü, ìîæíî çàìåíèòü èòåðàöèþ êàêîé-íèáóäü áîëåå ïðîñòîé îïåðàöèåé, êî-òîðàÿ òåì íå ìåíåå ìîæåò ïðîèçâåñòè áåñêîíå÷íûé ÿçûê èç êîíå÷íûõ? Íà-ïðèìåð, òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò îïåðàöèÿ âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ. Íàïîìíèì,÷òî èç òåîðåìû Êëèíè âûòåêàåò, ÷òî êëàññ ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ çàìêíóòîòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ äîïîëíåíèé. Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Êëàññ áåççâåçäíûõ (star-free) ÿçûêîâ íàä äàííûì êîíå÷-íûì àë�àâèòîì Σ � ýòî íàèìåíüøèé êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûéà) ñîäåðæèò ïóñòîé ÿçûê è âñå ÿçûêè âèäà {a} , ãäå a ∈ Σ;á') âìåñòå ñ ëþáûì ÿçûêîì L ñîäåðæèò åãî äîïîëíåíèå LC ;â) âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ÿçûêàìè ñîäåðæèò èõ îáúåäèíåíèå è èõ ïðî-èçâåäåíèå.Âîïðîñ, êîòîðûé ìû îáñóæäàëè âûøå, ìîæíî òåïåðü ñ�îðìóëèðîâàòüòàê: âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ðàöèîíàëüíûõ ÿçûê ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì? Îòâåòíà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí � åñòü ÿçûêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ áåççâåçäíû-ìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ÿçûêè (a2)∗ è {aba, b}∗ . Ìû äîêàæåìýòî ïîçæå, ïîñëå òîãî, êàê ðàçîâüåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåõíèêó.Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà áåççâåçäíîñòè: êàê ïî äàííî-ìó ÿçûêó íàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí áåççâåçäíûì. Ýòóïðîáëåìó ðåøèë â 1966 ã. Øþòöåíáåðæå1. Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà áåççâåçä-íîñòè äàëåêî íå òðèâèàëüíà: åñëè ÿçûê çàäàí êàêèì-òî ðåãóëÿðíûì âûðà-æåíèåì, ÿâíî èñïîëüçóþùèì èòåðàöèþ ∗ , ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ÿçûê íåÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì.Ïðèìåð 1.2.1. �àöèîíàëüíûé ÿçûê (ab)∗ íàä àë�àâèòîì Σ = {a, b} íà ñàìîìäåëå ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
(ab)∗ = (∅Ca ∪ b∅C ∪∅Ca2∅C ∪∅Cb2∅C)C .Â ñàìîì äåëå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∅C = Σ∗ , âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îïè-ñûâàåò â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, êîòîðûå1Marel-Paul (Maro) Sh�utzenberger (1920 � 1996) � �ðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ñäåëàâ-øèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ êîìïüþòåðíûõ íàóê. Ñâîþ ïåðâóþíàó÷íóþ ñòåïåíü îí ïîëó÷èë ïî ìåäèöèíå â 1948 ãîäó, åãî äèññåðòàöèÿ áûëà îòìå÷åíàïðèçîì �ðàíöóçñêîé àêàäåìèè ìåäèöèíû. Âòîðóþ äèññåðòàöèþ ïî òåîðèè èí�îðìàöèèØþòöåíáåðæå çàùèòèë â 1953 ãîäó. Ìàòåìàòè÷åñêèå èíòåðåñû Øþòöåíáåðæå î÷åíü øè-ðîêè è âêëþ÷àþò òåîðèþ àâòîìàòîâ, �îðìàëüíûõ ÿçûêîâ, òåîðèþ èí�îðìàöèè. Åãî ìîæ-íî ïî ïðàâó ñ÷èòàòü îñíîâàòåëåì êîìáèíàòîðèêè ñëîâ, êîòîðàÿ íà÷àëà áóðíî ðàçâèâàòüñÿñ âûõîäîì â 1983 ãîäó îäíîèìåííîé êíèãè, íàïèñàííîé ïîä ïñåâäîíèìîì Ì. Ëîòýð (M.Lothaire) Øþòöåíáåðæå â ñîàâòîðñòâå ñ ó÷åíèêàìè. Åãî èìåíåì íàçâàíû íåñêîëüêî âàæ-íûõ òåîðåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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• íå îêàí÷èâàþòñÿ íà a;
• íå íà÷èíàþòñÿ ñ b;
• íå ñîäåðæàò äâóõ âõîæäåíèé áóêâû a ïîäðÿä;
• íå ñîäåðæàò äâóõ âõîæäåíèé áóêâû b ïîäðÿä.ßñíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ïóñòîãî ñëîâà è âñåâîçìîæíûõ ñëîâ,êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ a, îêàí÷èâàþòñÿ íà b è â êîòîðûõ âõîæäåíèÿ áóêâ aè b ÷åðåäóþòñÿ. Íî ýòî â òî÷íîñòè îïèñàíèå ìíîæåñòâà (ab)∗ .Óïðàæíåíèå 1.2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ÿçûêè {ab, ba}∗ è (a(ab)∗b)∗ ÿâëÿþòñÿáåççâåçäíûìè.1.3 Êóñî÷íî òåñòèðóåìûå ÿçûêèÎïðåäåëåíèå 1.3.1. ßçûê íàä äàííûì êîíå÷íûì àë�àâèòîì Σ íàçûâàåòñÿêóñî÷íî òåñòèðóåìûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ èç ÿçûêîâ âèäà

Σ∗a1Σ
∗a2Σ

∗ . . .Σ∗akΣ
∗ , ãäå ai ∈ Σ.Ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññ êóñî÷íî òåñòèðóåìûõ ÿçûêîâ è ñ ïîìîùüþ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ðàñïîçíàâàòåëåé � òàê íàçûâàåìûõ àâòîìàòîâ-ãèäð. (Íàïîì-íèì, ÷òî ãèäðîé â ãðå÷åñêîé ìè�îëîãèè íàçûâàëîñü ìíîãîãëàâîå ÷óäîâèùå,ñì. ðèñ. 1.1.)

�èñ. 1.1: Äåâÿòèãëàâàÿ ãèäðàÀâòîìàò-ãèäðà ñ h ãîëîâêàìè � ýòî óñòðîéñòâî, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäÿò:



6 �ËÀÂÀ 1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È
• ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íàÿ ëåíòà, ðàçäåëåííàÿ íà ÿ÷åéêè, â êîòîðûõìîãóò áûòü âïèñàíû áóêâû íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àë�àâèòà Σ;
• h ÷èòàþùèõ ãîëîâîê, êîòîðûå ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ âäîëü ëåíòû íåçà-âèñèìî äðóã îò äðóãà, íî ñ ñîõðàíåíèåì âçàèìíîãî ïîðÿäêà (ïåðâàÿãîëîâêà âñåãäà îñòàåòñÿ ñàìîé ëåâîé è ò. ä.), ïðè÷åì êàæäàÿ ãîëîâêàìîæåò ñ÷èòûâàòü ñèìâîë èç îáîçðåâàåìîé åé ÿ÷åéêè;
• êîíå÷íîé read-only ïàìÿòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äâà ñïèñêà ñëîâ äëèíû
≤ h íàä Σ: ñïèñîê ïàðîëåé è ñïèñîê çàïðåòîâ.Àâòîìàò-ãèäðà ïðèíèìàåò ñëîâî w ∈ Σ∗ , åñëè îí íàõîäèò â w îäèí èçïàðîëåé è ïðè ýòîì íå îáíàðóæèâàåò â w íè îäíîãî èç çàïðåòîâ. Â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå îí îòâåðãàåò w . Íàïðèìåð, àâòîìàò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.2,ïðèíèìàåò ñëîâî, íàïèñàííîå íà ëåíòå (AmpleUglyElkByRumba), ïîñêîëüêóíàõîäèò â ýòîì ñëîâå ïàðîëü (algebra), íî íå íàõîäèò â íåì çàïðåùåííîãîñëîâà (erotia). ßçûê L ⊆ Σ∗ ðàñïîçíàåòñÿ àâòîìàòîì-ãèäðîé, åñëè äàííûéàâòîìàò ïðèíèìàåò â òî÷íîñòè òå ñëîâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò L. Íåñëîæíîïîíÿòü, ÷òî êëàññ ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ àâòîìàòàìè-ãèäðàìè, ñîâïàäàåòñ êëàññîì êóñî÷íî òåñòèðóåìûõ ÿçûêîâ.Ïðèìåð 1.3.1. ßçûê Σ∗abΣ∗ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî òåñòèðóåìûì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà Σ = {a, b} .Óòâåðæäåíèå ¾òîãäà¿ ïîíÿòíî, òàê êàê Σ∗abΣ∗ = Σ∗aΣ∗bΣ∗ � åñëè â ñëîâåîò áóêâ a è b åñòü âõîæäåíèå a, ïðåäøåñòâóþùåå âõîæäåíèþ b, òî åñòü èâõîæäåíèå a, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåå âõîæäåíèþ b. À âîò óòâåð-æäåíèå ¾òîëüêî òîãäà¿ ìû ïîêà äîêàçàòü íå ìîæåì.Âîçíèêàåò ïðîáëåìà êóñî÷íîé òåñòèðóåìîñòè: êàê ïî äàííîìó ÿçûêóíàä êîíå÷íûì àë�àâèòîì óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí êóñî÷íî òåñòèðóåìûì. Ýòóïðîáëåìó ðåøèë â 1972 ã. Ñàéìîí 2.

2Imre Simon (1943 � 2009) � áðàçèëüñêèé ìàòåìàòèê è èí�îðìàòèê âåíãåðñêîãî ïðîèñ-õîæäåíèÿ. Ïðîáëåìó êóñî÷íîé òåñòèðóåìîñòè Ñàéìîí ðåøèë â ñâîåé äèññåðòàöèè ïîä ðó-êîâîäñòâîì ßíóøà Áæîçîâñêîãî â 1972 ãîäó. Äàëüíåéøèå åãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ñâÿçàíûâ îñíîâíîì ñ êîìáèíàòîðèêîé ñëîâ è òåîðèåé àâòîìàòîâ. Â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè âîïðîñàìèýòèõ îáëàñòåé, Ñàéìîí ââåë â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöè-ÿìè x ⊕ y = min{x, y} è x ⊗ y = x + y . Ýòî ïîíÿòèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå òðîïè÷åñêîåïîëóêîëüöî, ¾òðîïè÷åñêîå¿ � â ÷åñòü ìåñòà, ãäå æèë åãî àâòîð.
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�èñ. 1.2: Aâòîìàò-ãèäðà ñ ñåìüþ ãîëîâêàìè
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�ëàâà 2Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèèïîëóãðóïï
2.1 Îòíîøåíèÿ �ðèíàÍàïîìíèì, ÷òî ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîìîïðåäåëåíà îïåðàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè. Äëÿ ïîëó-ãðóïïû S ÷åðåç S1 áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóãðóïïó S ñ åäèíèöåé, âîçìîæíîïðèñîåäèíåííîé.Îòíîøåíèÿìè �ðèíà íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ:1. aRb ⇔ aS1 = bS1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃ u, v ∈ S1 : a = bu, b = av , ò.å.ýëåìåíòû a è b äåëÿò äðóã äðóãà ñïðàâà (aS1 � ãëàâíûé ïðàâûé èäåàë,ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a).2. aL b⇔ S1a = S1b.3. aH b⇔ aS1 = bS1, S1a = S1b, ò.å. H = R ∩ L .4. aJ b⇔ S1aS1 = S1bS1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃ u, v, x, y ∈ S1 : a = ubv, b =

xay (S1aS1 � ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a).Óïðàæíåíèå 2.1.1. Îòíîøåíèÿ �ðèíà ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâà-ëåíòíîñòè.Òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñâÿçàííûå ñ îòíîøåíèÿìè �ðèíà îòíîøåíèÿïðåäïîðÿäêà:1. a ≤R b⇔ aS1 ⊆ bS1 .2. a ≤L b⇔ S1a ⊆ S1b.3. a ≤H b ⇔ aS1 ⊆ bS1, S1a ⊆ S1b. 9



10 �ËÀÂÀ 2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËÓ��ÓÏÏ4. a ≤J b⇔ S1aS1 ⊆ S1bS1 .Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Îòíîøåíèÿ ≤L è L ñòàáèëüíû ñïðàâà, à ≤R è R� ñëåâà.Äîêàçàòåëüñòâî. a ≤L b ⇔ a = ub äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S1 . Óìíîæèì íà cñïðàâà: ac = ubc⇔ ac ≤L bc.Åñëè α è β áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, òî
αβ = {(x, y) | ∃z : (x, z) ∈ α, (z, y) ∈ β}.Ïðåäëîæåíèå 2.1.2. L R = RL è ïîòîìó îòíîøåíèå D = L R ÿâ-ëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèì L è Rîäíîâðåìåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aL Rb: ∃c ∈ S òàêîå, ÷òî aL c è cRb, ò.å. ∃ u, v ∈

S1, ∃ x, y ∈ S1 : a = uc, c = va, c = bx, b = cy . ×åðåç d îáîçíà÷èì ay = ucy =
ub. Ïîêàæåì, ÷òî aRd è dL b. aL c ⇒ ayL cy ⇒ dL b. cRb ⇒ ucRub ⇒
aRd . Ïîëó÷èëè, ÷òî aRL b, ò.å. L R ⊆ RL . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îáðàòíîåâêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, L R = RL .ßñíî, ÷òî L ⊂ D è R ⊂ D . Ïîêàæåì, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè:1. �å�ëåêñèâíîñòü � î÷åâèäíî.2. Ñèììåòðè÷íîñòü � ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî L R = RL .3. Òðàíçèòèâíîñòü � ïóñòü aDb, bDc, òîãäà aL xRbL yRc, xRL y ⇒

xL Ry , ò.å. xL zRy ; aL z , zRc, òîãäà aL Rc.Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:2.2 Ïðèìåð: îòíîøåíèÿ �ðèíà â ìîíîèäå ïðå-îáðàçîâàíèéÏóñòü X � ìíîæåñòâî. ×åðåç TX îáîçíà÷èì ìîíîèä âñåõ ïðåîáðàçîâàíèéìíîæåñòâà X . Äëÿ α ∈ TX ÷åðåç Imα îáîçíà÷àåòñÿ îáðàç α , ò. å. ìíîæåñòâî
{y ∈ X | (∃x ∈ X) y = xα},à ÷åðåç kerα îáîçíà÷àåòñÿ ÿäðî α , ò. å. ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X , ïðè êîòî-ðîì ýëåìåíòû x, y ∈ X ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà xα = yα . Çàìåòèì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êëàññîâ ðàçáèåíèÿ kerα(îáîçíà÷àåìàÿ | kerα|) ðàâíî ìîùíîñòè | Imα| ìíîæåñòâà Imα .



2.3. ËÅÌÌÀ ��ÈÍÀ 11Ïðåäëîæåíèå 2.2.1. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ TX èìååì:1. α ≤L β ⇐⇒ Imα ⊆ Im β ;2. α ≤R β ⇐⇒ kerα ⊇ ker β ;3. α ≤J β ⇐⇒ | Imα| ≤ | Imβ|.Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè α ≤L β , òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
γ ∈ TX , ÷òî α = γβ . Òîãäà Imα = Im γβ = (Im γ)β ⊆ Im β.Îáðàòíî, åñëè Imα ⊆ Im β , òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêîé
y ∈ X , ÷òî xα = yβ . �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå γ , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó
x îäèí èç òàêèõ y . Òîãäà α = γβ .(2) Åñëè α ≤R β , òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå γ ∈ TX , ÷òî α =
βγ .Ïóñòü (x, y) ∈ ker β , ò. å. xβ = yβ . Òîãäà xα = xβγ = yβγ = yα . Ýòîçíà÷èò, ÷òî (x, y) ∈ kerα .Îáðàòíî, åñëè kerα ⊇ ker β , òî ñîîòâåòñòâèå γ = β−1α ÿâëÿåòñÿ îäíî-çíà÷íûì îòîáðàæåíèåì è ïîòîìó ïðèíàäëåæèò TX . ßñíî, ÷òî α = βγ .(3) Åñëè α ≤J β , òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ γ, δ ∈ TX , ÷òî
α = γβδ . Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî | Imα| ≤ | Imβ| .Îáðàòíî, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ε : X → X , êîòîðîå êàæäîìó êëàññó
kerα ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Im β òàê, ÷òî ðàçíûì êëàññàì ñîîòâåòñòâóþòðàçíûå ýëåìåíòû. Ïîñêîëüêó | kerα| = | Imα| ≤ | Imβ| , òî îðãàíèçîâàòü òàêîåîòîáðàæåíèå âîçìîæíî.Òàê êàê ker ε = kerα , ïî ïóíêòó (2) èìååì εR α . Äàëåå, Im ε ⊆ Im β ,ïîýòîìó ïî ïóíêòó (1) èìååì ε ≤L β . Îòñþäà α ≤D β è ïîòîìó α ≤J β .Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (3) âûòåêàåò, ÷òî â ìîíîèäå TXîòíîøåíèÿ D è J ñîâïàäàþò.Ñëåäñòâèå 2.2.1. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ TX èìååì:1. αL β ⇐⇒ Imα = Im β ;2. αR β ⇐⇒ kerα = ker β ;3. αJ β ⇐⇒ αD β ⇐⇒ | Imα| = | Im β|.2.3 Ëåììà �ðèíàÏóñòü a ∈ S , äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü

R -êëàññ, ñîäåðæàùèé a, ÷åðåç Ra ;
L -êëàññ, ñîäåðæàùèé a, ÷åðåç La ;
H -êëàññ, ñîäåðæàùèé a, ÷åðåç Ha ;
D -êëàññ, ñîäåðæàùèé a, ÷åðåç Da .



12 �ËÀÂÀ 2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËÓ��ÓÏÏÇàìåòèì, ÷òî Ha = La ∩Ra äëÿ ëþáîãî a.Ëåììà 2.3.1. Ïóñòü L � L -êëàññ, R � R -êëàññ. Òîãäà R ∩ L 6= ∅ òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà L è R ñîäåðæàòñÿ â îäíîì D -êëàññå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ L∩R . Òîãäà ÿñíî, ÷òî L è R ñîäåðæàòñÿ â Da .Îáðàòíî, ïóñòü L è R ñîäåðæàòñÿ â D -êëàññå D . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå
x ∈ L è y ∈ R . Òîãäà xDy , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a, ÷òî xL aR y .Òîãäà a ∈ L ∩ R , îòêóäà L ∩R 6= ∅.Ëåììà 2.3.1 ïîäñêàçûâàåò, ÷òî D -êëàññû óäîáíî ìûñëèòü ñåáå êàê ïðÿìî-óãîëüíûå òàáëèöû (ïî òðàäèöèè èìåíóåìûå egg-box êàðòèíêàìè), â êîòîðûõñòðîêè èçîáðàæàþò R -êëàññû, ñòîëáöû � L -êëàññû, à ÿ÷åéêè � H -êëàññû.Ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû êàæäîãî D -êëàññà ðàñïðåäåëåíû ïî ÿ÷åéêàì ñîîòâåòñòâóþùåé egg-box êàðòèíêè ðàâíî-ìåðíî.Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 (Ëåììà �ðèíà). Ïóñòü aRb, ò. å. ñóùåñòâóþò u, v ∈
S1 , òàêèå, ÷òî au = b è bv = a. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ρu : S → S ,çàäàâàåìîå ïðàâèëîì xρu = xu, è ρu : S → S , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì xρv =
xv . Òîãäà îãðàíè÷åíèå ρu íà êëàññ La � ýòî áèåêöèÿ La íà Lb , îãðàíè÷åíèå
ρv íà êëàññ Lb � îáðàòíàÿ ê íåé áèåêöèÿ, è îáà îãðàíè÷åíèÿ ñîõðàíÿþò
H -êëàññû.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ La . Èç xL a ñëåäóåò,÷òî xuL au = b, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå L ñòàáèëüíî ñïðàâà. Ñëåäîâàòåëüíî,
Laρu ⊆ Lb . Äàëåå, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò t ∈ S1 , òàêîé, ÷òî x = ta. Èìååì

xρuρv = xuv = tauv = tbv = ta = x,ò. å. îãðàíè÷åíèå ρv íà êëàññ Lb � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê îãðàíè÷åíèþ ρuíà êëàññ La .Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèå ρv íà êëàññ Lb îòîáðàæàåò Lb íà La , ñëåäî-âàòåëüíî, îãðàíè÷åíèÿ ρu è ρv íà ñîîòâåòñòâåííî La íà Lb � âçàèìíî îáðàò-íûå áèåêöèè. Ïîñêîëüêó xuv = x, èìååì xRxu , è åñëè xH y , òî xuH yu .Îáðàòíî, åñëè xuH yu , òî xH yÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì D -ñòðîåíèå ìîíîèäà T3 âñåõ ïðåîáðà-çîâàíèé 3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {1, 2, 3} . Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â �2.2, óíåãî ðîâíî òðè D -êëàññà: êëàññ D3 âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ 3-ýëåìåíòíûì îá-ðàçîì, êëàññ D2 âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ 2-ýëåìåíòíûì îáðàçîì è êëàññ D1âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ 1-ýëåìåíòíûì îáðàçîì. ßñíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå 3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, îáðàç êîòîðîãî 3-ýëåìåíòåí, åñòü íå ÷òî èíîå êàêïåðåñòàíîâêà ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ D3 ñîñòîèò èç 6 ïå-ðåñòàíîâîê èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Êëàññ D1 ñîñòîèò èç òðåõ êîíñòàíòíûõïðåîáðàçîâàíèé. Èíòåðåñíåå âñåãî óñòðîåí êëàññ D2 . Åãî egg-box êàðòèíêàïîêàçàíà íèæå.



2.4. �ÎËÜ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÎÂ 13
{1, 2} {1, 3} {2, 3}

1 | 23 ( 1 2 3
1 2 2 ), ( 1 2 3

2 1 1 ) ( 1 2 3
1 3 3 ), ( 1 2 3

3 1 1 ) ( 1 2 3
2 3 3 ), ( 1 2 3

3 2 2 )

2 | 13 ( 1 2 3
1 2 1 ), ( 1 2 3

2 1 2 ) ( 1 2 3
1 3 1 ), ( 1 2 3

3 1 3 ) ( 1 2 3
2 3 2 ), ( 1 2 3

3 2 3 )

3 | 12 ( 1 2 3
1 1 2 ), ( 1 2 3

2 2 1 ) ( 1 2 3
1 1 3 ), ( 1 2 3

3 3 1 ) ( 1 2 3
2 2 3 ), ( 1 2 3

3 3 2 )Òàáëèöà 2.1: D -êëàññ ìîíîèäà T3 , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ 2-ýëåìåíòíûì îáðàçîì. Íàä êàæäûì L -êëàññîì ïîêàçàíî ïàðàìåòðèçóþùåååãî 2-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, à ëåâåå êàæäîãî R -êëàññà � ïàðàìåòðèçóþ-ùåå åãî ðàçáèåíèå.2.4 �îëü èäåìïîòåíòîâÝëåìåíò e íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè e2 = e.Ëåììà 2.4.1. Â êîíå÷íîé ïîëóãðóïïå äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà, íàéäåòñÿ åãîñòåïåíü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà, a ∈ S , ðàññìîòðèì ýëå-ìåíòû a, a2, a3, . . . . Íàéäóòñÿ òàêèå n è k , ÷òî an = an+k . �àññìîòðèì ank .Èìååì (ank)2 = a2nk = ank+nk = ank . Ñëåäîâàòåëüíî, nk � èñêîìàÿ ñòå-ïåíü.Óïðàæíåíèå 2.4.1. Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà ïîëóãðóïïû íàéòè íàèìåíü-øóþ ñòåïåíü, â êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì.Óïðàæíåíèå 2.4.2. Ïóñòü ïîëóãðóïïà S èìååò ïîðÿäîê n. Äîêàçàòü, ÷òîäëÿ ëþáîãî a ∈ S ýëåìåíò an! ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì.Ïðåäëîæåíèå 2.4.1. Â êîíå÷íîé ïîëóãðóïïå D = J .Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå D ⊆ J âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé ïîëóãðóïïå âñèëó òîãî, ÷òî D � íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùååîòíîøåíèÿ R è L .Ïóñòü aJ b. Íàéäóòñÿ òàêèå u, v, x, y ∈ S1 : uav = b, xby = a, îòñþäà
xuavy = a. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî k ïîëó÷èì (xu)ka(vy)k = a) . Îòñþäàïî ëåììå íàéäåòñÿ òàêîå k , ÷òî (xu)k = e, (vy)k = f , ñëåäîâàòåëüíî eaf = a,îòêóäà ea = a è af = a.Ïîêàæåì, ÷òî uaL a. ßñíî, ÷òî ua ∈ S1a. Îáðàòíî, a = ea = (xu)ka =
(xu)k−1x · ua ∈ S1ua. Àíàëîãè÷íî aRav . Ïîëó÷àåì uaRuav = b è aL uaRb,ò. å. aL Rb è aDbÒåïåðü ìû ñíîâà ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå ïîëóãðóïïû.Ïðåäëîæåíèå 2.4.2 (Òåîðåìà Ìèëëåðà-Êëè��îðäà). Ïóñòü a, b ∈ S , òî-ãäà ab ∈ Ra∩Lb òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñå÷åíèå Rb∩La ñîäåðæèòèäåìïîòåíò.



14 �ËÀÂÀ 2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËÓ��ÓÏÏÄîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Åñëè ab ∈ Ra ∩ Lb , òî ïî ëåììå �ðèíà ρb|La
� áèåêöèÿ

La íà Lb . Ïóñòü e ∈ Rb ∩La � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî eρb = eb = b. Òîãäà eRb, â÷àñòíîñòè, e = bu äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ S1 . Èìååì e2 = e(bu) = (eb)u = bu = e,ò. å. e � èäåìïîòåíò.
⇐ Ïóñòü e � èäåìïîòåíò èç Rb ∩ La . Èç eRb ñëåäóåò, ÷òî eb = b, à èç
eL a ñëåäóåò, ÷òî ae = a. Óìíîæèâ ñîîòíîøåíèå eRb ñëåâà íà a, ïîëó÷èì
a = aeRab. Àíàëîãè÷íî, óìíîæèâ ñîîòíîøåíèå eL a ñïðàâà íà b, ïîëó÷èì
b = ebRab. Ñëåäîâàòåëüíî ab ∈ Ra ∩ Lb .Ñëåäñòâèå 2.4.1. Ïóñòü H � H -êëàññ, òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâà-ëåíòíû:(1) H ñîäåðæèò èäåìïîòåíò;(2) ñóùåñòâóþò a, b ∈ H , òàêèå, ÷òî ab ∈ H ;(3) H � ãðóïïà.Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèè (1) ⇒ (2) è (3) ⇒ (1) î÷åâèäíû.
(2) ⇒ (3) Èìååì H = Ra ∩ Lb = Rb ∩ La . Ïî òåîðåìå Ìèëëåðà�Êëè��îðäàâ H íàéäåòñÿ èäåìïîòåíò e. Ïðèìåíÿÿ òó æå òåîðåìó â îáðàòíóþ ñòîðîíó,çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ g, h ∈ H ïðîèçâåäåíèå gh ïðèíàäëåæèò H , ò. å.
H � ïîëóãðóïïà. Äëÿ ëþáîãî h ∈ H îòîáðàæåíèå ρh|H � áèåêöèÿ H íà
H . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ge = g äëÿ ëþáîãî g ∈ H . Â ñèëóñèììåòðè÷íûõ ðàññóæäåíèé eg = g äëÿ ëþáîãî g ∈ H , ò. å. e � åäèíèöà â H .Íàêîíåö, èç òîãî, ÷òî ρh|H � áèåêöèÿ H íà H , ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ Hñóùåñòâóåò ýëåìåíò h′ , òàêîé, ÷òî h′h = e. Ñëåäîâàòåëüíî H � ãðóïïà.Çàìåòèì, ÷òî åñëè H � ãðóïïà, òî H � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Äåéñòâè-òåëüíî, åñëè G � êàêàÿ-òî ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïû S , òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà
g, h ∈ G äåëÿò äðóã äðóãà è ñïðàâà, è ñëåâà: g = h ·h−1g , h = g ·g−1h è àíàëî-ãè÷íî ñëåâà. Ïîýòîìó G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì H -êëàññå H . Ïîñêîëüêó Hñîäåðæèò èäåìïîòåíò (à èìåííî, åäèíèöó ïîäãðóïïû G), ïî òîëüêî ÷òî äîêà-çàííîìó ñëåäñòâèþ H åñòü ïîäãðóïïà. Èòàê, êàæäàÿ ïîäãðóïïà ïîëóãðóïïûñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîé ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïå, à èìåííî, â H -êëàññååäèíèöû ýòîé ïîäãðóïïû.Ïðåäëîæåíèå 2.4.3. Ëþáûå äâå ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû âíóòðè îäíîãî
D -êëàññà èçîìîð�íû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H1 è H2 � äâå òàêèå ïîäãðóïïû. Ïî ñëåäñòâèþ èçòåîðåìû Ìèëëåðà-Êëè��îðäà ñóùåñòâóþò èäåìïîòåíòû e è f òàêèå, ÷òî
H1 = He è H2 = Hf . Ïîñêîëüêó âñå ïðîèñõîäèò âíóòðè îäíîãî D -êëàññà,èìååì eD f . Òàêèì îáðàçîì, eR aL f äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ S . Èç òîãî, ÷òî
aL f , ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a′ ∈ S1 , äëÿ êîòîðîãî f = a′a.



2.4. �ÎËÜ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÎÂ 15Íà He ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì x 7→ a′xa. Èçëåììû �ðèíà è óòâåðæäåíèÿ, äâîéñòâåííîãî ê íåé, ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîá-ðàæåíèå åñòü áèåêöèÿ He íà Hf . Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèåÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì.Çàìåòèì, ÷òî aa′a = af = a. Îòñþäà (aa′)(aa′) = (aa′a)a′ = aa′ , ò. å. aa′� èäåìïîòåíò èç Ra .Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ He , ïîñêîëüêó (aa′)y = y , ïîëó÷àåì
(a′xa)(a′ya) = a′x(aa′y)a = a′xya,÷òî è ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ a′xa åñòü ãîìîìîð�èçì.Ýëåìåíò a ∈ S íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ S ,÷òî axa = a. Êëàññ îòíîøåíèÿ �ðèíà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè âñå åãîýëåìåíòû ðåãóëÿðíû.Ïðåäëîæåíèå 2.4.4. Ïóñòü D � íåêîòîðûé D -êëàññ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿýêâèâàëåíòíû:(1) D � ðåãóëÿðíûé D -êëàññ;(2) â D åñòü ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;(3) êàæäûé R -êëàññ âíóòðè D ñîäåðæèò èäåìïîòåíò;(4) êàæäûé L -êëàññ âíóòðè D ñîäåðæèò èäåìïîòåíò;(5) â D åñòü èäåìïîòåíò;(6) ñóùåñòâóþò òàêèå x, y ∈ D , ÷òî xy ∈ D .Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (1)�(5) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåéëåììû è äâîéñòâåííîãî åé óòâåðæäåíèÿ:Ëåììà 2.4.2. R -êëàññ ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèòèäåìïîòåíò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aR e, ãäå e � èäåìïîòåíò. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîéýëåìåíò u ∈ S1 , ÷òî e = au . Èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ: a = ea =

e2a = (au)ea = a(ue)a. Ïîñêîëüêó ue ∈ S , âèäèì, ÷òî ýëåìåíò a ðåãóëÿðåí.Îáðàòíî, åñëè axa = a äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ S , òî ax � èäåìïîòåíò,ëåæàùèé â Ra .Î÷åâèäíî, ÷òî (5) ⇒ (6) , à èìïëèêàöèÿ (6) ⇒ (5) ñëåäóåò èç òåîðåìûÌèëëåðà-Êëè��îðäà.



16 �ËÀÂÀ 2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËÓ��ÓÏÏ2.5 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ D -êëàññîââ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïïàõ ïðåîáðàçîâàíèéÏðåäëîæåíèå 2.5.1. Ïóñòü S � ïîäïîëóãðóïïà â TX è α, β ∈ S . Òîãäà:(1) Åñëè α ≤R β , òî kerα ⊇ ker β è åñëè αR β , òî kerα = ker β .(2) Åñëè α ≤L β , òî Imα ⊆ Im β è åñëè αL β , òî Imα = Im β .(3) Åñëè α ≤J β , òî | Imα| ≤ | Im β| è åñëè αJ β , òî | Imα| = | Im β|.Ýòî ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì îïèñàíèÿ îòíîøåíèé �ðè-íà â TX . Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûå èìïëèêàöèè â îáùåì ñëó÷àå (ò. å. äëÿ ïðî-èçâîëüíîé ïîäïîëóãðóïïû S ) íåâåðíû, õîòÿ îíè âåðíû äëÿ TX .Ïóñòü Y � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X , à π � ðàçáèåíèå X . �îâîðÿò, ÷òî
Y � òðàíñâåðñàëü ðàçáèåíèÿ π , åñëè êàæäûé π -êëàññ ñîäåðæèò ðîâíî îäèíýëåìåíò èç Y .Ïðåäëîæåíèå 2.5.2. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è S � ïîäïîëóãðóï-ïà â TX . Ýëåìåíò α ∈ S ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ïîäãðóïïå â S òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà Imα åñòü òðàíñâåðñàëü ðàçáèåíèÿ kerα .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü α ∈ S ëåæèò â íåêîòîðîé ïîäãðóï-ïå, òîãäà αn = α äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïîýòîìó α|Imα � áèåêöèÿ (ïåðåñòàíîâêà).Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé êëàññ ðàçáèåíèÿ kerα . Åñëè |K ∩ Imα| ≥ 2 ,òî ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà èç Imα ñêëåèâàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì α , ÷òîíåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó α � áèåêöèÿ. Çíà÷èò, |K ∩ Imα| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî K .Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî K âûïîëíÿåòñÿ K ∩ Imα = ∅, òî

| Imα| =
∑

K∈kerα

|K ∩ Imα| < | kerα|,÷òî òàêæå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó | Imα| = | kerα| .Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè Imα � òðàíñâåðñàëü â kerα , òî α|Imα � ïåðåñòà-íîâêà, òîãäà ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî αn = α . Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,÷òî α2H α , à çíà÷èò, H -êëàññ ýëåìåíòà α ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, ïîñêîëüêóñîäåðæèò èäåìïîòåíò.Èçëîæèì òåïåðü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðíûõ D -êëàññîâ êîíå÷íîéïîëóãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.0. Íàõîäèì ãðóïïîâîé ýëåìåíò x ∈ S .1. Âû÷èñëÿåì îáðàçû Im xr äëÿ âñåõ r ∈ S1 òàêèå, ÷òî | Imxr| = | Imx| .Äëÿ êàæäîãî òàêîãî îáðàçà I ñîõðàíèì òàêîå r , ÷òî I = Im xr .2. Ïàðàëëåëüíî âû÷èñëÿåì âñå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ xr (r ∈ S1 ), ÷òî
Im xr = Im x. Èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò H -êëàññ Hx .



2.5. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ �Å�ÓËß�ÍÛÕ D -ÊËÀÑÑÎÂ 173. Âû÷èñëÿåì âñå ðàçáèåíèÿ âèäà ker sx (s ∈ S1) , òàêèå, ÷òî | ker sx| =
| ker x| . Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðàçáèåíèÿ ñîõðàíÿåì çíà÷åíèå s, ïðè êîòîðîìîíî ïîëó÷àåòñÿ.4. Ñðåäè îáðàçîâ, ïîñòðîåííûõ íà øàãå 1, ñîõðàíÿåì òîëüêî òå, êîòîðûåñëóæàò òðàíñâåðñàëÿìè äëÿ êàêèõ-òî èç ðàçáèåíèé, ïîñòðîåííûõ íà øàãå 3,à ñðåäè ðàçáèåíèé, ïîñòðîåííûõ íà øàãå 3, ñîõðàíÿåì òîëüêî òå, äëÿ êîòîðûõõîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ íà øàãå 1, ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ.Ïîëó÷èì íàáîð ìíîæåñòâ I1(= Im x), . . . , Ik  ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè
r1(=1), . . . rk ∈ S1 è íàáîð ðàçáèåíèé π1(= ker x), . . . , πℓ  ñîîòâåòñòâóþùè-ìè ýëåìåíòàìè s1(=1), . . . sℓ ∈ S1 . Òîãäà D -êëàññ ýëåìåíòà x ñîñòîèò âòî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ âèäà sihrj , ãäå h ïðîáåãàåò Hx .

Im x . . . Im xrj . . . Im xrk
ker x Hx. . .
ker six Hij. . .
ker sℓxÄëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà íóæíà ñëåäóþùàÿ ëåììà. Â åå �îðìóëèðîâêåó÷àñòâóþò îòíîøåíèÿ �ðèíà R è L â ïîëóãðóïïå T è åå ïîäïîëóãðóïïå S .Áóäåì ñ ïîìîùüþ âåðõíèõ èíäåêñîâ T èëè S óêàçûâàòü, â êàêîé ïîëóãðóï-ïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå. Àíàëîãè÷íîå ñîãëàøåíèåèñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññîâ îòíîøåíèé �ðèíà.Ëåììà 2.5.1 (î ÷åòâåðòîì óãëå). Ïóñòü S � ïîäïîëóãðóïïà êîíå÷íîé ïîëó-ãðóïïû T , x ∈ S , a, b ∈ S1 , e = e2 ∈ T . Åñëè

eRT bxL T xRT xaL T e,òî e ∈ S è
eRS bxL S xRS xaL S e.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñå÷åíèå LT

xa∩R
T
bx ñîäåðæèò èäåìïîòåíò (à èìåííî, e).Ïî òåîðåìå Ìèëëåðà-Êëè��îðäà èìååì

xabx ∈ LT
bx ∩R

T
xa = HT

x ,ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå �ðèíà ρabx|HT
x
� áèåêöèÿ, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò kòàêîå, ÷òî ρkabx � òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà. Îòñþäà x(abx)k = x, à ïîòîìó

xaRS xL S bx. Òàê êàê xabx ∈ LS
bx ∩ RS

xa , ïåðåñå÷åíèå LS
xa ∩ RS

bx ñîäåðæèòèäåìïîòåíò ïî òåîðåìå Ìèëëåðà-Êëè��îðäà. ßñíî, ÷òî LS
xa∩R

S
bx ⊆ LT

xa∩R
T
bx ,à e � åäèíñòâåííûé èäåìïîòåíò â LT

xa ∩ R
T
bx . Èòàê, e ∈ LS

xa ∩ R
S
bx .



18 �ËÀÂÀ 2. ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËÓ��ÓÏÏÇàéìåìñÿ îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìà, ò. å. äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ, ñ�îðìó-ëèðîâàííûå â åãî îïèñàíèè (îíè âûäåëåíû êóðñèâîì).Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Hx . �àññìîòðèì ýëåìåíò hr òàêîé,÷òî Imhr ∈ {I1(= Im x), . . . , Ik} . Òîãäà ñðåäè ðàçáèåíèé π1(=ker x), . . . , πℓíàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå π = ker sh, äëÿ êîòîðîãî Imhr ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-âåðñàëüþ. �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå e ∈ TX , êîòîðîå ïåðåâîäèò êàæäûéêëàññ K ðàçáèåíèÿ π = ker sh â åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà K∩Im hr .Òîãäà e � èäåìïîòåíò â T = TX òàêîé, ÷òî ker e = ker sh è Im e = Imhr ,îòêóäà eL T hr è eRT sh. Òîãäà ïî ëåììå î ÷åòâåðòîì óãëå e ∈ S è
eRS shL S hRS hrL S e. (2.1)Âîçüìåì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå h èñõîäíûé ýëåìåíò x è ïóñòü r ∈ S1 òàêîâî,÷òî Im xr = Im x. Òîãäà â ðîëè s ìîæíî âçÿòü 1, à èäåìïîòåíò e � ýòî íåòî èíîå êàê åäèíèöà ïîäãðóïïû Hx . Èç (2.1) çàêëþ÷àåì, ÷òî xr ∈ Hx . Òàêêàê î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç Hx ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå xr äëÿíåêîòîðîãî r ∈ S1 òàêîãî, ÷òî Im xr = Im x, ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå,ñ�îðìóëèðîâàííîå íà øàãå 2 àëãîðèòìà.Òåïåðü ñíîâà âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò h ∈ Hx è ðàññìîòðèì ïðîèç-âîëüíûé ýëåìåíò âèäà sihrj . Ïî ïîñòðîåíèþ, ñóùåñòâóþò òàêîå p, ÷òî Imhrjÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ äëÿ ker sph, è òàêîå q , ÷òî Im hrq ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-âåðñàëüþ äëÿ ker sih. Ïðèìåíÿÿ (2.1) ñ r = rj è s = sp çàêëþ÷àåì, ÷òî

hRS hrj , à òîò æå àðãóìåíò, ïðèìåíåííûé ê r = rp è s = si , äàåò hL S sih,îòêóäà hrj L S sihrj (íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå L ñòàáèëüíî ñïðàâà). Èòàê,
hRS hrj L S sihrj , ò. å. sihrj ïðèíàäëåæèò D -êëàññó ýëåìåíòà x. Îáðàòíî,î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç ýòîãî D -êëàññà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
sihrj äëÿ ïîäõîäÿùåãî h ∈ Hx . Ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå, ñ�îðìóëèðîâàí-íîå íà øàãå 4 àëãîðèòìà.

Im x . . . Im xrj . . . Im xrq
ker x h hrj. . .
ker six sih sihrj ∗. . .
ker spx ∗
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�èñ. 2.2: egg-box êàðòèíêà
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�èñ. 2.3: Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå �ðèíà

�èñ. 2.4: Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå Ìèëëåðà�Êëè��îðäà



�ëàâà 3Òåîðåìà Ñàéìîíà
3.1 Îòíîøåíèå ðàâíîïîäñëîâíîñòèÍàïîìíèì îïðåäåëåíèå êóñî÷íî òåñòèðóåìîãî ÿçûêà.Îïðåäåëåíèå 3.1.1. ßçûê íàä äàííûì êîíå÷íûì àë�àâèòîì Σ íàçûâàåòñÿêóñî÷íî òåñòèðóåìûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ èç ÿçûêîâ âèäà
Σ∗a1Σ

∗a2Σ
∗ . . .Σ∗akΣ

∗ , ãäå ai ∈ Σ.Äàííîå îïðåäåëåíèå íå ïîçâîëÿåò ý��åêòèâíî ïðîâåðÿòü êóñî÷íóþ òå-ñòèðóåìîñòü äàííîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà (çàäàííîãî, íàïðèìåð, àâòîìàòîì).Ý��åêòèâíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà êóñî÷íî òåñòèðóåìûõ ÿçûêîâ áûëà ïî-ëó÷åíà Ñàéìîíîì. Îí äîêàçàë, ÷òî ÿçûê ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî òåñòèðóåìûì òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä J -òðèâèàëåí. Íåîá-õîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ äîêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. Âñÿ ñëîæíîñòü çà-êëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè ýòîãî óñëîâèÿ. Ñóùåñòâóþò ðàç-ëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè, èñïîëüçóþùèå ðàçíûå òåõíèêè: îðè-ãèíàëüíîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî Ñàéìîíà, äîêàçàòåëüñòâî Ñòðàó-áèíãà è Òåðüåíà, èñïîëüçóþùåå ñâîéñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ìîíîèäîâ, äîêàçà-òåëüñòâî Àëüìåéäû, îñíîâûâàþùååñÿ íà ñëîæíîé ïðîêîíå÷íîé òîïîëîãèè,äîêàçàòåëüñòâî Õèããèíñà ÷åðåç ïîëóãðóïïû ïåðåõîäîâ. Â äàííîé ãëàâå ìûèçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî Êëèìû, îñíîâûâàþùååñÿ íà êîìáèíàòîðèêå ñëîâ.Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ñëîâî u = a1a2 · · · ak ∈ Σ∗ , ãäå a1, a2, . . . , ak ∈ Σ, íàçû-âàåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà v ∈ Σ∗ , åñëè ñóùåñòâóþò ñëîâà v0, v1, . . . , vk ∈ Σ∗òàêèå, ÷òî v = v0a1v1a2 · · · akvk .Íàïðèìåð, ñëîâî date ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà derivative. Ëåãêî âè-äåòü, ÷òî îòíîøåíèå ¾áûòü ïîäñëîâîì¿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ áóäåìèñïîëüçîâàòü ñèìâîë E: u E v . Äëÿ ñëîâà u ∈ Σ∗ ÷åðåç Lu îáîçíà÷èì ÿçûê21



22 �ËÀÂÀ 3. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑÀÉÌÎÍÀâñåõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå ïîäñëîâà ñëîâî u : Lu = {v ∈ Σ∗ | u E v} .Åñëè u = a1a2 · · ·aℓ , ãäå a1, a2, . . . , aℓ ∈ Σ, òî
Lu = Σ∗a1Σ

∗a2Σ
∗ · · ·Σ∗aℓΣ

∗.Äëÿ v ∈ Σ∗ ÷åðåç Subk(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñëîâ ñëîâà v äëèíûíå áîëåå k : Subk(v) = {u ∈ Σ∗ | uE v, |u| ≤ k}.Íà ìíîæåñòâå âñåõ ñëîâ Σ∗ çàäàäèì îòíîøåíèå ðàâíîïîäñëîâíîñòè ∼k ïîïðàâèëó u ∼k v ⇔ Subk(u) = Subk(v) . Íàïðèìåð, abbac ∼1 cba, ïîñêîëüêóîáà ýòèõ ñëîâà ñîäåðæàò îäèíàêîâûå áóêâû, è ababab ∼3 bababa, ïîñêîëü-êó îáà ñëîâà ñîäåðæàò âñå ïîäñëîâà äëèíû íå áîëåå 3. Î÷åâèäíî, ∼k ÿâ-ëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà Σ∗ , ò.å. îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ êîòîðîãîñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ u ∼k v ⇒ wu ∼k wv, uw ∼k vw äëÿ ëþáûõ ñëîâ
u, v, w ∈ Σ∗ .Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ⊆ Σ∗ îïðåäåëèì îòíîøåíèå ∼L : äëÿ ëþáûõñëîâ u, v ∈ Σ∗

u ∼L v ⇔ (∀x, y ∈ Σ∗)(xuy ∈ L⇔ xvy ∈ L).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ∼L ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà Σ∗ . Ýòî îòíîøå-íèå íàçûâàåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêîé êîíãðóýíöèåé ÿçûêà L, à ñîîòâåòñòâóþùèé�àêòîð-ìîíîèä Σ∗/ ∼L íàçûâàåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèì ìîíîèäîì ÿçûêà L. Îä-íèì èç áàçîâûõ óòâåðæäåíèé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ðàöèîíàëüíûõ ÿçûêîâÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìîíîèä Σ∗/ ∼L èçîìîð�åí ìîíîèäó ïåðåõî-äîâ ìèíèìàëüíîãî àâòîìàòà ÿçûêà L. Â ÷àñòíîñòè, ìîíîèä Σ∗/ ∼L êîíå÷åí,à çíà÷èò, êîíãðóýíöèÿ ∼L èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ. Êðîìå òîãî, êàê ëåãêîçàìåòèòü, ÿçûê L ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ êëàññîâ ðàçáèåíèÿ, çà-äàííîãî ýêâèâàëåíòíîñòüþ ∼L .Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Êîíãðóýíöèÿ ∼ íà Σ∗ íàçûâàåòñÿ J -òðèâèàëüíîé, åñëè�àêòîð-ìîíîèä Σ∗/ ∼ J -òðèâèàëåí.Óïðàæíåíèå 3.1.1. Äîêàçàòü, ÷òî J -òðèâèàëüíîñòü êîíãðóýíöèè ∼ íà
Σ∗ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

w1w2uw3w4 ∼ u ⇒ w2uw3 ∼ uäëÿ ëþáûõ ñëîâ u, w1, w2, w3, w4 ∈ Σ∗ .Â ðàññìàòðèâàåìîì â ýòîé ãëàâå äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñàéìîíà óäîá-íî ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì êóñî÷íî òåñòèðóåìîãî ÿçûêà.Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü, áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåé ëåììå.Ëåììà 3.1.1. Ïóñòü L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê íàä àë�àâèòîì Σ. Ñëåäóþùèåóñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.



3.2. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑÀÉÌÎÍÀ 23(1) Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî ∼k⊆∼L .(2) ßçûê L êóñî÷íî òåñòèðóåì.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∼k⊆∼L äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k , òî êàæäûéêëàññ ðàçáèåíèÿ Σ∗/ ∼L ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êëàññîâ ðàçáèåíèÿ Σ∗/ ∼k .Ïîñêîëüêó L ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êëàññîâ ðàçáèåíèÿ Σ∗/ ∼L , äîñòàòî÷-íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé êëàññ ðàçáèåíèÿ Σ∗/ ∼k ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èçÿçûêîâ âèäà Lu ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðå-ñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ. Çà�èêñèðóåì v ∈ Σ∗ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ∼k êëàññýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâà v , ò.å. v ∼k= {w ∈ Σ∗ | w ∼k v} . Íåïîñðåäñòâåííîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
v ∼k=

⋂

u∈Subk(v)Lu ∩
⋂

u/∈Subk(v),|u|≤k

Lu.Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü ÿçûê L êóñî÷íî òåñòèðóåì, ò.å. ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé ÿçûêîâ âèäà Lu è èõäîïîëíåíèé. Ïóñòü k � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî |u| ≤ k äëÿ âñåõ ñëîâ
u , èñïîëüçîâàííûõ â ïðåäñòàâëåíèè ÿçûêà L. Äîêàæåì, ÷òî ∼k⊆∼L . Èòàê,ïóñòü v, w ∈ Σ∗ è v ∼k w , ò.å. Subk(v) = Subk(w). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûåñëîâà x, y ∈ Σ∗ òàêèå, ÷òî xvy ∈ L. Äîêàæåì, ÷òî xwy ∈ L. Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

xvy ∈ K = Lu1
∩ Lu2

∩ · · · ∩ Lum
∩ Lv1 ∩ Lv2 ∩ · · · ∩ Lvn ,ãäå K � îäèí èç ÷ëåíîâ îáúåäèíåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè ÿçûêà L. Äëèíà êàæ-äîãî èç ñëîâ u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vn ìåíüøå k . Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , mèìååì xvy ∈ Lui

, à äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n ñëîâî xvy /∈ Lvj . Äëÿ êàæ-äîãî i = 1, . . . , m ïî îïðåäåëåíèþ ÿçûêà Lui
èìååì ui E xvy . ÏîñêîëüêóSubk(v) = Subk(w) , ïîëó÷àåì ui E xwy äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , m. Ñëåäîâà-òåëüíî, xwy ∈ Lui

äëÿ êàæäîãî u = 1, . . . , m. Äàëåå xwy /∈ Lvj äëÿ êàæäîãî
j = 1, . . . , n, ïîñêîëüêó xwy ∈ Lvj âëå÷åò xvy ∈ Lvj , ÷òî íåâåðíî. Â èòî-ãå ïîëó÷àåì, ÷òî ñëîâî xwy ∈ K , à ñëåäîâàòåëüíî, è xwy ∈ L. Ïîìåíÿâìåñòàìè ñëîâà v è w , ìû ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé èìïëèêàöèè
xwy ∈ L⇒ xvy ∈ L.3.2 Òåîðåìà ÑàéìîíàÒåîðåìà 3.2.1 (Ñàéìîí). Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àë�àâèò. �åãóëÿðíûé ÿçûê
L íàä àë�àâèòîì Σ êóñî÷íî òåñòèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîí-ãðóýíöèÿ ∼L íà Σ∗ J -òðèâèàëüíà.



24 �ËÀÂÀ 3. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑÀÉÌÎÍÀÄîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ÿçûê L êóñî÷íî òåñòèðóåì. Ïî ëåì-ìå 3.1.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∼k⊆∼L äëÿ íåêîòîðîãî k . �àññìîòðèì ñëîâà u ,w1 ,
w2 ,w3 ,w4 ∈ Σ∗ òàêèå, ÷òî w1w2uw3w4 ∼L u . Ïîñêîëüêó ∼L � êîíãðóýíöèÿ íà
Σ∗ , âûïîëíÿåòñÿ

(w1w2)
2u(w3w4)

2 ∼L w1w2uw3w4 ∼L u.Îáîçíà÷èì un = (w1w2)
nu(w3w4)

n . Èíäóêöèåé ïî n ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
un ∼L u äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. ßñíî, ÷òî u E u1 E u2 E . . ., ñëå-äîâàòåëüíî, Subk(u) ⊆ Subk(u1) ⊆ Subk(u2) ⊆ . . .. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåòëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ âèäà Subk(v) , v ∈ Σ∗ , ìû âè-äèì, ÷òî Subk(un) = Subk(un′) äëÿ íåêîòîðûõ n < n′ . Òîãäà âêëþ÷åíèÿSubk(un) ⊆ Subk(w2unw3) ⊆ Subk(un′) ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Òàêèì îá-ðàçîì, Subk(un) = Subk(w2unw3), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî un ∼k w2uw3 . Ïîñêîëüêó
un ∼L u è ∼k⊆∼L , ïîëó÷àåì, ÷òî u ∼L w2uw3 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óïðàæíå-íèþ 3.1.1 êîíãðóýíöèÿ ∼L J -òðèâèàëüíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ⊆ Σ∗ òàêîâ, ÷òîêîíãðóýíöèÿ ∼L J -òðèâèàëüíà. Ïóñòü m � èíäåêñ ýòîé êîíãðóýíöèè. Ìûäîêàæåì, ÷òî ∼k⊆∼L äëÿ k = 2m− 2 .�àññìîòðèì ñëîâà u = a1a2 · · · ap è v = b1b2 · · · bq , ãäå p, q ≥ 0 , a1, a2, . . . , ap ,
b1, b2, . . . , bq ∈ Σ, òàêèå, ÷òî u ∼k v . ×åðåç ui îáîçíà÷èì ïðå�èêñ ñëîâà uäëèíû i, à èìåííî ui = a1a2 · · · ai äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . , p (îòìåòèì, ÷òî
u0 = 1). Èç J -òðèâèàëüíîñòè êîíãðóýíöèè ∼L ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå
ui ∼L uj äëÿ íåêîòîðûõ i < j âëå÷åò ui ∼L ui′ äëÿ âñåõ i′ = i, i + 1, . . . , j .Íàçîâåì èíäåêñ i ∈ {1, . . . , p} ñèíèì â ñëîâå u , åñëè ui−1 ≁L ui−1ai . Ïî-ñêîëüêó ÷èñëî êëàññîâ â ðàçáèåíèè Σ∗/ ∼L ðàâíî m, ñóùåñòâóåò íå áîëåå
m − 1 ñèíåãî èíäåêñà i1 < i2 < . . . < ir â u , r ≤ m − 1 . Äëÿ íåñèíåãî èí-äåêñà i âûïîëíÿåòñÿ ui−1 ∼L ui−1ai . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèíåãî èíäåêñà it èïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà i ∈ {it + 1, . . . , it+1 − 1} ìû èìååì

uit ∼L uitait+1 ∼L · · · ∼L uitait+1 · · · ai−2 ∼L ui−1 ∼L ui.Ïîñêîëüêó ∼L � êîíãðóýíöèÿ è uit ∼L ui−1 , ìû ïîëó÷àåì uitai ∼L ui ∼L uit .Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.Ôàêò 1: Ïóñòü u′ � ïîäñëîâî ñëîâà u , ñîäåðæàùåå âñå âõîæäåíèÿ áóêâ íàñèíèõ ïîçèöèÿõ (è, âîçìîæíî, íà äðóãèõ). Òîãäà u′ ∼L ai1ai2 · · ·air ∼L u.Çàìåòèì êðîìå òîãî, ÷òî ñèíèìè èíäåêñàìè ïîìå÷åíî ñàìîå ëåâîå âõîæ-äåíèå ñëîâà uleft = ai1ai2 · · ·air êàê ïîäñëîâà â ñëîâî u , ò.å. äëÿ ëþáîãî
r′ ≤ r ñëîâî ai1ai2 · · · air′ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà uir′−1 . Ïîñêîëüêó
u ∼k v , òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñàìîå ëåâîå âõîæäåíèå ñëîâà uleft â ñëî-âî v . Ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , q} îáîçíà÷èì ÷åðåç
ī1 < ī2 < · · · < īr è íàçîâåì ñèíèìè èíäåêñàìè â ñëîâå v .Ïðèìåíèì òåïåðü äâîéñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ ê ñëîâó v . �àññìîòðèì êðàñ-íûå èíäåêñû j â ñëîâå v , ò.å. òàêèå èíäåêñû, ÷òî bjvj+1 ≁ vj+1 , ãäå vj+1 �



3.3. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑËÅÄÑÒÂÈß ÒÅÎ�ÅÌÛ ÑÀÉÌÎÍÀ 25ñó��èêñ ñëîâà v , íà÷èíàþùèéñÿ ïîñëå j -é áóêâû. Äëÿ êðàñíûõ èíäåêñîâ
j1 < j2 < · · · < js , s ≤ m − 1 , ñïðàâåäëèâî äâîéñòâåííîå ñâîéñòâî, ò.å.ýòè èíäåêñû îïðåäåëÿþò ñàìîå ïðàâîå âõîæäåíèå ñëîâà uright = bj1bj2 · · · bjsâ ñëîâî v . Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñàìîå ïðàâîå âõîæäåíèå ñëî-âà uright â ñëîâî u è îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðàñíûå èíäåêñû ÷åðåç
j̄1 < j̄2 < · · · < j̄s .Òåïåðü ìû ñäåëàåì ãëàâíûé øàã è äîêàæåì, ÷òî áóêâû ñëîâ uleft è uright÷åðåäóþòñÿ â ñëîâå u â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è â ñëîâå v .Ôàêò 2: Ïóñòü ū � ïîäñëîâî ñëîâà u , ïîëó÷åííîå èç áóêâ, ñòîÿùèõ íà ñè-íèõ è êðàñíûõ ïîçèöèÿõ â u , à ñëîâî v̄ � ïîëó÷åííîå àíàëîãè÷íûì îáðàçîìïîäñëîâî ñëîâà v . Òîãäà ū = v̄ .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âõîæäåíèå áóêâû aik íà ñèíåé ïîçèöèè ik èâõîæäåíèå áóêâû bjℓ íà êðàñíîé ïîçèöèè j̄ℓ â ñëîâå u . Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,÷òî ýòî ðàçíûå áóêâû, ò.å. aik 6= bjℓ . Â ýòîì ñëó÷àå ik < j̄ℓ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñëîâî

wkℓ = ai1 · · ·aikbjℓ · · · bjs = ai1 · · · aikaj̄ℓ · · · aj̄sÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà u . Ïðÿìàÿ èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè äîïóñòèì, ÷òî wkℓEu . Ïóñòü h1 < h2 < · · · < hk <
h′ℓ < · · · < h′s � ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû, ò.å. wkℓ = ah1

· · · ahk
ah′

ℓ
· · · ah′

s
. Ïî-ñêîëüêó ñèíèå èíäåêñû i1, . . . , ir çàäàþò ñàìîå ëåâîå âõîæäåíèå ñëîâà uleft âñëîâî u , òî èíäóêöèåé ïî t = 1, . . . , k ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî it ≤ ht . Ñèììåò-ðè÷íî, äëÿ t = ℓ, . . . , s ïîëó÷àåì h′t ≤ j̄t . Ñëåäîâàòåëüíî, ik ≤ hk < h′ℓ ≤ j̄ℓ .Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà aik = bjℓ .(1) Åñëè wkℓ E u , òî ik < j̄ℓ , è îáðàòíî;(2) åñëè wkℓ 5 u , íî w′

kℓ = ai1 · · · aikbjℓ+1 · · · bjs E u , òî ik = j̄ℓ , ò.å. ðàññìàò-ðèâàåìûé èíäåêñ ÿâëÿåòñÿ ñèíèì è êðàñíûì îäíîâðåìåííî;(3) åñëè ñëîâî w′
kℓ 5 u , òî j̄ℓ < ik.Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõñèíåãî è êðàñíîãî èíäåêñîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñëîâàìè ñëîâà u äëèíû íå áîëåå

k , ïîñêîëüêó |w′
kℓ|, |wkℓ| ≤ |ulefturight| ≤ 2m−2 = k. Èòàê, óòâåðæäåíèå �àêòà2 ñëåäóåò èç óñëîâèÿ u ∼k v .Â èòîãå ìû äîêàçàëè, ÷òî ū = v̄ , è ū ∼L u . Àíàëîãè÷íî v̄ ∼L v , ñëåäîâà-òåëüíî, u ∼L ū = v̄ ∼L v .3.3 Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû ÑàéìîíàÈç òåîðåìû Ñàéìîíà ìîæíî ïîëó÷èòü íåîæèäàííûå ñëåäñòâèÿ äëÿ òåîðèèïîëóãðóïï. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n òðè ìî-íîèäà Cn , Rn è Un . Ýòè ìîíîèäû áóäóò ñëóæèòü â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ J -òðèâèàëüíûõ ìîíîèäîâ.



26 �ËÀÂÀ 3. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑÀÉÌÎÍÀÌîíîèä Cn ñîñòîèò èç âñåõ ñîõðàíÿþùèõ ïîðÿäîê íàïðàâëåííûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé êîíå÷íîé öåïè èç n ýëåìåíòîâ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé α òàêèõ, ÷òîäëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ öåïè p è q p ≤ q âëå÷åò pα ≤ qα è p ≤ pα .Ìîíîèä Rn ñîñòîèò èç âñåõ ðå�ëåêñèâíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå. Êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ìîíîèäà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòüâ âèäå êâàäðàòíîé áóëåâîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèà-ãîíàëè.Ìîíîèä Un � ýòî ïîäìîíîèä ìîíîèäà Rn , ñîñòîÿùèé èç âñåõ óíèòðåóãîëü-íûõ áóëåâûõ ìàòðèö.Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ìîíîèäû Cn , Rn è Un

J -òðèâèàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ìîíîèä Cn J -òðèâèàëåí. Ïóñòü α, β ∈ Cnè αJ β . Òîãäà α = γβδ è β = σατ äëÿ íåêîòîðûõ γ, δ, σ, τ ∈ Cn . Ïîñêîëü-êó γ � íàïðàâëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, èìååì p ≤ pγ . Äàëåå pβ ≤ pγβ , òàêêàê β ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî δ � íàïðàâëåííîå ïðåîáðàçî-âàíèå, ïîëó÷àåì pβ ≤ pγβ ≤ pγβδ = pα . �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,ïîëó÷àåì pα ≤ pβ , ñëåäîâàòåëüíî, α = β , ò.å. ìîíîèä Cn J -òðèâèàëåí.Äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè íà ìîíîèäå Mìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤, ñòàáèëüíîå îòíîñèòåëü-íî îïåðàöèè ìîíîèäà, è òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ M âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâî x ≤ 1, òî M J -òðèâèàëåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xJ y . Òîãäà ñóùå-ñòâóþò a, b, c, d ∈ M òàêèå, ÷òî x = ayb, y = cxd . Èç òîãî, ÷òî a ≤ 1 , b ≤ 1è ïîðÿäîê ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ìîíîèäà, ñëåäóåò x = ayb ≤ y .Àíàëîãè÷íî y ≤ x. Ñëåäîâàòåëüíî, x = y .Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó Un � ïîäìîíîèä ìîíîèäà Rn , äîñòàòî÷íî äî-êàçàòü, ÷òî ìîíîèä Rn J -òðèâèàëåí. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òîìîíîèä Rn åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ. Î÷å-âèäíî, ýòîò ïîðÿäîê ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ áèíàðíûõ îòíî-øåíèé. Êðîìå òîãî, åäèíèöà ìîíîèäà (äèàãîíàëü δn ) ñîäåðæèòñÿ â ëþáîìðå�ëåêñèâíîì îòíîøåíèè.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîíîèä M äåëèò ìîíîèä N , åñëè M ÿâëÿåòñÿ ãîìî-ìîð�íûì îáðàçîì íåêîòîðîãî ïîäìîíîèäà ìîíîèäà N . Èç òåîðåìû Ñàéìîíàñëåäóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.3.1 (Ñòðàóáèíã-Ïýí). Ïóñòü M � êîíå÷íûé ìîíîèä. Ñëåäóþùèåóñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:(1) M � J -òðèâèàëüíûé ìîíîèä,(2) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî M äåëèò Cn ,(3) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî M äåëèò Rn ,(4) ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî M äåëèò Un .



�ëàâà 4Òåîðåìà ØþòöåíáåðæåÕàðàêòåðèçàöèÿ áåççâåçäíûõ ÿçûêîâ, ïîëó÷åííàÿ Øþòöåíáåðæå â 1965 ãîäó,� âòîðîé ïî âàæíîñòè (ïîñëå òåîðåìû Êëèíè) ðåçóëüòàò â òåîðèè êîíå÷íûõàâòîìàòîâ.4.1 Áåççâåçäíûå ÿçûêèÍàïîìíèì îïðåäåëåíèå êëàññà áåççâåçäíûõ ÿçûêîâ.Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Êëàññ áåççâåçäíûõ (star-free) ÿçûêîâ íàä äàííûì êîíå÷-íûì àë�àâèòîì Σ � ýòî íàèìåíüøèé êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûéà) ñîäåðæèò ïóñòîé ÿçûê, ÿçûê {1} è âñå ÿçûêè âèäà {a} , ãäå a ∈ Σ;á) âìåñòå ñ ëþáûì ÿçûêîì L ñîäåðæèò åãî äîïîëíåíèå LC ;â) âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ÿçûêàìè ñîäåðæèò èõ îáúåäèíåíèå è èõ ïðî-èçâåäåíèå.Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå êëàññà áåççâåçäíûõ ÿçûêîâ ïîëó÷àåòñÿ èçîïðåäåëåíèÿ êëàññà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ çàìåíîé îïåðàöèè èòåðàöèè íà äî-ïîëíåíèå. Ïîñêîëüêó êëàññ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿäîïîëíåíèÿ, òî ëþáîé áåççâåçäíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, íî, êàê ìûóâèäèì ïîçäíåå, îáðàòíîå íåâåðíî. Èç îïðåäåëåíèÿ òàêæå íåìåäëåííî ñëå-äóåò, ÷òî ëþáîé êîíå÷íûé ÿçûê áåççâåçäíûé.Ïðèìåð 4.1.1. Ïóñòü X ⊆ Σ. Òîãäà ÿçûê Σ∗XΣ∗ ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì, ïî-ñêîëüêó Σ∗ = ∅C . ßçûê X∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì, ïîñêîëüêó
X∗ = Σ∗ \
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28 �ËÀÂÀ 4. ÒÅÎ�ÅÌÀ ØÞÒÖÅÍÁÅ�ÆÅ4.2 Òåîðåìà ØþòöåíáåðæåÊîíå÷íûé ìîíîèä M íàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò íàòó-ðàëüíîå n òàêîå, ÷òî xn+1 = xn äëÿ ëþáîãî x ∈ M . Íàèìåíüøåå n ñ òàêèìñâîéñòâîì áóäåì íàçûâàòü ýêñïîíåíòîé ìîíîèäà M .Ëåììà 4.2.1. Êîíå÷íûé ìîíîèä M H -òðèâèàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà M àïåðèîäè÷åñêèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìîíîèä M êîíå÷åí è H -òðèâèàëåí. �àññìîòðèìïðîèçâîëüíîå x ∈ M . Ïîñêîëüêó M êîíå÷åí, xn = xn+k äëÿ íåêîòîðûõ n è
k . Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî xn è xn+1 íàõîäÿòñÿ â îäíîì H -êëàññå. Ñëåäîâàòåëü-íî xn = xn+1 . ×èñëî n â ýòîì ðàâåíñòâå, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîå äëÿ êàæäîãî
x ∈ M . Íî òàê êàê ìîíîèä êîíå÷åí, â îïðåäåëåíèè àïåðèîäè÷íîñòè ìîæíîâçÿòü íàèáîëüøåå èç âñåõ òàêèõ n.Îáðàòíî, ïóñòü ìîíîèä M àïåðèîäè÷åñêèé. �àññìîòðèì x, y ∈ M òàêèå,÷òî xH y . Ýòî çíà÷èò, ÷òî x = ay , y = bx, x = yc, y = xd äëÿ íåêîòîðûõ
a, b, c, d ∈ M . Òîãäà x = ay = axd = a2xd2 = . . . = anxdn äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n, ðàâíîì ýêñïîíåíòå ìîíîèäà, ïîëó÷àåì y = xd =
anxdn+1 = anxdn = x. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíîèä M H -òðèâèàëåí.Òåîðåìà 4.2.1 (Øþòöåíáåðæå). �åãóëÿðíûé ÿçûê ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðûì êîíå÷íûì àïåðè-îäè÷åñêèì ìîíîèäîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òðèâèàëüíûå áåç-çâåçäíûå ÿçûêè ðàñïîçíàþòñÿ àïåðèîäè÷åñêèìè ìîíîèäàìè. Ëåãêî âèäåòü,÷òî ÿçûêè ∅, {1} è {a} äëÿ a ∈ Σ ðàñïîçíàþòñÿ àâòîìàòàìè, ïðåäñòàâ-ëåííûìè íà ðèñ.4.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîíîèäû ïåðåõîäîâ ýòèõ àâòîìàòîâ

0

Σ

0 1
Σ

Σ
0 1

2

Σ

a

Σ
Σ \ {a}�èñ. 4.1: Ñëåâà íàïðàâî: àâòîìàòû, ðàñïîçíàþùèå ÿçûêè ∅, {1} , {a}ÿâëÿþòñÿ àïåðèîäè÷åñêèìè. Ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíûé ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ ìî-íîèäîì ïåðåõîäîâ àâòîìàòà, ðàñïîçíàþùåãî ýòîò ÿçûê, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è êîíêàòåíàöèèñîõðàíÿþò ñâîéñòâî àïåðèîäè÷íîñòè. Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ ìîíîèäîì

M , òî åãî äîïîëíåíèå LC ðàñïîçíàåòñÿ òåì æå ìîíîèäîì. Äåéñòâèòåëüíî,ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì ϕ : Σ∗ → M è ïîäìíîæåñòâî P ⊆ M òàêîå, ÷òî
w ∈ L ⇔ ϕ(w) ∈ P . Òîãäà åñëè Q = M \ P , òî w ∈ LC ⇔ ϕ(w) ∈ Q.



4.2. ÒÅÎ�ÅÌÀ ØÞÒÖÅÍÁÅ�ÆÅ 29Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì ìîíîèäîì, òî è
LC òîæå.Ïóñòü ÿçûê L1 ðàñïîçíàåòñÿ ìîíîèäîì M1 , à L2 � ìîíîèäîì M2 ïðèãîìîìîð�èçìàõ ϕ1 è ϕ2 è ïîäìíîæåñòâàõ P1 è P2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-ñòðîèì ìîíîèä M , ðàñïîçíàþùèé L1 ∪ L2 . �àññìîòðèì M = M1 × M2 =
{(m1, m2)|m1 ∈ M1, m2 ∈ M2} . Â ðîëè P âîçüìåì P1 × M2 ∪ M1 × P2 , àãîìîìîð�èçì ϕ : Σ∗ → M îïðåäåëèì òàê: ϕ(w) = (ϕ1(w), ϕ2(w)) . Òîãäà
w ∈ L1 ∪ L2 ⇔ ϕ(w) ∈ P . Àïåðèîäè÷íîñòü ìîíîèäà M î÷åâèäíûì îáðàçîìñëåäóåò èç àïåðèîäè÷íîñòè ìîíîèäîâ M1 è M2 .Ïóñòü M1 è M2 � ñèíòàêñè÷åñêèå ìîíîèäû ÿçûêîâ L1 è L2 ñîîòâåòñòâåí-íî, à M � ñèíòàêñè÷åñêèé ìîíîèä ÿçûêà L = L1 · L2 . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè
M1 è M2 àïåðèîäè÷åñêèå, òî è M òîæå. Ïóñòü n1 è n2 � ýêñïîíåíòû ìî-íîèäîâ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì n = n1 + n2 + 1 . �àññìîòðèìïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò [x] ∈ M = Σ∗/ ∼L , ãäå x ∈ Σ∗ , à [x] � êëàññ ñëîâà xîòíîñèòåëüíî ñèíòàêñè÷åñêîé êîíãðóýíöèè ∼L . Ïîêàæåì, ÷òî [x]n = [x]n+1 .Çàìåòèì, ÷òî [x]n = [xn]. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî xn ∼L xn+1 .�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå u, v ∈ Σ∗ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî uxnv ∈ L = L1L2 .Òîãäà íàéäóòñÿ x1 ∈ L1 , x2 ∈ L2 òàêèå, ÷òî uxnv = x1x2 . Âîçìîæíû äâà ñëó-÷àÿ. Ëèáî x1 = uxn1r , ãäå rx2 = xn−n1v , ëèáî x2 = sxn2v , ãäå x1s = uxn−n2 .Â ïåðâîì ñëó÷àå, èç àïåðèîäè÷íîñòè M1 è èç òîãî, ÷òî uxn1r ∈ L1 ñëåäóåò,÷òî uxn1+1r ∈ L1 , à çíà÷èò, uxn+1v ∈ L1L2 = L. Âòîðîé ñëó÷àé ðàññìàòðè-âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü òåïåðü uxn+1v ∈ L. Òîãäà, ðàññóæäàÿ êàê âûøå,
uxn+1v = x1x2 è ëèáî x1 = uxn1+1r , ãäå rx2 = xn−n1v , ëèáî x2 = sxn2+1v ,ãäå x1s = uxn−n2 . Â ïåðâîì ñëó÷àå, èç àïåðèîäè÷íîñòè M1 è èç òîãî, ÷òî
uxn1+1r ∈ L1 ñëåäóåò, ÷òî uxn1r ∈ L1 , à çíà÷èò, uxnv ∈ L. Âòîðîé ñëó÷àéðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé áåççâåçäíûé ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðûìàïåðèîäè÷åñêèì ìîíîèäîì.Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ââåäåì íåñêîëüêîäîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü S � ïîëóãðóïïà. Ïîäìíîæåñòâî I ⊆ Síàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì, åñëè SI ⊆ I (ñîîòâåòñòâåííî IS ⊆ I ).Åñëè ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ïðàâûì, è ëåâûì èäåàëîì, òîåãî íàçûâàþò äâóñòîðîííèì èäåàëîì, èëè ïðîñòî èäåàëîì.Êàæäîìó èäåàëó I ïîëóãðóïïû S ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîí-ãðóýíöèþ ρI = δS ∪ I2 è ðàññìîòðåòü �àêòîð-ïîëóãðóïïó ïî ýòîé êîíãðóýí-öèè. Ýòà �àêòîð-ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ �àêòîð-ïîëóãðóïïîé �èñà è îáîçíà-÷àåòñÿ S/I . Êàæäûé êëàññ [x] êîíãðóýíöèè ρI ëèáî åäèíè÷íûé (òîãäà åãîìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ýëåìåíòîì x èñõîäíîé ïîëóãðóïïû), ëèáî ñîñòîèò èçâñåãî èäåàëà I (òîãäà åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íîâûì ñèìâîëîì 0, êîòîðûéáóäåò ÿâëÿòüñÿ íóëåì �àêòîð-ïîëóãðóïïû).
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I

S I çàìåíÿåì îäíîé òî÷êîé 0

SÏðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü ÿçûê
L ðàñïîçíàåòñÿ êîíå÷íûì àïåðèîäè÷åñêèì ìîíîèäîì M ïðè ãîìîìîð�èçìå
ϕ è ìíîæåñòâå P . Òîãäà L = Pϕ−1 =

⋃

m∈P

mϕ−1. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íîäîêàçàòü áåççâåçäíîñòü ÿçûêîâ âèäà mϕ−1 , äëÿ m ∈ P . Äîêàçàòåëüñòâî áó-äåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ìîíîèäå M , ðàñïîçíàþùåì ÿçûê
mϕ−1 .Áàçà èíäóêöèè. |M | = 1 . Òàêîé ìîíîèä ðàñïîçíàåò ëèáî ∅, ëèáî Σ∗ .Î÷åâèäíî, îáà ýòèõ ÿçûêà áåççâåçäíû.Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü |M | > 1 , è óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìîíîèäîâ,ðàñïîçíàþùèõ ÿçûê mϕ−1 , ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ìåíüøå |M | . äÏóñòü K �ïåðåñå÷åíèå âñåõ íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûõ èäåàëîâ â M . Òîãäà ëèáî
m /∈ K , ëèáî m ∈ K .Ñëó÷àé 1. m /∈ K . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò èäåàë I òàêîé, ÷òî |I| ≥ 2 è
m /∈ I . Òîãäà ðàññìîòðèì �àêòîð-ìîíîèä M/I è åñòåñòâåííûé ãîìîìîð�èçì
ψ : M → M/I òàêîå, ÷òî xψ = x, åñëè x /∈ I è xψ = 0 , åñëè x ∈ I . Òîãäàìîíîèä M/I ðàñïîçíàåò ÿçûê mϕ−1 ïðè êîìïîçèöèè ãîìîìîð�èçìîâ ϕψ , ò.å.
mϕ−1 = mψ−1ϕ−1 . Íî |M/I| < |M | , ïîýòîìó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèèÿçûê mϕ−1 ÿâëÿåòñÿ áåççâåçäíûì.Ñëó÷àé 2. m ∈ K .2.à. Â ìîíîèäå M åñòü 0 è m = 0 . �àññìîòðèì Θ = {a ∈ Σ | ϕ(a) = 0} .Òîãäà

0ϕ−1 = Σ∗ΘΣ∗ ∪
⋃

(a,n,b)∈E

Σ∗a(nϕ−1)bΣ∗, (4.1)ãäå
E = {(a, n, b) | a, b ∈ Σ \Θ, n ∈M \K, (aϕ)n(bϕ) = 0, (aϕ)n 6= 0, n(bϕ) 6= 0}.Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç N . Î÷åâèäíî, ÷òî 0ϕ−1 ⊇ N . Ïóñòü w ∈
0ϕ−1 . Åñëè â w åñòü áóêâà èç Θ , òî w ∈ Σ∗ΘΣ∗ ⊆ N. Ïóñòü w íå ñîäåðæèòáóêâ èç Θ . (Îòìåòèì, ÷òî w íå ìîæåò áûòü ïóñòûì ñëîâîì, ò.ê. ïóñòîå ñëîâîãîìîìîð�èçìîì ïåðåâîäèòñÿ â åäèíèöó ìîíîèäà, à ïîñêîëüêó îí íåîäíîýëå-ìåíòåí, åäèíèöà îòëè÷íà îò íóëÿ.) Ïóñòü p � ñàìûé äëèííûé ïðå�èêñ wòàêîé, ÷òî pϕ 6= 0 . Îòìåòèì, ÷òî p îòëè÷íî îò ïóñòîãî ñëîâà è w , ïîýòîìó
w = pbp′ è b ∈ Σ \ Θ , pϕ 6= 0 , (pb)ϕ = 0 . Ïóñòü òåïåðü q � ñàìûé äëèí-íûé ñó��èêñ p òàêîé, ÷òî (qb)ϕ 6= 0 . ßñíî, ÷òî q 6= p. Òîãäà p = q′aq , ãäå
a ∈ Σ \ Θ è (aqb)ϕ = 0 . Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî w = q′aqbp′ . Îñòàëîñü äîêà-çàòü, ÷òî q ∈ nϕ−1 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈M \K . Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âíà÷àëå,÷òî âñå ýëåìåíòû K \{0} ñîäåðæàòñÿ â îäíîì D -êëàññå. Ïóñòü x, y ∈ K \{0} .



4.2. ÒÅÎ�ÅÌÀ ØÞÒÖÅÍÁÅ�ÆÅ 31�àññìîòðèì ãëàâíûé èäåàë MxM , ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì x. ßñíî, ÷òî âíåì íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ (x è 0), ïîýòîìó K ⊆ MxM , ñëåäîâàòåëüíî,
y ∈ MxM . Àíàëîãè÷íî x ∈ MyM . Òàêèì îáðàçîì, MxM = MyM , ò.å.
xDy . Ïîëîæèì D = K \ {0}. Òîãäà ëèáî xy = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ D , ëèáî
D � ðåãóëÿðíûé D -êëàññ. Ïóñòü n = qϕ ∈ K . Òîãäà n 6= 0 , ò.ê. (aϕ)n 6= 0 .Êðîìå òîãî, (aϕ)n, n(bϕ) ∈ D , ïîñêîëüêó K , êàê ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ, ñàìÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (aϕ)n ≤L n è n(bϕ) ≤R n. Ñëåäîâà-òåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ[℄ (aϕ)nL nRn(bϕ) . Ïî ëåììå �ðèíà (aϕ)n(bϕ) ∈ D ,íî (aϕ)n(bϕ) = 0 , ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, n ∈M \K è w ∈ N . Òàêèìîáðàçîì, (4.1) äîêàçàíî.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.1) � áåççâåçäíûé ÿçûê. Â ñàìîìäåëå, ÿçûê Σ∗ΘΣ∗ áåççâåçäíûé ïî ïðèìåðó 4.1.1, à ÿçûê nϕ−1 � ïî ñëó÷àþ 1.2.á. m = 1 . �àññìîòðèì Λ = {a ∈ Σ | ϕa = 1} . Òîãäà 1ϕ−1 = Λ∗ .Âêëþ÷åíèå ⊇ î÷åâèäíî. Ïóñòü w = a1a2 · · · an ∈ Σ∗ òàêîå, ÷òî ϕ(w) = 1 .Ñäåëàåì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Åñëè p, q, r � ýëåìåíòû àïåðèîäè÷åñêîãîìîíîèäà è pqr = q , òî pq = q = qr . Äåéñòâèòåëüíî, q = pqr = . . . = pnqrn ,ãäå n � ýêñïîíåíòà ìîíîèäà. Òîãäà pq = pn+1qrn = pnqrn = q = pnqrn+1 = qr .Çàìåòèì, ÷òî ϕ(w) = ϕ(a1)1ϕ(a2 · · · an) = 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(a1) = 1 .Ïðîäîëæàÿ ïðèìåíÿòü íàáëþäåíèå, ïîëó÷èì ϕ(ai) = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.Ñëåäîâàòåëüíî, ai ∈ Λ äëÿ âñåõ i, ò.å. w ∈ Λ∗ .2.â. m ∈ K \ {0, 1} . Ïîñêîëüêó ìîíîèä M àïåðèîäè÷åñêèé, ìû èìååì
{m} = Hm = Rm ∩ Lm. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, mM,Mm ⊂ K , ñëåäîâàòåëüíî,
mM \ {0} ⊂ D è Mm \ {0} ⊂ D . Ïî ïðåäëîæåíèþ [℄ ïîëó÷àåì, ÷òî mM \
{0} = Rm è Mm \ {0} = Lm . Òàêèì îáðàçîì, {0, m} = Mm ∩mM . Çíà÷èò,
mϕ−1 = (Mm)ϕ−1 ∩ (mM)ϕ−1 \ 0ϕ−1 . ßçûê 0ϕ−1 áåççâåçäíûé ïî ñëó÷àþ2.à. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (mM)ϕ−1 áåççâåçäíûé (ñèììåòðè÷íî ïîëó÷èìáåççâåçäíîñòü ÿçûêà (Mm)ϕ−1 ). Äîêàæåì, ÷òî

(mM)ϕ−1 = 0ϕ−1 ∪
⋃

(n,a)∈F

(nϕ−1)aΣ∗, (4.2)ãäå F = {(n, a) | n ∈ M \K, a ∈ Σ, n(aϕ) ∈ Rm} . Âêëþ÷åíèå ⊇ âûïîëíÿåòñÿòðèâèàëüíûì îáðàçîì. �àññìîòðèì w ∈ (mM)ϕ−1 \ 0ϕ−1 (åñëè ϕ(w) = 0 , òî
w ∈ 0ϕ−1 ). Ïóñòü p � ñàìûé äëèííûé ñó��èêñ ñëîâà w òàêîé, ÷òî ϕ(p) /∈
Rm .
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