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Признак Даламбера 

Теорема 1 (признак Даламбера). Пусть для ряда 

σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 с положительными членами, 𝑢𝑛 > 0

существует конечный предел

1lim n

n

u

un
d +

→
=

Тогда

1) если 𝟎 ≤ 𝒅 < 𝟏, то ряд σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 сходится;

2) если 𝒅 > 𝟏, то ряд σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 расходится;

3) если 𝒅 = 𝟏, то вопрос о сходимости остается 

открытым.  
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Задача 1. Исследовать на сходимость ряд

Признак Даламбера. Задача 1 



𝑛=1

∞
𝑛

2𝑛
.

1) Заметим, что применение признака 

сравнения затруднительно.

𝑢𝑛 =
𝑛

2𝑛
⇒ 𝑢𝑛+1 =

𝑛 + 1

2𝑛+1

2) Применим признак Даламбера:

Решение. 



3
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Признак Даламбера. Задача 1 

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

2𝑛
=
1

2
lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

𝑛
=

=
1

2
lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛
=
1

2
< 1 ⇒

Ответ: ряд сходится по признаку Даламбера.

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=

𝑛 + 1
2𝑛+1
𝑛
2𝑛

=
(𝑛 + 1)2𝑛

𝑛2𝑛+1
=
𝑛 + 1

2𝑛
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Задача 2. Исследовать на сходимость ряд

Признак Даламбера. Задача 2



𝑛=1

∞
𝑛!

3𝑛
.

𝑢𝑛 =
𝑛!

3𝑛
⇒ 𝑢𝑛+1 =

(𝑛 + 1)!

3𝑛+1

Применим признак Даламбера:

Решение. 

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=

(𝑛 + 1)!
3𝑛+1

𝑛!
3𝑛

=
𝑛 + 1 ! 3𝑛

𝑛! 3𝑛+1
=
1

3

(𝑛 + 1)!

𝑛!
=
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Признак Даламбера. Задача 2 

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛 + 1

3
=

Ответ: ряд расходится по признаку Даламбера.

=
1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ ⋯ ∙ 𝑛 ∙ 𝑛 + 1

3 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ ⋯ ∙ 𝑛
=
𝑛 + 1

3

∞ > 1
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Задача 3. Исследовать на сходимость ряд

Признак Даламбера. Задача 3 



𝑛=1

∞
1

𝑛(𝑛 + 1)

𝑢𝑛 =
1

𝑛(𝑛 + 1)
⇒ 𝑢𝑛+1 =

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

Применим признак Даламбера:

Решение. 
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Признак Даламбера. Задача 3 

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=

1
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

1
𝑛(𝑛 + 1)

=
𝑛(𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

=
𝑛

𝑛 + 2
; 𝑑 = lim

𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 2
=

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛
= 1 ⇒ Признак Даламбера 

ответа не дает.
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Признак Даламбера. Задача 3 

⇒

Заметим, что 

𝑢𝑛 =
1

𝑛(𝑛 + 1)
=
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1


𝑛=1

∞ 1

𝑛 𝑛 + 1
=

= 1 −
1

2
+

1

2
−
1

3
+. . . +

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
+. . .
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Признак Даламбера. Задача 3 

Значит, частичная сумма ряда равна

𝑆𝑛= 1 −
1

2
+

1

2
−
1

3
+. . . +

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
=

= 1 −
1

𝑛 + 1
⇒

𝑆 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

1 −
1

𝑛 + 1
= 1 −

1

∞
=1

сумма ряда равна

Ответ: ряд сходится по определению (более 

простой способ рассмотрим в задаче 8).
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Радикальный признак Коши 

Теорема 2 (радикальный признак Коши). Пусть 

для ряда σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 с положительными членами 

существует конечный предел

Тогда

1) если 𝟎 ≤ 𝒒 < 𝟏, то ряд σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 сходится;

2) если 𝒒 > 𝟏, то ряд σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 расходится;

3) если 𝒒 = 𝟏, то вопрос о сходимости остается 

открытым.  

lim ,n
n

n
q u

→
=
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Радикальный признак Коши

Замечание. При применении радикального 

признака Коши часто используют формулу

Доказательство.

lim 1n

n
n

→
=

lim n

n
n

→
=

1

lim n

n
n

→
=

1

lnlim
nn

n
e

→
=

ln

lim

n

n

n
e

→
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Радикальный признак Коши 

ln
lim

n

n

n→
=

ln
lim

x

x

x→+
=

 
=  

правило 

Лопиталя

 
= 

 

( )ln
lim

x

x

x→+


= =



1

lim
1x

x

→+
=

1
lim

x x→+
= 0

ln

lim

n

n

n
e

→
 = 0lim

n
e

→
= 1∎
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Задача 4. Исследовать на сходимость ряд

Радикальный признак Коши. Задача 4 



𝑛=1

∞
𝑛

2𝑛

𝑢𝑛 =
𝑛

2𝑛
⇒

Применим радикальный признак Коши:

Решение. 

𝑛 𝑢𝑛 =
𝑛 𝑛

2𝑛
=

𝑛 𝑛
𝑛
2𝑛

=
𝑛 𝑛

2
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Радикальный признак Коши. Задача 4 

𝑞 = lim
𝑛→∞

𝑛 𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛 𝑛

2
=

lim
𝑛→∞

𝑛 𝑛

2
=

=
1

2
< 1

Ответ: ряд сходится по радикальному 

признаку Коши.

=[Замечание]
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Задача 5. Исследовать на сходимость ряд

Радикальный признак Коши. Задача 5 

1

3
+

2

5

2

+
3

7

3

+. . . +
𝑛

2𝑛 + 1

𝑛

+. . .



𝑛=1

∞
𝑛

2𝑛 + 1

𝑛

т.е. ряд
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Радикальный признак Коши. Задача 5 

𝑢𝑛 =
𝑛

2𝑛 + 1

𝑛

⇒

Применим радикальный признак Коши:

Решение. 

𝑛 𝑢𝑛 =
𝑛 𝑛

2𝑛 + 1

𝑛

=
𝑛

2𝑛 + 1

𝑞 = lim
𝑛→∞

𝑛 𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛

2𝑛 + 1
=

1

2
< 1lim

𝑛→∞

𝑛

2𝑛
=

Ответ: ряд сходится по радикальному 

признаку Коши.
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Интегральный признак Коши 

Теорема 3 (интегральный признак Коши). Пусть 

для ряда σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 с положительными членами 

выполняются условия

1) lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0;

)2 𝑢1 ≥ 𝑢2 ≥ 𝑢3 ≥. . . 𝑢𝑛 ↓ ;

4) 𝑓 𝑥 определена и непрерывнана на [1, +∞),
𝑓 𝑥 > 0, 𝑓 𝑥 ↓ на[1,+∞).

3)𝑓 𝑛 = 𝑢𝑛;
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Интегральный признак Коши 

Тогда

ряд
1

n
n

u


=

 и интеграл 

1

( )f x dx
+



либо одновременно сходятся, 

либо одновременно расходятся. 
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Задача 6. Исследовать на сходимость ряд

Интегральный признак Коши. Задача 6 



𝑛=1

∞
1

𝑛

1. Применить признак сравнения невозможно 

(не с чем сравнивать).

Решение. 

2. Применим признак Даламбера:

𝑢𝑛 =
1

𝑛
𝑢𝑛+1 =

1

𝑛 + 1
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𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=

1
𝑛 + 1
1
𝑛

=
𝑛

𝑛 + 1

𝑑 = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
=

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛
= 1 ⇒ Признак Даламбера 

ответа не дает.

Интегральный признак Коши. Задача 6 
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3. Применим радикальный признак Коши.

𝑢𝑛 =
1

𝑛
⇒ 𝑛 𝑢𝑛 =

𝑛 1

𝑛
=

1
𝑛 𝑛

𝑞 = lim
𝑛→∞

𝑛 𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

1
𝑛 𝑛

=
1

lim
𝑛→∞

𝑛 𝑛
=

=[Замечание 1]=
1

1
= 1

Радикальный признак 
Коши тоже не дает 
ответа

⇒

Интегральный признак Коши. Задача 6 
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4. Применим интегральный признак Коши.

Проверим его условия.

𝑢𝑛 =
1

𝑛
⇒

1) lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0;

2) 𝑢𝑛=
1

𝑛
↓;

4) 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
непрерывна, 𝑓 𝑥 > 0, 𝑓 𝑥 ↓

на 1;+∞ .

3) 𝑓(𝑛) = 𝑢𝑛 =
1

𝑛

y

x

1
( )y f x

x
= =

O

Интегральный признак Коши. Задача 6 
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න
1

+∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =න
1

+∞ 1

𝑥
𝑑𝑥Интеграл 

⇒ ряд 

𝑛=1

∞
1

𝑛
расходится.

Ответ: ряд расходится по интегральному 

признаку Коши.

Интегральный признак Коши. Задача 6 

ቚ= ln 𝑥
1

+∞
=

ሿ= ln(+∞ − ln 1 = +∞ расходится.
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Сходимость гармонического ряда

Следствие.

Гармонический ряд 

𝑛=1

∞
1

𝑛𝛼
сходится ⇔ 𝛼 > 1

Док-во: упр.  

Указание: рассмотреть два случая:

1) 𝛼 ≤ 0 − тогда ряд расходится по необходимому 

признаку;

2) 𝛼 > 0 − аналогично задаче 6.
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Задача 7. Исследовать на сходимость ряд



𝑛=2

∞
1

𝑛 ln𝑛

Решение.

• Применение других признаков не приводит к 

результату. 

• Применим интегральный признак Коши. 

• Условия проверить сам-но: см. задачу 6 (упр.)

Интегральный признак Коши. Задача 7
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න
2

+∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = න
2

+∞ 1

𝑥 ln𝑥
𝑑𝑥 =Интеграл 

=

𝑡 = ln𝑥

𝑑𝑡 =
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑥 = 2 → 𝑡 = ln2
𝑥 = +∞ → 𝑡 = +∞

=

Интегральный признак Коши. Задача 7
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= න
ln 2

+∞𝑑𝑡

𝑡
= ቚln 𝑡

𝑙𝑛 2

+∞
= ሿln(+∞ − ln(ln 2) = +∞

Интеграл 2
+∞ 1

𝑥 ln𝑥
𝑑𝑥 расходится ⇒

Ряд  σ𝑛=2
∞ 1

𝑛 ln𝑛
расходится. 

Ответ: ряд расходится по интегральному 

признаку Коши.

Интегральный признак Коши. Задача 7
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Предельный признак сравнения

Теорема 4 (предельный признак сравнения).

Пусть для рядов σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛, σ𝑛=1

∞ 𝑣𝑛, с 

положительными членами существует конечный 

предел

lim n

n n

u
K

v→
=

Причем 0 < 𝐾 < +∞.
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Предельный признак сравнения

Тогда ряды
1

n
n

u


=

 и

либо одновременно сходятся, 

либо одновременно расходятся. 

В этом случае ряды называются 

эквивалентными и обозначаются 

1
n

n

v


=



1
n

n

u


=


1

n
n

v


=
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Предельный признак сравнения (K=0)

Теорема 5 (предельный признак сравнения, K=0).

Пусть для рядов σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛, σ𝑛=1

∞ 𝑣𝑛, с 

положительными членами предел

lim 0n

n n

u

v→
=

lim n

n n

v

u→

 
= + 
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Предельный признак сравнения (K=0)

Тогда из сходимости «большего» ряда
1

n
n

v


=



следует сходимость «меньшего» ряда
1

n
n

u


=



1
n

n

v


=



1
n

n

u


=


1

n
n

v


=



1
n

n

u


=
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Предельный признак сравнения (K=0)

А из расходимости «меньшего» ряда
1

n
n

u


=



следует расходимость «большего» ряда
1

n
n

v


=



1
n

n

v


=

 1
n

n

v


=



1
n

n

u


=


1

n
n

u


=
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Задача 8. Исследовать на сходимость ряд

Предельный признак сравнения
Задача 8

«Нестрогое» решение.



𝑛=1

∞
1

𝑛(𝑛 + 1)



𝑛=1

∞
1

𝑛(𝑛 + 1)


𝑛=1

∞
1

𝑛2
- сходится (𝛼 = 2 > 1)

Применим предельный признак сравнения. 
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«Строгое» решение.



𝑛=1

∞

𝑢𝑛 = 

𝑛=1

∞
1

𝑛(𝑛 + 1)
;

Предельный признак сравнения
Задача 8

𝑢𝑛 =
1

𝑛(𝑛 + 1)



𝑛=1

∞

𝑣𝑛 = 

𝑛=1

∞
1

𝑛2
; 𝑣𝑛 =

1

𝑛2
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«Строгое» решение.

Предельный признак сравнения
Задача 8

lim n

n n

u
K

v→
= =

2

1

( 1)
lim

1n

n n

n

→

+
= lim

1n

n

n→
=

+

lim
1n

n

n
n

n

→
= =

+

1
lim

1
1n

n

→
=

+

1

1 0

 
= + 

1
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Предельный признак сравнения
Задача 8

⇒ 

𝑛=1

∞
1

𝑛(𝑛 + 1)


𝑛=1

∞
1

𝑛2
- сходится как 

гармонический ряд 

⇒ исходный ряд сходится 

Ответ: ряд сходится по предельному признаку 

сравнения.
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Задача 9. Исследовать на сходимость ряд



𝑛=1

∞
ln 𝑛

𝑛

Решение. Применим предельный признак 

сравнения.  

Предельный признак сравнения
Задача 9

Хотя можно использовать просто признак 

сравнения или интегральный признак Коши.
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Решение.



𝑛=1

∞

𝑣𝑛 = 

𝑛=1

∞
ln 𝑛

𝑛
;

Предельный признак сравнения
Задача 9

𝑣𝑛 =
ln 𝑛

𝑛



𝑛=1

∞

𝑢𝑛 = 

𝑛=1

∞
1

𝑛
; 𝑢𝑛 =

1

𝑛
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Предельный признак сравнения
Задача 9

lim n

n n

u
K

v→
= =

1

lim
lnn

n
n

n

→
=

1
lim

lnn n→
=

1 
=  

0

«Меньший» ряд σ𝑛=1
∞ 𝑢𝑛 = σ𝑛=1

∞ 1

𝑛
расходится 



«Больший» ряд σ𝑛=1
∞ 𝑣𝑛 = σ𝑛=1

∞ ln 𝑛

𝑛
расходится 

Ответ: ряд расходится по предельному признаку 

сравнения.
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Для решения задач удобно использовать

Алгоритм исследования на сходимость 
знакоположительного ряда

(см. следующие cлайды; их можно не конспектировать)  

Алгоритм исследования на сходимость 
знакоположительного ряда

http://kadm.kmath.ru/files/sheme_positive_series.pdf


Алгоритм исследования на сходимость 
знакоположительного ряда 

0

Рассмотрим ряд , 0n n
n

u u


=



1) Вычислим lim n
n

u
→lim 0n

n
u

→
=

lim 0

или не сущ.

n
n

u
→



 

сходимость 
возможна 

ряд
расходится

2.1)0 1 (0 1)d q    2.2) 1( 1)d q  2.3) 1( 1)d q= =


ряд
сходится

ряд
расходится

 

требуется
дополн. исследов.

1lim limn
n

n nn

u
d q u

u

+

→ →

 
= = 

 

2) Применим  ( )признак Даламбера радикальный признак Коши





3.1)0 1  3.2) 1 



ряд
сходится

требуется
дополн. исследов.

3) можно применить
предельный признак сравнения?

1 1

1
3) n

n n

u
n

 

= =

 

ряд
расходится

ряд

4) можно применить
интегральный признак Коши?

1

4.1) ( )f x dx




1

4.2) ( )f x dx




сходится

расходится

5) можно применить
признак сравнения



𝑛=1

∞

𝑢𝑛

𝑛=1

∞

𝑣𝑛 расход.

сходится

1 1

4) ( )n
n

u f x dx


=

 

ряд
расходится


