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Опр. Скалярным произведением векторов Ԧ𝑎 и 𝑏

называется число, равное Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ cos

Ԧ𝑎 𝑏 .

Обозначение: Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏, ( Ԧ𝑎, 𝑏).

(произведение модулей векторов на косинус угла 

между ними)
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Замечание: Из определений следует, что

(1) Ԧ𝑎2 = | Ԧ𝑎|2, т. е. Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎2;

(2) cos

Ԧ𝑎 𝑏 =

𝑎⋅𝑏

𝑎 ⋅ 𝑏
;

Опр. Скалярным квадратом вектора Ԧ𝑎
называется  

(3) Ԧ𝑎 ⊥ 𝑏 ⇔ Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 = 0;

(4)

Ԧ𝑎 𝑏 − острый, если Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 > 0 и

Ԧ𝑎 𝑏 − тупой, если Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 < 0
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Свойства скалярного произведения. 

1) | | пр | | пр .a b
a b a b b a =  = 

2) Коммутативность:

 

.abba

=

3) Дистрибутивность скалярного произведения 

относительно сложения векторов: 
 

.)( cabacba

+=+

4) Однородность:
 

).()()( bambmabam

==
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Следствие. Если Ԧ𝑎 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑏 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) в 

ОНБ Ԧ𝑖, Ԧ𝑗, 𝑘 , то

Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎2 = 𝑥1
2 + 𝑦2 + 𝑧1

2

cos

Ԧ𝑎𝑏 =

𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 𝑦1 ⋅ 𝑦2 + 𝑧1 ⋅ 𝑧2

𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 ⋅ 𝑥2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2

пр𝑏( Ԧ𝑎) =
𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 𝑦1 ⋅ 𝑦2 + 𝑧1 ⋅ 𝑧2

𝑥2
2 + 𝑦2

2 + 𝑧2
2

Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 𝑦1 ⋅ 𝑦2 + 𝑧1 ⋅ 𝑧2,
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Следствие. Если 𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) в ОНБ 

Ԧ𝑖, Ԧ𝑗, 𝑘 , то

𝐴𝐵 = (𝑥2 − 𝑥1)2+(𝑦2 − 𝑦1)2+(𝑧2 − 𝑧1)2

A

B



Скалярное произведение 

6

Пример 1. Пусть Ԧ𝑎 = (−1,1,0), 𝑏 = (2,1,1) в 

Ԧ𝑖, Ԧ𝑗, 𝑘 . Найти 

Ԧ𝑎𝑏.

cos

Ԧ𝑎𝑏 =

(−1) ⋅ 2 + 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 1

(−1)2 + 12 + 02 ⋅ 22 + 12 + 12

cos

Ԧ𝑎𝑏 =

−1

2 ⋅ 6
= −

1

12


Ԧ𝑎𝑏 = arccos −

1

12
= π − arccos

1

12
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Пример 2. Пусть Ԧ𝑎 = (−1,1), 𝑏 = (2,1) в базисе 

Ԧ𝑐, Ԧ𝑑 , где Ԧ𝑐 = 1, Ԧ𝑑 = 2,

Ԧ𝑐 Ԧ𝑑 =

𝜋

3
. Найти пр𝑏 Ԧ𝑎.

Решение. Поскольку координаты векторов Ԧ𝑎 и 𝑏
заданы не ОНБ, то нельзя пользоваться формулами 

для декартовых координат.

Воспользуемся формулой пр𝑏 Ԧ𝑎 =
Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏

𝑏

и свойствами скалярного произведения:
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Ԧ𝑎 = −1,1 = −Ԧ𝑐 + Ԧ𝑑, 𝑏 = 2,1 = 2Ԧ𝑐 + Ԧ𝑑 ⇒

Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏 = −Ԧ𝑐 + Ԧ𝑑 ⋅ 2 Ԧ𝑐 + Ԧ𝑑 =

= −Ԧ𝑐 ⋅ 2 Ԧ𝑐 + Ԧ𝑑 ⋅ 2 Ԧ𝑐 + −Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 + Ԧ𝑑 ⋅ Ԧ𝑑 =

= −2Ԧ𝑐2 + 2Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 − Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 + Ԧ𝑑2 = −2Ԧ𝑐2 + Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 + Ԧ𝑑2

𝑏 Ԧ2 = (2𝑐Ԧ+ 𝑑Ԧ)2 = (2𝑐Ԧ)2 + 2(2𝑐Ԧ)𝑑Ԧ + 𝑑Ԧ2 = 

= 4𝑐Ԧ2 + 4𝑐Ԧ𝑑Ԧ + 𝑑Ԧ2  

Скалярное произведение 
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пр𝑏 Ԧ𝑎 =
Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏

𝑏
=

𝟑

𝟏𝟐
=

𝟑

𝟐

Найдем Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑, Ԧ𝑐2, Ԧ𝑑2.

Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 = Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑 ⋅ cos(

Ԧ𝑐 Ԧ𝑑) = 1 ⋅ 2 ⋅ cos

𝜋

3
=

= 1 ⋅ 2 ⋅
1

2
= 1

𝑐Ԧ2 = |𝑐Ԧ|2 = 12 = 1 𝑑Ԧ2 = |𝑑Ԧ|2 = 22 = 4 

Подставим Ԧ𝑐 ⋅ Ԧ𝑑, Ԧ𝑐2, Ԧ𝑑2 в Ԧ𝑎 ⋅ 𝑏, 𝑏2: Тогда


