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Â ïîñîáèè èçëàãàåòñÿ îäíà èç ñòàíäàðòíûõ òåì óíèâåðñèòåòñêî-

ãî êóðñà àëãåáðû � òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè-

âîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷, èìååòñÿ ïîäáîðêà çàäà÷

äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ è êîìïüþòåð-

íî-èí�îðìàöèîííûõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè è ñïåöèàëüíîñòåé.
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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà áà-

êàëàâðèàòà è ñïåöèàëèòåòà, îáó÷àþùèõñÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì è

êîìïüþòåðíî-èí�îðìàöèîííûì íàïðàâëåíèÿì ïîäãîòîâêè è ñïåöè-

àëüíîñòÿì. Â ïîñîáèè èçëàãàåòñÿ îäíà èç ñòàíäàðòíûõ òåì óíèâåð-

ñèòåòñêîãî êóðñà àëãåáðû � òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåí-

íîé.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò ÷åòûðå ãëàâû. Â ãëàâå I ñîáðàíà íåîáõîäè-

ìàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èí�îðìàöèÿ èç äðóãèõ ðàçäåëîâ àëãåáðû.

�ëàâà II ïîñâÿùåíà ïåðâîíà÷àëüíûì ñâåäåíèÿì î ìíîãî÷ëåíàõ è

òåîðèè äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ãëàâà III � èññëåäîâàíèþ êîðíåé

ìíîãî÷ëåíîâ, à ãëàâà IV � ðàçëîæåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâî-

äèìûå ìíîæèòåëè. Êðîìå òîãî, â ãëàâå III çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ

îá àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, à â ãëàâå IV èçó÷àþòñÿ

ðàöèîíàëüíûå äðîáè. �ëàâû II�IV çàâåðøàþòñÿ ïðèìåðàìè ðåøå-

íèÿ òèïîâûõ çàäà÷. Ïîñëå ãëàâû IV ïðèâîäèòñÿ ðàçäåë ¾Çàäà÷è

äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ¿, â êîòîðîì, ïîìèìî ñàìèõ çàäà÷,

èìåþòñÿ îòâåòû è óêàçàíèÿ ê íèì. Çàêàí÷èâàåòñÿ ïîñîáèå ñïèñêîì

ëèòåðàòóðû, ñïèñêîì îáîçíà÷åíèé è ïðåäìåòíûì óêàçàòåëåì.

�ëàâû äåëÿòñÿ íà ïàðàãðà�û, èìåþùèå ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ.

Óòâåðæäåíèÿ, àëãîðèòìû, ïðèìåðû, �îðìóëû, ðèñóíêè è òàáëèöû

íóìåðóþòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè, ïåðâîå èç êîòîðûõ � ýòî íîìåð ïà-

ðàãðà�à, â êîòîðîì îíè ïðèâîäÿòñÿ. Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèÿ âñåõ

òèïîâ, àëãîðèòìû è ïðèìåðû íóìåðóþòñÿ ñîâìåñòíî. Çàäà÷è â ðàç-

äåëàõ ¾�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷¿ â ãëàâàõ II�IV òàêæå íóìåðóþòñÿ

äâóìÿ ÷èñëàìè, ïåðâîå èç êîòîðûõ íà ýòîò ðàç îçíà÷àåò íîìåð ñî-

îòâåòñòâóþùåé ãëàâû. Ñèìâîëîì � îáîçíà÷àåòñÿ êîíåö èëè îòñóò-

ñòâèå äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ èëè îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà.
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Àâòîðû áëàãîäàðíû Ñ.Â. �óñåâó è À.ß.Îâñÿííèêîâó, êîòîðûå

ïðî÷ëè ðóêîïèñü ïîñîáèÿ è ñäåëàëè ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé, ñïîñîá-

ñòâîâàâøèõ åå ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ, à òàêæå Ì.Â.Âîëêîâó

è À. �. �åéíó çà ïîëåçíûå ñîâåòû.



�ëàâà I

Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ îá

àëãåáðàõ íåêîòîðûõ

òèïîâ è êîìïëåêñíûõ

÷èñëàõ

Äàííàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé è ñîäåðæèò ïåðâîíà-

÷àëüíóþ èí�îðìàöèþ îá óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðàõ íåêîòîðûõ òè-

ïîâ (ãðóïïàõ, êîëüöàõ è ïîëÿõ) è î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Ìû íå

ñòàâèì ñåáå öåëüþ ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæèòü çäåñü îñíîâû îáùåé

àëãåáðû è òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à îãðàíè÷èâàåìñÿ èñêëþ÷è-

òåëüíî òåìè ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ

ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà ïîñîáèÿ.

� 1. �ðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ

Ïóñòü S � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç S íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì

ìíîæåñòâà S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S2
. Áèíàðíîé îïåðàöèåé íà S íà-

çûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå èç S2
â S. Íèêàêèå îïåðàöèè,

êðîìå áèíàðíûõ, â äàííîì ïîñîáèè ïîÿâëÿòüñÿ íå áóäóò, ïîýòîìó
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ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü áèíàðíûå îïåðàöèè ïðîñòî îïåðàöèÿìè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì çàïèñûâàòü áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà íåêî-

òîðîì ìíîæåñòâå â âèäå f(x, y). Ìíîæåñòâî S ñ çàäàííîé íà íåì

áèíàðíîé îïåðàöèåé f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈S; f〉. ×àñòî áèíàð-
íóþ îïåðàöèþ íàçûâàþò óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àþò òàê æå, êàê

óìíîæåíèå ÷èñåë: òî÷êîé èëè îòñóòñòâèåì ñèìâîëà, ò. å. x · y èëè

xy.
Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå S, íàçûâàåòñÿ àñ-

ñîöèàòèâíîé, åñëè f
(
f(x, y), z

)
= f

(
x, f(y, z)

)
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈

∈ S. Åñëè ïèñàòü xy âìåñòî f(x, y), òî àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè

îçíà÷àåò, ÷òî (xy)z = x(yz) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ S. Åñëè îïåðàöèÿ

àññîöèàòèâíà, òî â çàïèñÿõ âèäà x1x2 · · ·xn ñêîáêè ìîæíî íå ñòà-

âèòü, òàê êàê ðåçóëüòàò îïåðàöèè îò èõ ðàññòàíîâêè íå çàâèñèò.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f .
Ýëåìåíò e ∈ S íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñèòåëüíî f , åñëè
f(x, e) = f(e, x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Åñëè ïèñàòü xy âìåñòî

f(x, y), òî íåéòðàëüíîñòü ýëåìåíòà e îçíà÷àåò, ÷òî xe = ex = x äëÿ

ëþáîãî x ∈ S. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ñ áèíàðíîé îïå-

ðàöèåé íå ìîæåò ñîäåðæàòü äâà ðàçëè÷íûõ íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòà.

Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé f è íåéòðàëüíûì

ýëåìåíòîì e. Ýëåìåíò y ∈ S íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó x ∈
∈ S, åñëè f(x, y) = f(y, x) = e èëè, â áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè, xy =
= yx = e. Ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x−1

. Ýëåìåíò

x ∈ S íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, îáðàòíûé

ê x. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ýëåìåíò x ìíîæåñòâà ñ àññîöè-

àòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îáðàòèì,

òî îáðàòíûé ê x ýëåìåíò îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Èç îïðåäåëåíèÿ

îáðàòíîãî ýëåìåíòà ëåãêî âûòåêàþò òàêæå ñëåäóþùèå äâà óòâåð-

æäåíèÿ: åñëè ýëåìåíò x îáðàòèì, òî ýëåìåíò x−1
òàêæå îáðàòèì è

(x−1)−1 = x; åñëè ýëåìåíòû x è y îáðàòèìû è áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

àññîöèàòèâíà, òî ýëåìåíò xy òàêæå îáðàòèì è (xy)−1 = y−1x−1
.

�ðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé íà íåì àññîöèàòèâ-

íîé áèíàðíîé îïåðàöèåé, â êîòîðîì åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îò-

íîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè è âñå ýëåìåíòû îáðàòèìû. Íåéòðàëüíûé

ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû è ÷àñòî

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 1.

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ f , çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå S, íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíîé, åñëè f(x, y) = f(y, x) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ S. Åñ-
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ëè ïèñàòü xy âìåñòî f(x, y), òî êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè îçíà÷à-

åò, ÷òî xy = yx äëÿ ëþáûõ x, y ∈ S. �ðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëå-

âîé, åñëè åå áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà (ò. å. åñëè xy = yx
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G). Áèíàðíóþ îïåðàöèþ â àáåëåâîé ãðóïïå ÷à-

ñòî íàçûâàþò ñëîæåíèåì è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì +. Íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî òàêîé îïåðàöèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ íóëåì è

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê x è îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç −x.

Ïóñòü f è g � áèíàðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå S. Îïåðàöèÿ
g íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé îòíîñèòåëüíî f , åñëè äëÿ ëþáûõ

x, y, z ∈ S âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

g
(
f(x, y), z

)
= f

(
g(x, z), g(y, z)

)
è g
(
x, f(y, z)

)
= f

(
g(x, y), g(x, z)

)
.

Åñëè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ïèñàòü x + y âìåñòî f(x, y) è xy âìåñòî

g(x, y), à òàêæå äîãîâîðèòüñÿ î òîì, ÷òî, êàê îáû÷íî, óìíîæåíèå

èìååò ïðèîðèòåò ïåðåä ñëîæåíèåì, òî ðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ

ïðèìóò çíàêîìûé è ïðèâû÷íûé âèä: (x+ y)z = xz+ yz è x(y+ z) =
= xy + xz.

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R, íà êîòîðîì çàäàíû äâå áè-

íàðíûå îïåðàöèè (îäíó èç êîòîðûõ ìû áóäåì íàçûâàòü ñëîæåíèåì

è îáîçíà÷àòü ÷åðåç x+y, äðóãóþ � óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç

x · y èëè xy) òàêèå, ÷òî 〈R; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà è óìíîæåíèå äèñ-

òðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò êîëüöà

ïî ñëîæåíèþ íàçûâàåòñÿ íóëåì êîëüöà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0, à

ýëåìåíò, îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ ê ýëåìåíòó x ∈ R, íàçûâàåòñÿ ïðî-
òèâîïîëîæíûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç −x. Åñëè óìíîæåíèå àñ-

ñîöèàòèâíî [êîììóòàòèâíî℄, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì

[ñîîòâåòñòâåííî êîììóòàòèâíûì℄. Åñëè â êîëüöå åñòü íåéòðàëü-

íûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ, òî ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé

è îáîçíà÷àåòñÿ (êàê ïðàâèëî) ÷åðåç 1, à êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëü-

öîì ñ 1. Êîëüöî R ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæåíèÿ · áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈R; +, ·〉.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîëåö, êîòîðûå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ â äàëü-

íåéøåì. Íàïîìíèì, ÷òî áóêâàìè N, Z, Q è R îáîçíà÷àþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà Z, Q è R  îáû÷íûìè
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îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíî-

êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè ñ 1. Ïóñòü n ∈ N è n > 1. Ïîëîæèì
Zn = {0, 1, . . . , n − 1} è îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Zn îïåðàöèè ñëî-

æåíèÿ ⊕ è óìíîæåíèÿ ⊗ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x, y ∈ Zn, òî

x ⊕ y [ñîîòâåòñòâåííî x ⊗ y℄ � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà x +
+ y [ñîîòâåòñòâåííî xy℄ íà n (çäåñü x + y è xy � îáû÷íûå ñóììà

è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë x è y). Î÷åâèäíî, ÷òî 〈Zn;⊕,⊗〉 � àññîöèà-

òèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 (ïðîòèâîïîëîæíûì ê x ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî n− x, åñëè x 6= 0, è 0, åñëè x = 0). Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè R � êîëüöî, òî x · 0 = 0 · x = 0 äëÿ âñÿ-
êîãî x ∈ R. Ýëåìåíò x êîëüöà R íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè

x 6= 0 è ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû y, z ∈ R òàêèå, ÷òî xy = 0
è zx = 0. Äåëèòåëè íóëÿ åñòü, íàïðèìåð, â êîëüöå Zn ïðè óñëîâèè,

÷òî n � ñîñòàâíîå ÷èñëî: åñëè n = km, ãäå 1 < k,m < n, òî k è m �

äåëèòåëè íóëÿ, òàê êàê k ⊗m = m ⊗ k = 0. Ñóùåñòâóþò êîëüöà, â
êîòîðûõ âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Òàêî-

âûì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, êîëüöî âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî �èçè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ (ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, ~x × ~x = ~0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

~x ). Íî äëÿ äàëüíåéøåãî îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîòèâî-

ïîëîæíàÿ ¾êðàéíîñòü¿ � êîëüöà, íå ñîäåðæàùèå äåëèòåëåé íóëÿ.

Àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, íå ñîäåðæàùåå äåëèòåëåé

íóëÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè èëè öåëîñòíûì êîëüöîì.

Ïðèìåðàìè îáëàñòåé öåëîñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ êîëüöà Z, Q è R.

Ââåäåì íîâîå ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü î÷åíü âàæíóþ ðîëü

â ýòîì ïîñîáèè. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ íåîäíîýëåìåíòíîå àññîöèàòèâíî-

êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, â êîòîðîì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îá-

ðàòèìû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêà-

çûâàåò, ÷òî âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè (îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå íåâåðíî: î÷åâèäíûì êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êîëüöî

Z).

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïîëå íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó â ïîëå âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðà-

òèìû, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà íå ìî-

æåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýëåìåíò x îáðàòèì è
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xy = 0, òî

y = 1 · y =
(
x−1x

)
y = x−1(xy) = x−1 · 0 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ.

Ïðèìåðàìè ïîëåé ÿâëÿþòñÿ êîëüöà Q è R ñ îáû÷íûìè îïåðàöè-

ÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò,

÷òî ïîëåì ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîëüöî âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Ëåììà 1.2. Êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå,

êîëüöî Zn ïðè ñîñòàâíîì n ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ, à â ñèëó çà-

ìå÷àíèÿ 1.1 â ïîëå äåëèòåëåé íóëÿ íåò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà Zp èìååò îáðàòíûé

ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ. Ïóñòü s ∈ Zp \ {0}, ò. å. 1 6 s 6 p− 1. �àñ-
ñìîòðèì ÷èñëà 1⊗ s, 2⊗ s, . . . , (p− 1)⊗ s. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
îäíî èç íèõ ðàâíî 1. Ïóñòü k ∈ {1, 2, . . . , p− 1}. Î÷åâèäíî, 0 6 k ⊗
⊗ s 6 p− 1. Èç òîãî ÷òî k, s < p, à p � ïðîñòîå ÷èñëî, âûòåêàåò, ÷òî

p íå+ks. Ñëåäîâàòåëüíî, k⊗s 6= 0 è ïîòîìó 1 6 k⊗s 6 p−1. Äàëåå,
åñëè k ⊗ s = ℓ⊗ s äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 k < ℓ 6 p− 1, òî (ℓ− k)⊗ s =
= ℓ ⊗ s − k ⊗ s = 0 âîïðåêè ñêàçàííîìó âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå

÷èñëà 1⊗s, 2⊗s, . . . , (p−1)⊗s ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èíûìè ñëîâàìè,
{1⊗ s, 2⊗ s, . . . , (p− 1)⊗ s} = {1, 2, . . . , p− 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî
èç ÷èñåë 1 ⊗ s, 2 ⊗ s, . . . , (p − 1) ⊗ s ðàâíî 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïîëå Zp íàçûâàåòñÿ ïîëåì âû÷åòîâ

ïî ìîäóëþ p.
Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, x ∈ R, à n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

nx = x+ x+ · · ·+ x
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x, y ∈ R, à n ∈ N, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n(xy) = (nx)y, (1.1)
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êîòîðîå ïðèãîäèòñÿ íàì â � 13. Â ñàìîì äåëå,

n(xy) = xy + xy + · · ·+ xy
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

= (x+ x+ · · ·+ x
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

)y = (nx)y.

Îòìåòèì îäíî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîëåé

Q è R ñ îäíîé ñòîðîíû è ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ �

ñ äðóãîé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F � îäíî èç ïîëåé Q è R, òî íå

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n òàêîãî, ÷òî nx = 0 äëÿ âñåõ x ∈
∈ F . Â òî æå âðåìÿ åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî px = 0 äëÿ âñÿêîãî
x ∈ Zp. Ýòî ðàçëè÷èå äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n òàêîå, ÷òî nx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F , òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n ñ

òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F ; åñëè òàêîãî
n íå ñóùåñòâóåò, òî õàðàêòåðèñòèêà F ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà 0.

Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç charF . Î÷åâèäíî, ÷òî
charQ = charR = 0, à charZp = p. Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ ðàâíà ëèáî 0, ëèáî ïðîñòîìó ÷èñëó.

Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì

îí íàì íå ïîíàäîáèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Ïóñòü F � ïîëå, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè

na = 0 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ F \ {0}, òî nx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì åäèíèöó ïîëÿ F ÷åðåç e. Ïóñòü x ∈ F .
Ïîñêîëüêó a 6= 0, ýëåìåíò a îáðàòèì. Èñïîëüçóÿ (1.1), èìååì

nx = n(ex) = n(aa−1x) = (na)(a−1x) = 0 · a−1x = 0.

Çàìå÷àíèå äîêàçàíî.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì

êîëüöà R, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A èìåþò ìåñòî

âêëþ÷åíèÿ x+y ∈ A è xy ∈ A. Èëëþñòðàöèåé ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ
ñëóæèò ðèñ. 1.1, íà êîòîðîì, êàê è íà ðèñ. 1.2, ïóíêòèðíûå ëèíèè

îáîçíà÷àþò ñëîæåíèå, à øòðèõïóíêòèðíûå � óìíîæåíèå. Â êà÷å-

ñòâå ïðèìåðîâ îòìåòèì, ÷òî êîëüöî Z ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà

Q, à êîëüöî Q � ïîäêîëüöîì êîëüöà R.
�îâîðÿò, ÷òî êîëüöî A èçîìîð�íî âëîæèìî èëè ïðîñòî âëîæè-

ìî â êîëüöî B, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
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s

s

s

s

A

R

x y

x+ y xy

�èñ. 1.1. Ïîäêîëüöî

ϕ èç A â B òàêîå, ÷òî ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) è ϕ(xy) = ϕ(x) · ϕ(y).
Èëëþñòðàöèåé ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ ñëóæèò ðèñ. 1.2. Îòîáðàæåíèå

ϕ íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì èçîìîð�íûì âëîæåíèåì èëè ïðîñòî âëîæå-

íèåì A â B. Ïðèìåðîì âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ èç Z â

Q, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì: ϕ(n) = n
1 äëÿ âñÿêîãî n ∈ N.

s

s

s

s

s

s

s

s

A

B

C
x y

x+ y xy

ϕ(x) ϕ(y)

ϕ(x + y) =

= ϕ(x) + ϕ(y)

ϕ(xy) =

= ϕ(x) · ϕ(y)

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

�èñ. 1.2. Âëîæåíèå A â B

Åñëè èçîìîð�íîå âëîæåíèå ϕ èç A â B ñþðúåêòèâíî (ò. å. äëÿ

ëþáîãî y ∈ B ñóùåñòâóåò x ∈ A òàêîé, ÷òî f(x) = y), òî îíî íà-

çûâàåòñÿ èçîìîð�èçìîì, à êîëüöà A è B íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íû-
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ìè. Åñëè ϕ � âëîæåíèå èç A â B, òî ìíîæåñòâî C = {ϕ(x) | x ∈
∈ A} îáðàçóåò ïîäêîëüöî â B, èçîìîð�íîå A. �îâîðÿ íå�îðìàëüíî,
èçîìîð�íîñòü êîëåö A è B îçíà÷àåò, ÷òî ýòè êîëüöà èäåíòè÷íû

ïî ñâîèì àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì: èõ ýëåìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ

è ïåðåìíîæàþòñÿ ïî îäíèì è òåì æå ïðàâèëàì, íî ïîä ¾ðàçíûìè

èìåíàìè¿ (åñëè ϕ � èçîìîð�èçì èç A íà B, òî ýëåìåíò x ∈ A
¾äåéñòâóåò¿ â B ¾ïîä èìåíåì¿ ϕ(x)). Ïîýòîìó èçîìîð�íûå êîëü-

öà ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò è ñ÷èòàþò îäíèì è òåì æå êîëüöîì (èëè

äâóìÿ ¾ðåàëèçàöèÿìè¿ îäíîãî è òîãî æå êîëüöà).

� 2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b)
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b. Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a, b) è
(c, d) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (a + c, b + d), à èõ ïðîèçâåäåíèåì � ÷èñëî

(ac− bd, ad+ bc). Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç C.
Òîò �àêò, ÷òî íåêèå ¾íîâûå¿ ÷èñëà ââîäÿòñÿ êàê ïàðû ¾ñòàðûõ¿,

íå äîëæåí óäèâëÿòü. Âåäü è ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

m
n
ïðè æåëàíèè

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó öåëûõ ÷èñåë (m,n).
Íà ÿçûêå ïàð ìîæíî îïðåäåëèòü è îïåðàöèè íàä ðàöèîíàëüíûìè

÷èñëàìè:

(m,n) + (k, ℓ) = (mℓ+ kn, nℓ) è (m,n) · (k, ℓ) = (mk, nℓ).

Íî äåéñòâîâàòü ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè â òàêîì âèäå íåóäîáíî,

ïîýòîìó ëó÷øå ïåðåéòè ê òðàäèöèîííîé èõ çàïèñè â âèäå äðîáè.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë òàêæå ñóùåñòâóåò áîëåå óäîáíûé ñïîñîá èõ

çàïèñè, íàçûâàåìûé àëãåáðàè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ê

êîòîðîìó ìû ïåðåéäåì ÷óòü íèæå.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî C ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ 1;

ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ èãðàåò ÷èñëî (1, 0).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ èç R â C ïðàâèëîì: ϕ(a) = (a, 0)

äëÿ âñÿêîãî a ∈ R. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

èçîìîð�íûì âëîæåíèåì R â C. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îòîæäåñòâèòü

êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a, 0) ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a è ñ÷èòàòü, ÷òî
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R ⊆ C. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû îòîæäåñòâëÿåì ðà-

öèîíàëüíîå ÷èñëî

n
1 ñ öåëûì ÷èñëîì n, è èìåííî ýòî ïîçâîëÿåò íàì

ñ÷èòàòü, ÷òî Z ⊆ Q.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç i. Ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0). Êàê ìû óæå äîãîâîðèëèñü, ìû íå ðàçëè-

÷àåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (−1, 0) è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî −1. Òàêèì
îáðàçîì, i2 = −1. Ìû âèäèì, ÷òî â êîëüöå C ðàçðåøèìî óðàâíåíèå

x2 + 1 = 0, íåðàçðåøèìîå â êîëüöå R.
Çàìåòèì, ÷òî

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = a+ bi.

Âûðàæåíèå a+bi íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî

÷èñëà (a, b).

Ëåììà 2.1. Ìíîæåñòâî C ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, 〈C; +, ·〉 � àññîöèà-

òèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîãî íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ê íåìó

÷èñëî ïî óìíîæåíèþ. Ïóñòü v = a + bi è v 6= 0, ò. å. a2 + b2 6= 0.
Ïîëîæèì w = a

a2+b2
+ −b

a2+b2
· i. Òîãäà

vw = (a+ bi)

(
a

a2 + b2
+

−b

a2 + b2
· i
)

=
a2 + b2

a2 + b2
+

−ab+ ab

a2 + b2
· i = 1.

Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî wv = vw, ïîëó÷àåì, ÷òî w îáðàòíî ê v.

Îòìåòèì, ÷òî charC = 0.
Åñëè x = a+bi � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî a−bi íàçûâàåòñÿ

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x. Åñëè x è y �
ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî x = x òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x ∈ R, x+ x è x · x � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, x+ y = x+ y è

xy = x · y. Ïðîâåðêó ýòèõ �àêòîâ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èí-

òåðïðåòàöèÿ ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êàê ìíîæåñòâà

òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Îáîáùàÿ ýòî ïîñòðîåíèå, ðàññìîòðèì ïëîñ-

êîñòü, íà êîòîðîé çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòå-

ìà êîîðäèíàò. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a+ bi áóäåì èçîáðàæàòü òî÷êîé
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ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (a, b). Ýòî çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ìíîæå-

ñòâîì âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè.

Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ bi èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè
òî÷êîé M . Òîãäà äëèíà îòðåçêà OM íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z.
Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |z|. Íà ðèñ. 2.1

r = |z|.

s

s
M(a, b)

O a

b

r

x

y

�èñ. 2.1. Ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè z = a + bi, òî |z| =
√
a2 + b2. Îòìåòèì,

÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êîìïëåêñíûå,

ââåäåííîå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèå ìîäóëÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ìîäóëÿ

(àáñîëþòíîé âåëè÷èíû), èçâåñòíûì èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòè-

êè.

Ëåììà 2.2. Åñëè x è y � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî

|xy| = |x| · |y| è |x+ y| 6 |x|+ |y|.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî |xy| = |x| · |y| ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè, êîòîðûå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. ×òîáû

äîêàçàòü íåðàâåíñòâî |x+ y| 6 |x|+ |y|, çà�èêñèðóåì íà ïëîñêîñòè

ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì ÷åðåç A,
B è C òî÷êè íà ïëîñêîñòè, îòâå÷àþùèå ÷èñëàì x, y è x + y ñîîò-

âåòñòâåííî ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè A è B íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòîò

ñëó÷àé ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 2.2. Ïîñêîëüêó äëèíà ñòîðîíû
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òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí, èìååì

|x+ y| = |OC| < |OA| + |AC| = |OA| + |OB| = |x|+ |y|.

s

s

s

s

A

B

C

O

�èñ. 2.2. Ìîäóëü ñóììû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ñëó÷àé æå, êîãäà òî÷êè A è B ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ðàçáèðà-

åòñÿ î÷åíü ïðîñòî, è ìû îñòàâëÿåì åãî ÷èòàòåëþ. Îòìåòèì òîëüêî,

÷òî çäåñü âîçìîæíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà |x+ y| = |x|+ |y|.



�ëàâà II

Ìíîãî÷ëåíû êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

Ýòà ãëàâà ñîäåðæèò òðè ïàðàãðà�à. Â � 3 äàåòñÿ îïðåäåëåíèå

ìíîãî÷ëåíîâ è äîêàçûâàþòñÿ èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ïàðàãðà-

�û 4 è 5 ïîñâÿùåíû ñîîòâåòñòâåííî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ äå-

ëèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí (ñ îñòàòêîì èëè áåç íåãî) è

ñ ïîíÿòèåì íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

� 3. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

Èçó÷åíèå ìíîãî÷ëåíîâ åñòåñòâåííî íà÷àòü ñ èõ îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

Ìíîãî÷ëåíîì íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

(α0, α1, . . . , αn, . . . )

òàêàÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæàò R
è ñóùåñòâóåò ÷èñëî m ∈ N ∪ {0} òàêîå, ÷òî αn = 0 äëÿ âñåõ n >

> m. Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R îáîçíà÷àåòñÿ
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÷åðåç R[x]. Îïðåäåëèì ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

èç R[x] ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè f = (α0, α1, . . . , αn, . . . ) è g =
= (β0, β1, . . . , βn, . . . ), òî f+g = (γ0, γ1, . . . , γn, . . . ) è fg = (δ0, δ1, . . . ,

δn, . . . ), ãäå γk = αk + βk è δk =
∑k

i=0 αiβk−i äëÿ âñÿêîãî k ∈ N ∪
∪ {0}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç R[x], âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0,

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç o è íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, ìíîãî÷ëåíû â ñìûñëå äàííîãî òîëüêî ÷òî

îïðåäåëåíèÿ ñóòü òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåí-

íîé â ïðèâû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. �àçíèöà ñîñòîèò òîëüêî â

òîì, ÷òî êîý��èöèåíòû ó íèõ ìîãóò ëåæàòü íå â ïîëå R, à â ïðîèç-
âîëüíîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîì êîëüöå R ñ 1. Îòìåòèì åùå,

÷òî ìû ÷àñòî äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü óïîìèíàíèå î òîì,

÷òî êîëüöî R àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíî è ñîäåðæèò 1.

Äîêàæåì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì

R ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè íàä R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g ∈ R[x], ïðè÷åì

f = (α0, α1, . . . , αn, . . . ) è g = (β0, β1, . . . , βn, . . . ).

Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà q è r, ÷òî αn = 0 äëÿ âñåõ n > q è βn =
= 0 äëÿ âñåõ n > r. Ïîëîæèì f + g = (γ0, γ1, . . . , γn, . . . ) è fg =
= (δ0, δ1, . . . , δn, . . . ). Òîãäà, î÷åâèäíî, γn = 0 äëÿ âñåõ n > max{q, r}
è δn = 0 äëÿ âñåõ n > q + r. Ñëåäîâàòåëüíî, f + g, fg ∈ R[x].

Ëåììà 3.2. Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R îòíî-

ñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ

àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1 ñëîæåíèå è óìíîæåíèå

ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íà

ìíîæåñòâå R[x]. Ïîñêîëüêó 〈R; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà, èç îïðåäå-

ëåíèÿ ñóììû ìíîãî÷ëåíîâ âûòåêàåò, ÷òî 〈R[x]; +〉 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé ãðóïïîé (íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåò-

ñÿ íóëåâîé ìíîãî÷ëåí). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ êîììóòàòèâ-

íî, à ìíîãî÷ëåí (1, 0, . . . , 0, . . . ) ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì



20 �ëàâà II. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

ïî óìíîæåíèþ. Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. Ïóñòü f =
= (α0, α1, . . . , αn, . . . ), g = (β0, β1, . . . , βn, . . . ) è h = (γ0, γ1, . . . , γn,
. . . ). Òîãäà fg = (δ0, δ1, . . . , δn, . . . ) è gh = (ε0, ε1, . . . , εn, . . . ), ãäå

δm =
∑

k+ℓ=m

αkβℓ è εr =
∑

s+t=r

βsγt.

Ñëåäîâàòåëüíî, (fg)h = (µ0, µ1, . . . , µn, . . . ), ãäå

µd =
∑

m+t=d

δmγt =
∑

m+t=d

(
∑

k+ℓ=m

αkβℓ

)

γt =
∑

k+ℓ+t=d

αkβℓγt.

Àíàëîãè÷íî f(gh) = (ν0, ν1, . . . , νn, . . . ), ãäå

νd =
∑

k+r=d

αkεr =
∑

k+r=d

αk

(
∑

s+t=r

βsγt

)

=
∑

k+s+t=d

αkβsγt.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ µd è νd, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî f(gh) = (fg)h.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ñëîæåíèÿ. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ äîñòàòî÷íî äî-

êàçàòü ðàâåíñòâî (f + g)h = fh+ gh. ßñíî, ÷òî

(f + g)h = (ρ0, ρ1, . . . , ρn, . . . ), ãäå ρd =
∑

k+ℓ=d

(αk + βk)γℓ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, fh = (σ0, σ1, . . . , σn, . . . ), à gh = (τ0, τ1, . . . , τn,
. . . ), ãäå

σm =
∑

s+t=m

αsγt, à τm =
∑

s+t=m

βsγt.

Ñëåäîâàòåëüíî, fh+ gh = (ξ0, ξ1, . . . , ξn, . . . ), ãäå

ξd = σd + τd =
∑

s+t=d

(αsγt + βsγt) =
∑

s+t=d

(αs + βs)γt.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ρd è ξd, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

ðàâåíñòâî (f + g)h = fh+ gh.
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Êîëüöî R[x] íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R.
Ïóñòü f = (α0, α1, . . . , αn, . . . ) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè

f 6= o, òî ñóùåñòâóåò m ∈ N ∪ {0} òàêîå, ÷òî αm 6= 0 è αk = 0
äëÿ ëþáîãî k > m. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f .
Ñòåïåíü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà −∞, ïðè÷åì

ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî −∞ < m è m+ (−∞) = −∞+m = −∞ äëÿ

ëþáîãî öåëîãî m. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç deg f .
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëüöî R èçîìîð�íî

âëîæèìî â êîëüöî R[x].

Ëåììà 3.3. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà R[x] ñòå-
ïåíè 6 0 îáðàçóåò ïîäêîëüöî ýòîãî êîëüöà, èçîìîð�íîå êîëüöó R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè âèäà (α, 0, . . . , 0, . . . ), ãäå α ∈ R \ {0}, è òîëüêî îíè, à åäèí-

ñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè < 0 � ýòî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 0 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

(α, 0, . . . , 0, . . . ), ãäå α ∈ R, è òîëüêî îíè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ

α, β ∈ R âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(α, 0, . . . , 0, . . . ) + (β, 0, . . . , 0, . . . ) = (α + β, 0, . . . , 0, . . . )

è (α, 0, . . . , 0, . . . ) · (β, 0, . . . , 0, . . . ) = (αβ, 0, . . . , 0, . . . ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà R[x] ñòå-
ïåíè 6 0 îáðàçóåò ïîäêîëüöî ýòîãî êîëüöà, à îòîáðàæåíèå ϕ: R −→
R[x], çàäàííîå ïðàâèëîì

ϕ(α) = (α, 0, . . . , 0, . . . ),

ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì èç R íà ýòî ïîäêîëüöî.

Ïåðåéäåì ê ïðèâû÷íîé çàïèñè ìíîãî÷ëåíîâ. Îáîçíà÷èì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (0, 1, 0, . . . , 0, . . . ) ÷åðåç x. Ïî èíäóêöèè ïîëîæèì

xm = xm−1x äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m > 1. Ñ ïîìîùüþ èí-

äóêöèè ïî m ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

xm = (0, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

m ÷èñåë

, 1, 0, . . . , 0, . . . ).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

αnx
n + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0 = (α0, α1, . . . , αn, 0, . . . , 0, . . . )
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äëÿ ëþáûõ α0, α1, . . . , αn ∈ R. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì âñþäó â äàëüíåé-

øåì âìåñòî èñõîäíîé çàïèñè ìíîãî÷ëåíà â âèäå

(α0, α1, . . . , αn, 0, . . . , 0, . . . )

èñïîëüçîâàòü åãî áîëåå ïðèâû÷íóþ çàïèñü:

f = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · ·+ α1x+ α0. (3.1)

Â äàëüíåéøåì, ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãî÷ëåíîâ íàä íåêîòîðûì

êîëüöîì R, ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü R êîëüöîì ñêàëÿðîâ, à ýëå-

ìåíòû ýòîãî êîëüöà � ñêàëÿðàìè. Ñêàëÿðû α0, α1, . . . , αn íàçû-

âàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà (3.1). Åñëè f èìååò âèä (3.1)

è αn 6= 0, òî deg f = n, îäíî÷ëåí αnx
n
íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ÷ëå-

íîì ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ℓm(f), ñêàëÿð αn íàçûâà-

åòñÿ ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ℓc(f), à ñêàëÿð α0 íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà f .
Âñþäó äàëåå â ýòîì ïîñîáèè, êðîìå òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà ÿâíî îãî-

âîðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëüöî ñêàëÿðîâ ÿâëÿåòñÿ

îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Áîëåå òîãî, ïî÷òè âñå îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â ýòîì ïîñîáèè, îòíîñÿòñÿ ê ìíîãî÷ëå-

íàì íàä ïîëåì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, êàê ñâÿçàíû ñòåïåíè ñóì-

ìû è ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòåïåíÿìè ñàìèõ ýòèõ ìíîãî÷ëå-

íîâ. Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äàííîé ëåììîé,

êàê ïðàâèëî, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî â ÿâíîì âèäå.

Ëåììà 3.4. Ïóñòü f è g � ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì R. Òîãäà:

1) åñëè R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, òî deg(fg) = deg f + deg g;

2) åñëè deg f 6= deg g, òî deg(f + g) = max{deg f, deg g};
3) åñëè deg f = deg g, òî deg(f + g) 6 deg f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ℓm(f) = axn
, à ℓm(g) = bxm

. Â ÷àñòíîñòè,

a, b 6= 0.

1) Î÷åâèäíî, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå fg âñå êîý��èöèåíòû ïðè xk
, ãäå

k > n+m, ðàâíû 0, à êîý��èöèåíò ïðè xn+m
ðàâåí ab. Ïîñêîëüêó

R íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ, ab 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, deg(fg) =
= n+m = deg f + deg g.
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2) Ïîëîæèì r = max{n,m}. Î÷åâèäíî, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå f +
+ g âñå êîý��èöèåíòû ïðè xk

, ãäå k > r, ðàâíû 0, à êîý��èöèåíò

ïðè xr
ðàâåí ëèáî a, ëèáî b. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíèé êîý��èöèåíò

îòëè÷åí îò 0. Ñëåäîâàòåëüíî, deg(f + g) = r = max{deg f, deg g}.
3) Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â ìíîãî÷ëåíå f + g âñå êîý�-

�èöèåíòû ïðè xk
, ãäå k > n, ðàâíû 0. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå

çàêëþ÷åíèå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè deg f = deg g = n, òî deg(f +g) < deg f òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℓc(f) = −ℓc(g) (òàê êàê â ýòîì è òîëüêî ýòîì

ñëó÷àå êîý��èöèåíò ïðè xn
â f + g ðàâåí 0).

Ñëåäóþùåå íåñëîæíî ïðîâåðÿåìîå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, êà-

êèå ìíîãî÷ëåíû îáðàòèìû (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ) â êîëüöå

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Ýòà èí�îðìàöèÿ áóäåò ïîëåçíà â äàëü-

íåéøåì.

Ëåììà 3.5. Ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F îáðàòèì (îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ) â êîëüöå F [x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg f = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f îáðàòèì.

Òîãäà fg = 1 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ F [x]. Â ñèëó ï. 1) ëåììû 3.4

deg f + deg g = deg(fg) = deg 1 = 0, îòêóäà deg f 6 0. Åñëè deg f <
< 0, òî f = o. Íî íóëåâîé ìíîãî÷ëåí î÷åâèäíûì îáðàçîì íåîáðàòèì.
Ñëåäîâàòåëüíî, deg f = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè deg f = 0, òî f ∈ F \ {0}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
F � ïîëå, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f îáðàòèì.

� 4. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà íà

ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì

Â àðè�ìåòèêå âàæíóþ ðîëü èãðàåò òîò �àêò, ÷òî ÷èñëà ìîæíî

äåëèòü äðóã íà äðóãà ñ îñòàòêîì. Äîêàæåì, ÷òî òî æå ñàìîå ìîæíî

äåëàòü è ñ ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü F � ïîëå è f, g ∈ F [x], ïðè÷åì g 6= o. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû q, r ∈ F [x]
òàêèå, ÷òî

f = qg + r è deg r < deg g. (4.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî óñëîâèþ deg g > 0. Åñëè
deg g = 0, òî g ∈ F . Ïðè ýòîì g 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí g−1

. Èìååì f = f · 1 = f(g−1g) = (fg−1)g, è ñîîòíîøå-

íèÿ (4.1) âûïîëíåíû ïðè q = fg−1
è r = o.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî deg g > 0. Ïðè deg f < deg g äîñòàòî÷-
íî ïîëîæèòü q = o è r = f . Ïóñòü òåïåðü deg f > deg g, deg f = k,
deg g = m, ℓc(f) = α è ℓc(g) = β. Â ÷àñòíîñòè, k > m. Ïîëîæèì

q1 = α
β
xk−m

è r1 = f − q1g. Òîãäà ℓm(q1g) = αxk = ℓm(f) è ïî-

òîìó deg r1 < deg f . Èòàê, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû q1 è r1 òàêèå,

÷òî f = q1g + r1 è deg r1 < deg f . Åñëè deg r1 < deg g, òî òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïðè q = q1 è r = r1.

Ïóñòü òåïåðü deg r1 > deg g. Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé îä-

íî÷ëåí q2, ÷òî ℓm(q2g) = ℓm(r1). Ïîëîæèì r2 = r1 − q2g. Òîãäà
deg r2 < deg r1, r1 = q2g + r2 è

f = q1g + r1 = q1g + q2g + r2 = (q1 + q2)g + r2.

Åñëè deg r2 < deg g, òî ñîîòíîøåíèÿ (4.1) âûïîëíåíû ïðè q = q1+q2
è r = r2.

Åñëè deg r2 > deg g, ïðîäîëæèì îïèñàííûé ïðîöåññ. Íà êàæ-

äîì øàãå áóäóò ñòðîèòüñÿ îäíî÷ëåí qk è ìíîãî÷ëåí rk òàêèå, ÷òî

deg rk < deg rk−1 è f = (q1 + q2 + · · ·+ qk)g+ rk. Ïîñêîëüêó deg r1 >
> deg r2 > · · · , ïðè íåêîòîðîì k áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

deg rk < deg g. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (4.1) âûïîëíåíû ïðè q = q1 +
+ q2 + · · ·+ qk è r = rk.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = q1g+ r1 è f = q2g+ r2
äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ q1, q2, r1 è r2 òàêèõ, ÷òî deg r1, deg r2 <
< deg g. Èç ðàâåíñòâà q1g+ r1 = q2g+ r2 ïîëó÷àåì, ÷òî (q1 − q2)g =
= r2 − r1. Íî åñëè q1− q2 6= o, òî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê deg

(
(q1 −

− q2)g
)
> deg g, à deg(r2 − r1) < deg g. Ñëåäîâàòåëüíî, q1 − q2 = o,

îòêóäà q1 = q2. Íî òîãäà r2 − r1 = o · g = o, è, çíà÷èò, r1 = r2.

Åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (4.1), òî ìíîãî÷ëåí q íàçûâàåòñÿ
÷àñòíûì, à ìíîãî÷ëåí r � îñòàòêîì îò äåëåíèÿ f íà g (ñ îñòàò-

êîì).

Åñëè f = qg, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà ìíîãî-

÷ëåí g, èëè ÷òî g äåëèò f ; ýòîò �àêò áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç
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g | f . Â äàëüíåéøåì ìû ìíîãîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-

ùèå äâà ïðîñòûõ ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, íå

âñåãäà óïîìèíàÿ èõ â ÿâíîì âèäå.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïóñòü f , g, g1, g2 è h � ìíîãî÷ëåíû íàä ïðîèç-

âîëüíûì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ 1. Òîãäà:
1) åñëè f | g, òî f | gh;
2) åñëè f | g1 è f | g2, òî f | (g1 + g2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ g = fa äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëå-
íà a ∈ R[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = (fa)h = f(ah) è ïîòîìó f | gh.

2) Ïî óñëîâèþ g1 = fa1 è g2 = fa2 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ

a1, a2 ∈ R[x]. Ñëåäîâàòåëüíî, g1 + g2 = fa1 + fa2 = f(a1 + a2) è
ïîòîìó f | (g1 + g2).

Ìíîãî÷ëåíû f è g èç R[x] íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè
f | g è g | f . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àññîöèèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû íàä

ïîëåì ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæè-

òåëåì. Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.3. Íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F àññîöè-

èðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = αg äëÿ íåêîòîðîãî α ∈
∈ F \ {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè f è g àññîöèèðîâàíû, òî

f = αg è g = βf äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ F [x]. Ñëåäîâàòåëüíî, deg f =
= deg g+degα è deg g = deg f+degβ, îòêóäà deg f = deg f+degα+
+ deg β. Ñëåäîâàòåëüíî, degα 6 0, ò. å. α ∈ F . Êðîìå òîãî, α 6= 0,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f = αg = o.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè f = αg è α ∈ F \ {0}, òî g = α−1f . Èç
ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî f | g, à èç âòîðîãî � ÷òî g | f .

� 5. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ

Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ öåëûõ

÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî-

÷ëåíîâ. Ïóñòü F � ïîëå è f, g ∈ F [x]. Ìíîãî÷ëåí h ∈ F [x] íàçûâà-
åòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g, åñëè h | f ,
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h | g è äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p ∈ F [x] èç òîãî, ÷òî p | f è p | g
ñëåäóåò, ÷òî p | h.

Èç îïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëå-

íîâ íå âûòåêàåò, ÷òî îí ñóùåñòâóåò. Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ÷óòü

íèæå (ñì. òåîðåìó 5.2). À ïîêà îòìåòèì, ÷òî åñëè íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò, òî îí îïðåäåëåí íå

îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè. Ñ�îðìóëèðóåì

ýòî óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü f è g � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì F è d � íàè-

áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è g. Ìíîãî÷ëåí e ∈ F [x] òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí àññîöèèðîâàí ñ d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü d è e � íàèáîëüøèå îá-

ùèå äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ f è g. Òîãäà êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ

d è e äåëèò êàê f , òàê è g. Ïî îïðåäåëåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû d è e äåëÿò äðóã äðóãà, ò. å.
àññîöèèðîâàíû.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è g,
à ìíîãî÷ëåí e àññîöèèðîâàí ñ d. Èç òîãî ÷òî d äåëèò f è g, à e | d,
âûòåêàåò, ÷òî e äåëèò f è g. Äàëåå, åñëè h äåëèò f è g, òî h | d, à
ïîñêîëüêó d | e, òî è h | e. Ñëåäîâàòåëüíî, e � íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü f è g.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íå òîëüêî äîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ñóùåñòâóåò, íî è óñòà-

íàâëèâàåò, ÷òî îí îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, àíàëîã êîòîðîãî

ñïðàâåäëèâ è äëÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ öåëûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íàä ïîëåì
F ñóùåñòâóåò èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d è ñóùåñòâóþò

ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ F [x] òàêèå, ÷òî

d = uf + vg. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

deg f > deg g. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.1, ðàçäåëèì f íà g ñ îñòàòêîì:

f = q1g + r1, ãäå deg r1 < deg g. Åñëè r1 6= o, ðàçäåëèì g íà r1 ñ



� 5. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ 27

îñòàòêîì: g = q2r1 + r2, ãäå deg r2 < deg r1. Åñëè r2 6= o, ðàçäåëèì
r1 íà r2 ñ îñòàòêîì: r1 = q3r2 + r3, ãäå deg r3 < deg r2. Áóäåì ïðî-

äîëæàòü ýòîò ïðîöåññ, äåëÿ òåïåðü íà êàæäîì øàãå ïðåäïîñëåäíèé

îñòàòîê íà ïîñëåäíèé, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëåäíèé îñòàòîê îòëè÷åí

îò o. Ïîñêîëüêó deg g > deg r1 > deg r2 > · · · , íà êàêîì-òî øàãå

ñòåïåíü îñòàòêà îêàæåòñÿ 6 0. Åñëè ñàì îñòàòîê ïðè ýòîì áóäåò

îòëè÷åí îò o, îí ñòàíåò ðàâíûì o íà ñëåäóþùåì øàãå. Òàêèì îáðà-

çîì, îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ îáîðâåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:







f = q1g + r1, r1 6= o, deg r1 < deg g;
g = q2r1 + r2, r2 6= o, deg r2 < deg r1;
r1 = q3r2 + r3, r3 6= o, deg r3 < deg r2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rk−1 = qk+1rk + rk+1, rk+1 6= o, deg rk+1 < deg rk;

rk = qk+2rk+1.

(5.2)

Äîêàæåì, ÷òî rk+1 � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è g. Ïîäíè-
ìàÿñü ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ (5.2) ñíèçó ââåðõ, ïîêàæåì, ÷òî rk+1 | f
è rk+1 | g. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî rk+1 | rk, èç ïðåä-
ïîñëåäíåãî â ñèëó ï. 2) çàìå÷àíèÿ 4.2 � ÷òî rk+1 | rk−1. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå, ïåðåõîäÿ ê î÷åðåäíîìó

ðàâåíñòâó âèäà rs = qs+2rs+1 + rs+2 è èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííûå

ê ýòîìó ìîìåíòó ñîîòíîøåíèÿ rk+1 | rs+1 è rk+1 | rs+2, ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî rk+1 | rs. Äîéäÿ äî âòîðîãî è ïåðâîãî ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

rk+1 | g è rk+1 | f ñîîòâåòñòâåííî.

Îïóñêàÿñü ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ (5.2) ñâåðõó âíèç, ïîêàæåì, ÷òî

åñëè h | f è h | g, òî h | rk+1. Ïóñòü h | f è h | g. Èç ïåðâîãî

ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî r1 = f − q1g è ïîòîìó â ñèëó ï. 2) çàìå÷à-
íèÿ 4.2 h | r1. �àññìàòðèâàÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî

r2 = g − q2r1, îòêóäà â ñèëó ï. 2) çàìå÷àíèÿ 4.2 h | r2. Îïóñêà-
ÿñü ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ (5.2) ñâåðõó âíèç, ïîëó÷èì, ÷òî h | rs ïðè
s = 3, . . . , k + 1.

Èòàê, rk+1 | f , rk+1 | g è åñëè h | f è h | g, òî h | rk+1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, rk+1 � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è g.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî rk+1 = uf+vg äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ u è v. Èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèñòåìå (5.2) âûòåêàåò,

÷òî rk+1 = rk−1 − qk+1rk. Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå
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rk = rk−2 − qkrk−1, ïîëó÷åííîå èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñèñòå-

ìû (5.2). Ïîëó÷èì

rk+1 = rk−1 − qk+1(rk−2 − qkrk−1) = −qk+1rk−2 + (qk+1qk + 1)rk−1.

Èòàê, rk+1 = u2rk−2 + v2rk−1 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ u2 è v2.
Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå rk−1 = rk−3 − qk−1rk−2,

ïîëó÷åííîå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (5.2), ïîëó÷èì

rk+1 = u2rk−2 + v2(rk−3 − qk−1rk−2) = v2rk−3 + (u2 − v2qk−1)rk−2.

Ñëåäîâàòåëüíî, rk+1 = u3rk−3 + v3rk−2 äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ u3 è v3. Ïðîäîëæàÿ äâèæåíèå ñíèçó ââåðõ ïî ñèñòåìå (5.2), íà
êàæäîì øàãå áóäåì ïîëó÷àòü ðàâåíñòâî rk+1 = usrk−s + vsrk−s+1

äëÿ íåêîòîðûõ us è vs, ãäå s = 4, . . . , k − 1. Ïðè s = k − 1 ïîëó÷à-

åì rk+1 = uk−1r1 + vk−1r2. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèå
r2 = g− q2r1, ïîëó÷åííîå èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (5.2), ïîëó-

÷àåì

rk+1 = uk−1r1 + vk−1(g − q2r1) = vk−1g + (uk−1 − vk−1q2)r1,

ò. å. rk+1 = ukg + vkr1 äëÿ íåêîòîðûõ uk è vk. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî

ðàâåíñòâî âûðàæåíèå r1 = f−q1g, ïîëó÷åííîå èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà
ñèñòåìû (5.2), îêîí÷àòåëüíî èìååì

rk+1 = ukg + vk(f − q1g) = vkf + (uk − vkq1)g,

ò. å. rk+1 = uf + vg äëÿ íåêîòîðûõ u è v.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5.1) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé �îðìîé íàè-

áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2 ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé íàçûâà-

åòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Ñ�îðìóëèðóåì åãî â ÿâíîì âèäå.

Àëãîðèòì 5.3 (àëãîðèòì Åâêëèäà). Äàíû íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû f
è g íàä ïîëåì òàêèå, ÷òî deg f > deg g. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü d ìíîãî÷ëåíîâ f è g. Ïîëàãàåì r−1 = f , r0 = g è

k = 0. Åñëè rk 6= o, äåëèì rk−1 íà rk, îñòàòîê îò äåëåíèÿ îáîçíà÷àåì
÷åðåç rk+1 è óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå k íà 1. Åñëè rk 6= o, ïîâòîðÿåì
óêàçàííûå äåéñòâèÿ. Åñëè rk = o, ïîëàãàåì d = rk−1 è çàâåðøàåì

ðàáîòó àëãîðèòìà.
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Ïîñêîëüêó deg rk+1 < deg rk äëÿ âñÿêîãî k, ñóùåñòâóåò k òàêîå,

÷òî deg rk 6 0. Ïðè ýòîì åñëè rk 6= o, òî rk+1 = o. Ñëåäîâàòåëüíî,
àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè,

åñëè îäíèì èç íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé f è g ÿâëÿåòñÿ ñêà-

ëÿð 1. Ó÷èòûâàÿ ëåììû 4.3 è 5.1, ìû âèäèì, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåíû

f è g íàä ïîëåì F âçàèìíî ïðîñòû, òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò

èç F ÿâëÿåòñÿ èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì. Èç òåîðåìû 5.2

âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 5.4. Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä ïîëåì F âçàèìíî ïðîñòû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ F [x]
òàêèå, ÷òî

uf + vg = 1. (5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5.3). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî h � îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è g, ò. å. f = hp è

g = hq äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ p è q. Òîãäà

1 = uf + vg = uph+ vqh = (up+ vq)h,

ò. å. h | 1. Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, 1 | f è 1 | g, ïîëó÷àåì, ÷òî 1 �

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è g.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îò-

ìåòèì, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñâîéñòâ âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ïóñòü f , g è h � ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì F .
Òîãäà:

1) åñëè f è g âçàèìíî ïðîñòû, f | h è g | h, òî fg | h;
2) åñëè f è g âçàèìíî ïðîñòû è f | gh, òî f | h;
3) åñëè h âçàèìíî ïðîñò è ñ f , è ñ g, òî h âçàèìíî ïðîñò  fg.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü h = fp è h = gq äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ p è q. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.4 ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u è v
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (5.3). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà íà h, ïîëó÷èì, ÷òî h = huf + hvg, îòêóäà h = gquf +
+ fpvg = fg(qu+ pv). Ñëåäîâàòåëüíî, fg | h.
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2) Ïî óñëîâèþ gh = fp äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà p. Â ñèëó

ñëåäñòâèÿ 5.4 ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (5.3). Ñëåäîâàòåëüíî, huf + hvg = h, îòêóäà h = huf +
+ fpv = f(hu+ pv). Ñëåäîâàòåëüíî, f | h.

3) Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.4 ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî
uf +vh = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ufg+vhg = g. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåíû h è fg íå âçàèìíî ïðîñòû. Îáîçíà÷èì íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç p. Èñïîëüçóÿ ï. 1) çàìå÷àíèÿ 4.2,
ïîëó÷àåì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, p äåëèò h, à çíà÷èò, è vhg, à ñ äðó-
ãîé � p äåëèò fg, à çíà÷èò, è ufg. Èç ï. 2) çàìå÷àíèÿ 4.2 òåïåðü

âûòåêàåò, ÷òî p äåëèò vgh+ufg = g. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âçàèìíîé
ïðîñòîòå g è h. Ñëåäîâàòåëüíî, h è fg âçàèìíî ïðîñòû.

�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷

Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå:

1) íàéòè ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà äðó-

ãîé;

2) íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ è åãî

ëèíåéíóþ �îðìó.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî òèïà.

Çàäà÷à II.1. �àçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x5+2x3− 2x2+x− 2 íà
ìíîãî÷ëåí g(x) = x3 − x2 + 2x− 3 ñ îñòàòêîì.

�åøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) òàêèå, ÷òî f =
= qg + r è deg r < deg g. Çàìåòèì, ÷òî deg f > deg g. Ïîýòîìó,
â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ñ

îñòàòêîì, íàäî íà÷àòü ñ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà q1(x) òàêîãî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ℓm(f) = ℓm(q1g). Î÷åâèäíî, ÷òî q1(x) =
= x2

. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí f1 = f − q1g:

f1(x) = f(x)− x2g(x) = (x5 + 2x3 − 2x2 + x− 2)−
− (x5 − x4 + 2x3 − 3x2) = x4 + x2 + x− 2.
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Ïîñêîëüêó deg f1 > deg g, íàõîäèì ìíîãî÷ëåí q2(x) òàêîé, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ℓm(f1) = ℓm(q2g). Î÷åâèäíî, ÷òî q2(x) = x.
Âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí f2 = f1 − q2g:

f2(x) = f1(x)− xg(x) = (x4 + x2 + x− 2)− (x4 − x3 + 2x2 − 3x) =

= x3 − x2 + 4x− 2.

Ïîñêîëüêó deg f2 > deg g, íàõîäèì ìíîãî÷ëåí q3(x) òàêîé, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî ℓm(f2) = ℓm(q3g). Î÷åâèäíî, ÷òî q3(x) = 1.
Âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí f3 = f2 − q3g:

f3(x) = f2(x)− g(x) = (x3 − x2 + 4x− 2)− (x3 − x2 + 2x− 3) =

= 2x+ 1.

Ïîñêîëüêó deg f3 < deg g, ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøåíà. Îñòàåòñÿ

âûïèñàòü ÷àñòíîå q(x) è îñòàòîê r(x):

q(x) = q1(x) + q2(x) + q3(x) = x2 + x+ 1 è r(x) = f3(x) = 2x+ 1.

Îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ q(x) è r(x)
ìîæíî î�îðìèòü êàê äåëåíèå ñòîëáèêîì (ïî àíàëîãèè ñ äåëåíèåì

÷èñåë) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x5 + 2x3 − 2x2 + x− 2 x3 − x2 + 2x− 3

x5 − x4 + 2x3 − 3x2 x2 + x + 1

x4 + x2 + x

x4 − x3 + 2x2 − 3x

x3 − x2 + 4x− 2

x3 − x2 + 2x− 3

2x+ 1

Îòâåò. q(x) = x2 + x+ 1, r(x) = 2x+ 1.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà çàäà÷è ïåðâîãî òèïà ðàññìîòðèì

çàäà÷ó, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) íà äâó÷ëåí
âèäà x − α. Â ðàçäåëå ¾�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷¿ â ãëàâå III áóäåò

óêàçàí áîëåå êîìïàêòíûé ñïîñîá çàïèñè ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ (ñì.

çàäà÷ó III.3).
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Çàäà÷à II.2. �àçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4−x3− 3x2+3x− 2 íà
ìíîãî÷ëåí g(x) = x− 3 ñ îñòàòêîì.

�åøåíèå. �àçäåëèì f(x) íà g(x) ñòîëáèêîì:

x4 − x3 − 3x2 + 3x− 2 x − 3

x4 − 3x3 x3 + 2x2 + 3x+ 12

2x3 − 3x2

2x3 − 6x2

3x2 + 3x

3x2 − 9x
12x− 2

12x− 36

34

Îòâåò. q(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 12, r(x) = 34.

Â äàëüíåéøåì íåîáõîäèìîñòü äåëåíèÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà

äðóãîé áóäåò ìíîãîêðàòíî âîçíèêàòü êàê ïðîìåæóòî÷íûé øàã ïðè

ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷. Âî âñåõ òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì

ïðîïóñêàòü âû÷èñëåíèÿ, îñòàâëÿÿ ïðîâåðêó âûêëàäîê ÷èòàòåëþ, è

ñðàçó ïðèâîäèòü ðåçóëüòàò äåëåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì âòîðîãî òèïà.

Çàäà÷à II.3. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) ìíîãî÷ëåíîâ
f(x) = x5+x4−6x3−14x2−11x−3 è g(x) = x3−6x−9 è ìíîãî÷ëåíû
u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî d = uf + vg.

�åøåíèå. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì Åâ-

êëèäà. �àçäåëèâ f(x) íà g(x) ñ îñòàòêîì, íàéäåì ÷àñòíîå q1(x) =
= x2+x è îñòàòîê r1(x) = x2−2x−3. Ïîñêîëüêó r1(x) 6= o, ðàçäåëèì
g(x) íà r1(x). Ïîëó÷èì ÷àñòíîå q2(x) = x+ 2 è îñòàòîê r2(x) = x−
−3. Ïîñêîëüêó r2(x) 6= o, ðàçäåëèì r1(x) íà r2(x). Ïîëó÷èì ÷àñòíîå

q3(x) = x+1 è îñòàòîê r3(x) = o. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé îñòàòîê íó-
ëåâîé, ðàáîòà àëãîðèòìà Åâêëèäà çàâåðøåíà. Íàèáîëüøèì îáùèì

äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé íåíóëåâîé

îñòàòîê. Òàêèì îáðàçîì, d(x) = r2(x) = x−3. Èç ðàâåíñòâ f = q1g+
+ r1 è g = q2r1 + r2 ïîëó÷àåì, ÷òî

d = r2 = g − q2r1 = g − q2(f − q1g) = −q2f + (1 + q1q2)g.
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Ñëåäîâàòåëüíî, u(x) = −q2(x) = −x− 2 è

v(x) = 1 + q1(x)q2(x) = 1 + (x2 + x)(x + 2) = x3 + 3x2 + 2x+ 1.

Îòâåò. d(x) = x− 3, u(x) = −x− 2, v(x) = x3 + 3x2 + 2x+ 1.

Îòìåòèì, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2, è â �îðìóëèðîâêå

àëãîðèòìà Åâêëèäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî deg f > deg g. Ïîýòîìó,
åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f
è g òàêèõ, ÷òî deg f < deg g, íàäî ¾ïîìåíÿòü ðîëÿìè¿ f è g è íà÷àòü
ñ äåëåíèÿ g íà f .

Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ áóäåò óêàçàí â ðàçäåëå ¾�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷¿ â

ãëàâå IV (ñì. çàäà÷ó IV.3).

�àçíîâèäíîñòüþ çàäà÷ âòîðîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, â êîòî-

ðûõ òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äàííûå ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.

Çàäà÷à II.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f(x) = 6x4 − 2x3 + 3x2 +
+ 5x+ 2 è g(x) = 6x5 − 14x4 + 7x3 + 5x2 − 4x− 3 âçàèìíî ïðîñòû è

íàéòè ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî uf + vg = 1.

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó deg f < deg g, àëãîðèòì Åâêëèäà íà÷èíàåò

ñâîþ ðàáîòó íå ñ äåëåíèÿ f íà g, à ñ äåëåíèÿ g íà f . �àçäåëèâ g íà
f ñ îñòàòêîì, íàõîäèì ÷àñòíîå q1(x) = x−2 è îñòàòîê r1(x) = 6x2+
+ 4x + 1. Ïîñêîëüêó r1 6= o, ðàçäåëèì f íà r1. Ïîëó÷èì ÷àñòíîå

q2(x) = x2−x+1 è îñòàòîê r2(x) = 2x+1. Ïîñêîëüêó r2 6= o, äåëèì
r1 íà r2. Ïîëó÷àåì ÷àñòíîå q3(x) = 3x + 1

2 è îñòàòîê r3(x) = 1
2 .

Ïîñêîëüêó r3 6= o, äåëèì r2 íà r3. Íà ýòîò ðàç ïîëó÷àåì ÷àñòíîå

q4(x) = 4x + 2 è îñòàòîê r4(x) = o. Ïîëó÷åíèå íóëåâîãî îñòàòêà

îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòà àëãîðèòìà Åâêëèäà çàâåðøåíà. Íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è g ðàâåí ïîñëåäíåìó íåíóëåâîìó

îñòàòêó, ò. å.

1
2 . Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëå-

íîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ýòè ìíîãî÷ëåíû âçàèìíî ïðîñòû. Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî g = q1f + r1, f = q2r1 + r2 è r1 = q3r2 + r3, èìååì

r3 = r1 − q3r2 = g − q1f − q3(f − q2r1) =

= g − q1f − q3
(
f − q2(g − q1f)

)
=

= −(q1 + q3 + q1q2q3)f + (1 + q2q3)g.
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Íî r3 = 1
2 , è ïîòîìó

1 = 2r3 = −2(q1 + q3 + q1q2q3)f + 2(1 + q2q3)g.

Ïîäñ÷èòàåì êîý��èöèåíòû ïðè f è g â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

ðàâåíñòâà:

−2(q1 + q3 + q1q2q3) = −2x+ 4− 6x− 1−
− (x− 2)(x2 − x+ 1)(6x+ 1) =

= −8x+ 3− (x3 − 3x2 + 3x− 2)(6x+ 1) =

= −8x+ 3− 6x4 + 17x3 − 15x2 + 9x+ 2 =

= −6x4 + 17x3 − 15x2 + x+ 5

è 2(1 + q2q3) = 2 + (x2 − x+ 1)(6x+ 1) =

= 6x3 − 5x2 + 5x+ 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, 1 = uf + vg, ãäå u(x) = −6x4 + 17x3 − 15x2 + x+ 5,
à v(x) = 6x3 − 5x2 + 5x+ 3.

Îòâåò. u(x) = −6x4 +17x3− 15x2 +x+5, v(x) = 6x3 − 5x2 +5x+3.



�ëàâà III

Ìíîãî÷ëåíû êàê

�óíêöèè. Êîðíè

ìíîãî÷ëåíîâ

Ìíîãî÷ëåí f(x) íàä êîëüöîì R åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê

�óíêöèþ èç R â R. Èçó÷åíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ è

ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

� 6. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé

ìíîãî÷ëåíàìè

Ïóñòü f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+ · · ·+α1x+α0 � ìíîãî÷ëåí íàä

êîëüöîì R. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå èç êîëüöà R
â ñåáÿ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó ξ ∈ R ýëåìåíò f(ξ) ∈ R,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

f(ξ) = αnξ
n + αn−1ξ

n−1 + · · ·+ α1ξ + α0.

Ýëåìåíò f(ξ) êîëüöà R íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f(x) â
êîëüöå R ïðè x = ξ (èëè â òî÷êå x).
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Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè ÷àñòî âîçíèêàåò ñëåäó-

þùàÿ çàäà÷à. Èññëåäóåòñÿ íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) f(x)
èç ïîëÿ F â ñåáÿ. Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) â òî÷êàõ x0,

x1, . . . , xn: f(x0) = y0, f(x1) = y1, . . . , f(xn) = yn. Òðåáóåòñÿ àï-

ïðîêñèìèðîâàòü (ïðèáëèçèòü) ýòó �óíêöèþ ìíîãî÷ëåíîì, ò. å. íàé-

òè ìíîãî÷ëåí p(x) íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì F
òàêîé, ÷òî p(x0) = y0, p(x1) = y1, . . . , p(xn) = yn. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí
ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëå-

íîì Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèì íàáîðó ïàð

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn). (6.1)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé ëþáîìó íàáîðó ïàð (6.1), ñóùåñòâóåò

è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêèé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 n íàä äàííûì ïîëåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â (n+ 1)-é òî÷êå.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü F � ïîëå, ñîäåðæàùåå áîëåå n ýëåìåíòîâ,

ξ0, ξ1, . . . , ξn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ïîëÿ F , à α0, α1, . . . ,

αn � åãî ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì

òîëüêî îäèí, ìíîãî÷ëåí p(x) ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F òàêîé, ÷òî

p(ξi) = αi äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 � ïðî-

èçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . Åñëè p(ξi) = αi äëÿ âñåõ i =
= 0, 1, . . . , n, òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà







anξ
n
0 + an−1ξ

n−1
0 + · · · + a0 = α0,

anξ
n
1 + an−1ξ

n−1
1 + · · · + a0 = α1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anξ

n
n + an−1ξ

n−1
n + · · · + a0 = αn.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ñêàëÿðîâ (a0, a1, . . . , an) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







x0 + ξ0x1 + ξ20x2 + · · · + ξn0 xn = α0,
x0 + ξ1x1 + ξ21x2 + · · · + ξn1 xn = α1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x0 + ξnx1 + ξ2nx2 + · · · + ξnnxn = αn.

(6.2)
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

ñèñòåìà (6.2) èìååò ðåøåíèå è ïðèòîì òîëüêî îäíî. Ýòà ñèñòåìà

ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé (òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé â íåé ðàâíî ÷èñëó

íåèçâåñòíûõ), à åå îïðåäåëèòåëü èìååò âèä

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 ξ0 ξ20 . . . ξn0
1 ξ1 ξ21 . . . ξn1
. . . . . . . . . . . . . .
1 ξn ξ2n . . . ξnn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàí-

äåðìîíäà, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç V (ξ0, ξ1, . . . , ξn) è, êàê äîêàçûâàåòñÿ

â îáùåì êóðñå àëãåáðû, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

V (ξ0, ξ1, . . . , ξn) =
∏

06i<j6n

(ξj − ξi).

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ñêàëÿðû ξ0, ξ1, . . . , ξn ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî V (ξ0, ξ1, . . . , ξn) 6= 0. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà èçâåñòíóþ

èç îáùåãî êóðñà àëãåáðû òåîðåìó Êðàìåðà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,

÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü êðàìåðîâñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòëè÷åí îò 0, òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì ðîâíî îäíî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1 âèäíî, êàê ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿ-

öèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ïàð (6.1):

äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè åãî êîý��èöèåíòû, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñè-

ñòåìó (6.2). Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü ïî-äðóãîìó. Äëÿ âñÿêîãî i =
= 0, 1, . . . , n ïîëîæèì

pi(x) =
x− x0

xi − x0
· . . . · x− xi−1

xi − xi−1
· x− xi+1

xi − xi+1
· . . . · x− xn

xi − xn

. (6.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî deg pi(x) = n, pi(xi) = 1 è pi(xj) = 0 ïðè j =
= 0, 1, . . . , n, j 6= i. Äàëåå, ïîëîæèì

p(x) = y0p0(x) + y1p1(x) + · · ·+ ynpn(x). (6.4)

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

p(xi) = y0p0(xi) + y1p1(xi) + · · ·+ yi−1pi−1(xi) +

+ yipi(xi) + yi+1pi+1(xi) + · · ·+ ynpn(xi) =

= y0 · 0 + y1 · 0 + · · ·+ yi−1 · 0 + yi · 1 +
+ yi+1 · 0 + · · ·+ yn · 0 = yi.
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Òàêèì îáðàçîì, p(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà,

ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ïàð (6.1). Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî deg p(x) 6

6 n.
Â íàøåì êóðñå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà áóäóò

óïîìèíàòüñÿ â � 7 è 15.

� 7. Äâà ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà

ìíîãî÷ëåíîâ

Âñþäó ðàíåå ìû, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî â ÿâíîì âèäå, èìåëè â âè-

äó, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû, åñëè ó íèõ ðàâíû êîý��èöèåíòû

ïðè xk
äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k è ðàâíû ñâîáîäíûå ÷ëåíû. Åñëè

âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåíà êàê áåñêîíå÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî êîëüöà, òî ýòî îïðåäå-

ëåíèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: ìíîãî-

÷ëåíû f = (α0, α1, . . . , αn, . . . ) è g = (β0, β1, . . . , βn, . . . ) íàä îäíèì

è òåì æå êîëüöîì R ðàâíû, åñëè αi = βi äëÿ âñåõ i > 0. Â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé îòìåòèì, ÷òî âñþäó â äàííîì

ïîñîáèè çíàê ðàâåíñòâà â âûðàæåíèÿõ âèäà f = g îçíà÷àåò, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû â óêàçàííîì òîëüêî ÷òî ñìûñëå.

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû êàê �óíêöèè, òî ìîæíî

ââåñòè äðóãîå ïîíÿòèå ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. �îâîðÿò, ÷òî ìíî-

ãî÷ëåíû f è g íàä îäíèì è òåì æå êîëüöîì R ðàâíû êàê �óíêöèè,

åñëè f(ξ) = g(ξ) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:
ýêâèâàëåíòíû ëè äâà ââåäåííûõ ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ?

Çàìå÷àíèå 7.1. Åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g íàä îäíèì è òåì æå

àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R ñ 1 ðàâíû êàê ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, òî îíè ðàâíû è êàê �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f = g = αnx
n + αn−1x

n−1 + · · ·+ α0

äëÿ íåêîòîðûõ α0, α1, . . . , αn ∈ R, è ïîòîìó f(ξ) = g(ξ) = αnξ
n +

+ αn−1ξ
n−1 + · · ·+ α0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R.

Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ

â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà.
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Ïðèìåð 7.2 (ïðèìåð ìíîãî÷ëåíîâ, ðàâíûõ êàê �óíêöèè, íî íå ðàâ-

íûõ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x� ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò ïîëÿ Z2 = {0, 1}, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x2 = x. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîãî÷ëåíû x2

è x íàä ïîëåì Z2 ðàâíû êàê �óíêöèè. Â òî

æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî îíè íå ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì. Íî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óò-

âåðæäåíèå, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ïðèìåðîâ òà-

êîãî ðîäà íå ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 7.3. Ìíîãî÷ëåíû f è g íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F
ðàâíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

ðàâíû êàê �óíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 7.1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì n = max{deg f, deg g}. Ïîñêîëüêó
ïîëå F áåñêîíå÷íî, ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñêàëÿðû ξ0, ξ1,
. . . , ξn ∈ F . Ïðè ýòîì f(ξi) = g(ξi) äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n, ïîñêîëü-
êó ìíîãî÷ëåíû f è g ðàâíû êàê �óíêöèè. Äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n
ïîëîæèì f(ξi) = g(ξi) = αi. Òîãäà f è g � èíòåðïîëÿöèîííûå ìíî-

ãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðó ïàð (ξ0, α0), (ξ1, α1),
. . . , (ξn, αn) è deg f, deg g 6 n. Íî ïî òåîðåìå 6.1 ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäèí ìíîãî÷ëåí ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, f = g.

� 8. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåé-

øåì.

Òåîðåìà 8.1 (òåîðåìà Áåçó). Ïóñòü f(x) = anx
n + an−1x

n−1 +
+ · · · + a0 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì F , α ∈ F , à q(x) è
r(x) � ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà x − α
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

1) r(x) = f(α);

2) q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · · + b0, ãäå bn−1 = an è bk =
= ak+1 + αbk+1 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n− 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî óñëîâèþ f(x) = q(x)(x − α) + r(x), ãäå
deg r < deg(x − α). Ïîñêîëüêó deg(x − α) = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî
deg r(x) 6 0, ò. å. r(x) ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, r(x) � ñêàëÿð, íå çàâè-

ñÿùèé îò x. Ïîýòîìó äàëåå âìåñòî r(x) áóäåì ïèñàòü r. Ïîäñòàâèâ α
âìåñòî x â ðàâåíñòâî f(x) = q(x)(x−α)+r, èìååì f(α) = q(α) ·0+r,
îòêóäà r = f(α).

2) ßñíî, ÷òî deg
(
q(x)(x−α)

)
> deg(x−α) = 1 > deg r. Ó÷èòûâàÿ

ëåììó 3.4, èìååì

deg f(x) = deg
(
q(x)(x − α) + r

)
= deg

(
q(x)(x − α)

)
=

= deg q(x) + deg(x− α) = deg q(x) + 1,

îòêóäà deg q(x) = deg f(x) − 1 = n − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, q(x) =
= bn−1x

n−1+ bn−2x
n−2+ · · ·+ b0 äëÿ íåêîòîðûõ b0, b1, . . . , bn−1 ∈ F .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r = f(α) â ñèëó ï. 1), èìååì

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 =

= (bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0)(x− α) + f(α) =

= bn−1x
n + (−αbn−1 + bn−2)x

n−1 + · · ·+ (−αb1 + b0)x +

+
(
−αb0 + f(α)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, bn−1 = an, −αbn−1 + bn−2 = an−1, . . . , −αb1 + b0 =
= a1, −αb0 + f(α) = a0, îòêóäà âûòåêàþò òðåáóåìûå ðàâåíñòâà.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâó÷ëåí x−α
¾íàïðÿìóþ¿, ò. å. ñòîëáèêîì. Íî òåîðåìà Áåçó ïîçâîëÿåò óêàçàòü

áîëåå êîìïàêòíûé è óäîáíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ýòîò

ñïîñîá èçâåñòåí êàê ñõåìà �îðíåðà. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Òðå-

áóåòñÿ íàéòè ÷àñòíîå q(x) è îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 íà äâó÷ëåí x−α. Ñîñòàâèì
òàáëèöó èç äâóõ ñòðîê. Â ïåðâîé ñòðîêå çàïèøåì êîý��èöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà f(x) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ èíäåêñîâ: an, an−1, . . . ,

a1, a0. Â ïåðâóþ êëåòêó âòîðîé ñòðîêè ïåðåíåñåì ÷èñëî èç ïåðâîé

êëåòêè ïåðâîé ñòðîêè. Êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî âòîðîé ñòðîêè

áóäåì âû÷èñëÿòü ïóòåì óìíîæåíèÿ ïðåäûäóùåãî (òîëüêî ÷òî íàé-

äåííîãî) ÷èñëà èç âòîðîé ñòðîêè íà α è ñëîæåíèÿ ðåçóëüòàòà ñ ÷èñ-

ëîì èç ïåðâîé ñòðîêè, ñòîÿùèì íàä çàïîëíÿåìîé êëåòêîé âòîðîé

ñòðîêè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé
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âî âñåõ êëåòêàõ âòîðîé ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé, ñëåâà íàïðàâî áó-

äóò âûïèñàíû êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà q(x) â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
èíäåêñîâ, à â åå ïîñëåäíåé êëåòêå áóäåò ñòîÿòü ñêàëÿð, ðàâíûé r(x).
Îáû÷íî äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ñêàëÿð α çàïèñûâà-

þò âî âòîðîé ñòðîêå ñëåâà îò åå ïåðâîãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä êîëüöîì R. Ýëåìåíò α ∈ R íàçû-

âàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè f(α) = 0 (äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè α � êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0). Èç òåîðåìû Áåçó âûòåêàåò

ñëåäóþùåå âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8.2 (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó). Ïóñòü f(x) � ìíî-

ãî÷ëåí íàä ïîëåì F è α ∈ F . Ýëåìåíò α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = q(x)(x − α) äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x) ∈ F [x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó ï. 1) òåîðåìû Áåçó

f(x) = q(x)(x − α) + f(α) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q(x). Åñëè
α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî f(α) = 0 è ïîòîìó f(x) = q(x)(x −
− α). Èç ï. 2) òåîðåìû Áåçó âûòåêàåò, ÷òî q(x) ∈ F [x].

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f(x) = q(x)(x − α). Òîãäà

f(α) = q(α)(α − α) = q(α) · 0 = 0.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ α ìíîãî-

÷ëåíà f(x), åñëè f(x) = g(x)(x − α)k äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà

g(x) òàêîãî, ÷òî g(α) 6= 0. Ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó ýòî

îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: α � êîðåíü êðàòíî-

ñòè k ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè f(x) äåëèòñÿ íà (x − α)k, íî íå äå-
ëèòñÿ íà (x−α)k+1

. Êîðåíü ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè

åãî êðàòíîñòü > 1, è ïðîñòûì, åñëè îíà ðàâíà 1. ×òîáû óïðîñòèòü

ðàññóæäåíèÿ, íàì áóäåò èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿð, íå

ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , êàê êîðåíü f êðàòíîñòè 0.

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì F , à α1, α2,

. . . , αm � åãî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè â ýòîì ïîëå. Äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . ,m îáîçíà÷èì ÷åðåç ki êðàòíîñòü êîðíÿ αi. Òîãäà f(x)
äåëèòñÿ íà (x − α1)

k1(x − α2)
k2 · · · (x − αm)km

, è ïîòîìó k1 + k2 +
+ · · · + km 6 deg f . Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
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íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ êðàòíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 8.3. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïî-

ëåì F . Ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f , à çíà÷èò è

÷èñëî åãî êîðíåé, íå ïðåâîñõîäèò n. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà f êîíå÷íî.

� 9. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä

ïîëåì C

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû èçó÷àþòñÿ êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä

òðåìÿ îñíîâíûìè ÷èñëîâûìè ïîëÿìè: C, R è Q. Íà÷íåì ñ ñàìîãî

áîëüøîãî èç íèõ � ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Çäåñü êëþ÷åâóþ ðîëü

èãðàåò ñëåäóþùèé �óíäàìåíòàëüíûé �àêò.

Òåîðåìà 9.1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C, òî f(x) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû, íî âñå îíè âû-

õîäÿò çà ðàìêè êóðñà àëãåáðû è èñïîëüçóþò èäåè è ðåçóëüòàòû èç

òîïîëîãèè è/èëè òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïî-

ýòîìó ìû íå áóäåì åå äîêàçûâàòü. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ òåîðåìà

àëãåáðû � ïðèìåð ¾÷èñòîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ¿: íè ñàìà ýòà

òåîðåìà, íè åå äîêàçàòåëüñòâî íå äàþò íèêàêîé èí�îðìàöèè î òîì,

êàê èñêàòü êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C.
Îòìåòèì åùå, ÷òî ñâîé ãðîìêèé òèòóë (¾îñíîâíàÿ òåîðåìà àë-

ãåáðû¿) ýòà òåîðåìà ïîëó÷èëà â êîíöå XVIII â., êîãäà îíà áûëà

äîêàçàíà �àóññîì. Â òî âðåìÿ îí ñîîòâåòñòâîâàë äåéñòâèòåëüíîñòè,

ïîñêîëüêó ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ò. å. óðàâíåíèé âèäà

f(x) = 0, ãäå f(x) � ìíîãî÷ëåí, ðàññìàòðèâàëîñü òîãäà êàê îñ-

íîâíàÿ çàäà÷à àëãåáðû. Ñåé÷àñ ýòî íàçâàíèå ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü

òîëüêî êàê òðàäèöèîííîå è èñòîðè÷åñêîå.

Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû âûòåêàåò íåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ

äàëüíåéøåãî ñëåäñòâèé. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C è

deg f = n > 0. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ìíîãî÷ëåí f èìå-

åò íåêîòîðûé êîðåíü α1. Íî òîãäà, ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Áåçó,
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f(x) = (x−α1)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g. ßñíî, ÷òî deg g =
= n− 1. Åñëè n− 1 > 0, òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû ìíîãî÷ëåí

g èìååò íåêîòîðûé êîðåíü α2 è ïîòîìó

f(x) = (x− α1)g(x) = (x− α1)(x− α2)h(x)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h ñòåïåíè n − 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðî-
öåññ, ìû ÷åðåç n øàãîâ ïðåäñòàâèì f â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ëèíåé-

íûõ ìíîæèòåëåé è ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 0 (ò. å. ýëåìåíòà ïîëÿ C).
Èíûìè ñëîâàìè,

f(x) = a(x− α1)(x − α2) · · · (x− αn) =

= (ax− aα1)(x − α2) · · · (x− αn),

ãäå a, α1, α2, . . . , αn ∈ C. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 9.2. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì C
ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ýòèì ïî-

ëåì.

Èç ñëåäñòâèÿ 9.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 9.3. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 íàä ïîëåì C
èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé, åñëè êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàòü

ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: ñóììà êðàòíîñòåé êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè

> 0 íàä ïîëåì C ðàâíà ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íåñëîæíîå íà-

áëþäåíèå.

Ëåììà 9.4 (ëåììà î ìîäóëå ñòàðøåãî ÷ëåíà). Ïóñòü f(x) = anx
n+

+ an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C,

à k � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîëî-

æèì A = max
{
|a0|, |a1|, . . . , |an−1|

}
. Åñëè ξ ∈ C è |ξ| > kA

|an| + 1,
òî

|anξn| > k · |an−1ξ
n−1 + · · ·+ a1ξ + a0|. (9.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2.2, �îðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñóì-

ìû ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è íåðàâåíñòâî |ξ|−
− 1 > kA

|an| , èìååì
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|an−1ξ
n−1 + · · ·+ a1ξ + a0| 6

6 |an−1ξ
n−1|+ · · ·+ |a1ξ|+ |a0| =

= |an−1| · |ξ|n−1 + · · ·+ |a1| · |ξ|+ |a0| 6
6 A

(
|ξ|n−1 + · · ·+ |ξ|+ 1

)
=

= A · |ξ|
n − 1

|ξ| − 1
6 A · (|ξ|

n − 1) · |an|
kA

=

=
|an| · (|ξ|n − 1)

k
<

|an| · |ξ|n
k

=
|anξn|

k
.

Òàêèì îáðàçîì, |an−1ξ
n−1+ · · ·+a1ξ+a0| < |anξ

n|
k

. Ïîñêîëüêó k > 0,
ýòî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó (9.1).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+
+ a1x+ a0 ñòåïåíè > 0íàä ïîëåì C ïîëîæèì

Rf =
max

{
|a0|, |a1|, . . . , |an−1|

}

|an|
+ 1.

Ïðåäëîæåíèå 9.5. Åñëè ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx
n +

+ an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì C, òî |ξ| < Rf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ ∈ C è |ξ| > Rf , òî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-

ñòâî (9.1) ïðè k = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

|anξn| > |an−1ξ
n−1 + · · ·+ a1ξ + a0|

è ïîòîìó f(ξ) = anξ
n+an−1ξ

n−1+ · · ·+a1ξ+a0 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî |ξ| < Rf .

Â òåðìèíàõ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

(ñì. � 2) ïðåäëîæåíèå 9.5 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì: êîðåíü ξ ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì C ðàñïîëàãàåòñÿ íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè âíóòðè êðóãà ðàäèóñà Rf ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Ýòîò �àêò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 9.1. Îêðóæíîñòü,

îãðàíè÷èâàþùàÿ óïîìÿíóòûé êðóã, èçîáðàæåíà ïóíêòèðíîé ëèíè-

åé, ïîñêîëüêó ξ íå ìîæåò ëåæàòü íà íåé.
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s

s

s

Rf
x

y

ξ

�èñ. 9.1. Êîðåíü ξ ìíîãî÷ëåíà f íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Îòìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà ìîäóëÿ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà, äàâàå-

ìàÿ ïðåäëîæåíèåì 9.5, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ãðó-

áîé, ò. å. ñèëüíî çàâûøåííîé. Ñóùåñòâóþò çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷-

íûå îöåíêè òàêîãî ðîäà, íî îíè âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Çàâåðøàÿ èçó÷åíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C, äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 9.6. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C, âñå êîý��èöè-
åíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à γ � êî-

ðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà ÷èñëî γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f(x) òîé æå êðàòíîñòè, ÷òî è γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = αnx
n+αn−1x

n−1+· · ·+α1x+α0. Òîãäà

αnγ
n+αn−1γ

n−1+ · · ·+α1γ+α0 = 0. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàöèè
ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è òîò �àêò, ÷òî α = α äëÿ âñÿêîãî

α ∈ R, èìååì:

f( γ ) = αnγ
n + αn−1γ

n−1 + · · ·+ α1γ + α0 =

= αn · γ n + αn−1 · γ n−1 + · · ·+ α1 · γ + α0 =

= αn · γn + αn−1 · γn−1 + · · ·+ α1 · γ + α0 =

= αnγn + αn−1γn−1 + · · ·+ α1γ + α0 =

= αnγn + αn−1γn−1 + · · ·+ α1γ + α0 = 0 = 0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x).
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî γ è γ � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) îäíîé

è òîé æå êðàòíîñòè. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ � êîðåíü
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f(x) êðàòíîñòè k, γ � êîðåíü f(x) êðàòíîñòè m è k 6= m. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > m. Ïîëîæèì

g(x) = (x− γ)(x − γ ) = x2 − (γ + γ )x+ γγ.

Ïîñêîëüêó γ + γ, γγ ∈ R äëÿ ëþáîãî γ ∈ C, ïîëó÷àåì, ÷òî g(x) �
ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. ßñíî, ÷òî gm | f .
Èíûìè ñëîâàìè, f = gmh äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h. Êàê ÷àñò-
íîå ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ìíîãî÷ëåí

h òàêæå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîý��èöèåíòû. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî

h äåëèòñÿ íà (x − γ)k−m
, ïîñêîëüêó f äåëèòñÿ íà (x − γ)k. Ñëåäî-

âàòåëüíî, γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà h. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ÷èñëî

γ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì h. Íî òîãäà γ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f
êðàòíîñòè > m. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-

ñòâî.

� 10. Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ

íàä ïîëåì R. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî àíàëîã îñíîâíîé òåîðå-

ìû àëãåáðû â äàííîì ñëó÷àå ìåñòà íå èìååò: äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

åñòü íå ó âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ èç R[x]. Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì, ïîäòâåð-

æäàþùèì ýòî, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí x2 + 1. Çàìåòèì, ÷òî îí èìååò

÷åòíóþ ñòåïåíü. Ýòî íå ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè íàä ïî-

ëåì R èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ äî-

êàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå èç íèõ îïèðàåòñÿ íà �àê-

òû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè-

÷åñêèì.

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà, ìíîãî÷ëåíû íàä R ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíê-

öèÿìè èç R â R. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
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ñëåäóþùóþ òåîðåìó Áîëüöàíî�Êîøè: åñëè �óíêöèÿ g èç R â R
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [c, d] è ÷èñëà g(c) è g(d) èìåþò ðàçíûå çíà-
êè, òî g(ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ (c, d) (èëëþñòðàöèåé ê ýòîìó

óòâåðæäåíèþ ñëóæèò ðèñ. 10.1).

s s s s
c

d x

y

ξ

g(x)

�èñ. 10.1. Êîðåíü ξ íà îòðåçêå [c, d]

Ïóñòü f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 � ìíîãî÷ëåí

íå÷åòíîé ñòåïåíè íàä ïîëåì R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an > 0, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî óìíîæèòü f(x) íà −1 (ïîíÿòíî, ÷òî
ïðè ýòîì êîðíè ìíîãî÷ëåíà íå èçìåíÿòñÿ). Ïóñòü c è d � äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî c < −Rf è d > Rf . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-

ñòâî (9.1) ïðè k = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî f(c) 6= 0 è çíàê ÷èñëà f(c)
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà anc

n
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî an > 0, c < 0, à

÷èñëî n íå÷åòíî, ïîëó÷àåì, ÷òî f(c) < 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ
ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà f(d) > 0. Èç óïîìÿíóòîé â ïðåäûäó-

ùåì àáçàöå òåîðåìû Áîëüöàíî�Êîøè âûòåêàåò, ÷òî f(ξ) = 0 äëÿ

íåêîòîðîãî ξ ∈ (c, d).

Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïî-

ëåì R. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9.3 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ðàâíà ÷èñëó åãî

êîðíåé, ïîäñ÷èòûâàåìûõ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. À èç ëåììû 9.6

âûòåêàåò, ÷òî êîðíè, íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè,

ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ äðóã ê äðóãó

÷èñåë, è ïîòîìó ÷èñëî òàêèõ êîðíåé ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f íå÷åòíà, òî ñðåäè åãî êîðíåé äîëæíû áûòü

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàê èñêàòü äåéñòâèòåëü-

íûå êîðíè óðàâíåíèé âèäà f(x) = 0, ãäå f(x) ∈ R[x]. Åñëè deg f = 1,
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òî îòâåò íà íåãî î÷åâèäåí: óðàâíåíèå ax + b = 0, ãäå a 6= 0, ðåøà-
åòñÿ ïî �îðìóëå x = − b

a
. Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè õîðîøî

èçâåñòíà �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ,

êîòîðàÿ äàåò îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ â ñëó÷àå, êîãäà deg f =
= 2. Â XVI â. áûëè íàéäåíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé óðàâ-

íåíèé ñòåïåíè 3 è 4. Îäíàêî â íà÷àëå XIX â. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

àíàëîãè÷íûõ �îðìóë äëÿ óðàâíåíèé ñòåïåíè > 5 íå ñóùåñòâóåò.
Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà íàéòè âñå äåéñòâèòåëü-

íûå êîðíè ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R. Îêàçûâàåòñÿ,
îäíàêî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î êîðíÿõ

ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ R[x], íå íàõîäÿ èõ. Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäëîæå-

íèÿ 9.5 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 10.2. Ïóñòü f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 �
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Åñëè ξ � äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî −Rf < ξ < Rf .

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ãðàíèö èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî êîð-

íè ìíîãî÷ëåíà, äàâàåìûå ñëåäñòâèåì 10.2, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿ-

þòñÿ äîâîëüíî ãðóáûìè. Èçâåñòíû çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûå îöåí-

êè, íî îíè âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R ìîæíî

íàéòè ÷èñëî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà è ÷èñ-

ëî åãî êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîèçâîëüíîìó, íàïåðåä çàäàííîìó

îòðåçêó ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Êàê ìû óâèäèì â êîíöå äàííîãî ïàðà-

ãðà�à, ýòî îòêðûâàåò ïóòü ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ äåéñòâè-

òåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàí-

íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. ×òîáû äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-

òû, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ.

Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé èç R â R.
Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíóþ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â

òîì ñìûñëå, êàêîé ýòî ïîíÿòèå èìååò â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå.

Êàê îáû÷íî, ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′
. Ñëå-

äóþùàÿ ëåììà áóäåò óñèëåíà â � 13 (ñì. ïðåäëîæåíèå 13.5).

Ëåììà 10.3. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R, à ξ � äåéñòâè-

òåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f . Åñëè k = 1, òî ξ íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ′

. Åñëè k > 1, òî ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
êðàòíîñòè k − 1 ìíîãî÷ëåíà f ′

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà (x−ξ)k, ò. å.
f = (x− ξ)kg äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g, íî f íå äåëèòñÿ íà (x−
− ξ)k+1

. Çàìåòèì, ÷òî g íå äåëèòñÿ íà x − ξ, òàê êàê â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå f äåëèëñÿ áû íà (x− ξ)k+1
.

Åñëè k = 1, òî f = (x − ξ)g. Òîãäà f ′ = g + (x − ξ)g′. Åñëè
ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f ′

, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó f ′

äåëèòñÿ íà x− ξ. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà f ′ = g+(x− ξ)g′ âûòåêàåò,
÷òî g äåëèòñÿ íà x− ξ âîïðåêè ñêàçàííîìó âûøå. Èòàê, åñëè k = 1,
òî ξ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ′

.

Ïóñòü òåïåðü k > 1. Òîãäà

f ′ = k(x− ξ)k−1g + (x− ξ)kg′ = (x− ξ)k−1
(
kg + (x − ξ)g′

)
.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí kg + (x − ξ)g′ íå äåëèòñÿ íà x − ξ. Â ñàìîì äåëå, åñëè

kg+(x− ξ)g′ äåëèòñÿ íà x− ξ, òî (x− ξ) | kg, ò. å. kg = (x− ξ)h äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h. Íî òîãäà g = h
k
(x − ξ), ò. å. g äåëèòñÿ íà

x− ξ, ÷òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò ñêàçàííîìó âûøå.

Ñëåäñòâèå 10.4. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

> 0 íàä ïîëåì R, à d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ

f è f ′
. Ìíîãî÷ëåíû f è g = f

d
èìåþò îäíè è òå æå êîðíè, ïðè÷åì

âòîðîé èç íèõ íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà g ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f . À â ñèëó ëåììû 10.3 âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g.

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå,

äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k > 4 áóäåì îáîçíà÷àòü k-þ ïðîèçâîä-

íóþ ìíîãî÷ëåíà f ÷åðåç f (k)
. Îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå

ëåììû 10.3.

Ñëåäñòâèå 10.5. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

êðàòíîñòè k ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì R òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f , f ′
, f ′′

, . . . , f (k−1)
, íî

íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f (k)
.

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Ïîëîæèì
f0 = f è f1 = f ′

. �àçäåëèì f0 íà f1 ñ îñòàòêîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç f2
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îñòàòîê îò äåëåíèÿ, óìíîæåííûé íà −1. ßñíî, ÷òî deg f2 < deg f1.
Åñëè f2 6= o, ðàçäåëèì f1 íà f2 ñ îñòàòêîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç f3
îñòàòîê îò äåëåíèÿ, óìíîæåííûé íà −1. ßñíî, ÷òî deg f3 < deg f2.
Åñëè f3 6= o, ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Ïîñêîëüêó deg f1 > deg f2 >
> deg f3 > · · · , ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñòåïåíü î÷åðåäíîãî

îñòàòêà îêàæåòñÿ 6 0. Åñëè ñàì îñòàòîê ïðè ýòîì áóäåò îòëè÷åí îò

o, òî îí ñòàíåò ðàâíûì o íà ñëåäóþùåì øàãå. Ìû ïîëó÷èì ñëåäó-

þùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ:







f0 = q1f1 − f2, f2 6= o, deg f2 < deg f1;
f1 = q2f2 − f3, f3 6= o, deg f3 < deg f2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm−2 = qm−1fm−1 − fm, fm 6= o, deg fm < deg fm−1;
fm−1 = qmfm,

ãäå qi � ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ fi−1 íà fi äëÿ i = 1, 2, . . . ,m. Óïîðÿäî-

÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fm íàçûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f .

Ëåììà 10.6. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R,
à f0, f1, . . . , fm � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f . Òîãäà:

1) fm � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′
;

2) ìíîãî÷ëåí f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà fm íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Åñëè f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, òî, êðîìå òîãî:

3) äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . ,m− 1 ìíîãî÷ëåíû fi è fi+1 íå èìåþò

îáùèõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé;

4) åñëè fk(ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ R è íåêîòîðîãî 0 < k < m,
òî ÷èñëà fk−1(ξ) è fk+1(ξ) îòëè÷íû îò 0 è èìåþò ðàçíûå

çíàêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ

Øòóðìà î÷åíü áëèçîê ê ïðîöåññó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà. Îòëè÷èå ñîñòî-

èò ëèøü â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóð-

ìà ìû íà êàæäîì øàãå óìíîæàåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà −1. Íî
óìíîæåíèå íà íåíóëåâîé ñêàëÿð íèêàê íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü
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ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, fm � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′
. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò �àêò ìîæíî äîêàçàòü è

íåïîñðåäñòâåííî, äîñëîâíî ïîâòîðèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòü äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû 5.2.

2) Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ìíîãî÷ëåí fm èìååò äåéñòâèòåëüíûé

êîðåíü ξ, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó (x − ξ) | fm. Ïî-
ñêîëüêó â ñèëó ï. 1) fm � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü f è f ′

, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî x−ξ äåëèò è f , è f ′
è ïîòîìó ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îáîèõ

ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íî òîãäà â ñèëó ëåììû 10.3 ξ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ìíîãî÷ëåí f èìååò êðàòíûé êîðåíü ξ, òî
â ñèëó ëåììû 10.3 ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì è ìíîãî÷ëåíà f ′

. Òîãäà â ñèëó

ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó ìíîãî÷ëåí x− ξ äåëèò è f , è f ′
. Ñëåäî-

âàòåëüíî, x − ξ äåëèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f
è f ′

. Â ñèëó ï. 1) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (x− ξ) | fm. Íî òîãäà fm èìååò

äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ξ âîïðåêè óñëîâèþ.

3) Åñëè ìíîãî÷ëåíû f0 = f è f1 = f ′
èìåþò îáùèé äåéñòâèòåëü-

íûé êîðåíü, òî â ñèëó ëåììû 10.3 ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f . Ñëåäîâàòåëüíî, f0 è f1 íå èìåþò îáùèõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Èç ðàâåíñòâà f0 = q1f1 − f2 âûòåêàåò, ÷òî

åñëè áû ìíîãî÷ëåíû f1 è f2 èìåëè îáùèé êîðåíü, òî ýòîò êîðåíü

áûë áû è êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f0. Ñëåäîâàòåëüíî, îí áûë áû îáùèì

êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f0 è f1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñêàçàííîìó âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, f1 è f2 îáùèõ êîðíåé íå èìåþò. Àíàëîãè÷íî èç ðà-
âåíñòâà f1 = q2f2 − f3 è îòñóòñòâèÿ îáùèõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíîâ

f1 è f2 âûòåêàåò èõ îòñóòñòâèå ó ìíîãî÷ëåíîâ f2 è f3. Ïðîäîëæàÿ
ýòè ðàññóæäåíèÿ, ìû â êîíöå êîíöîâ äîêàæåì, ÷òî îáùèå êîðíè

îòñóòñòâóþò ó ìíîãî÷ëåíîâ fi è fi+1 äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . ,m− 1.

4) Åñëè fk(ξ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ R è íåêîòîðîãî 0 < k < m,

òî, ïîëàãàÿ x = ξ â ðàâåíñòâå fk−1(x) = qk(x)fk(x)− fk+1(x), èìååì
fk−1(ξ) = qk(ξ) ·0− fk+1(ξ) = −fk+1(ξ). Ïðè ýòîì fk−1(ξ), fk+1(ξ) 6=
6= 0 â ñèëó ï. 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà fk−1(ξ) è fk+1(ξ) ðàâíû ïî

ìîäóëþ è èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Ïóñòü α1, α2, . . . , αk � ïðîèçâîëüíûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïåðåìåíîé çíàêà â ýòîì íàáîðå
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÷èñåë áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 k−1
÷èñëà αi è αi+1 èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Ïóñòü f(x) ∈ R[x], f0, f1, . . . , fm � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâØòóðìà

äëÿ ìíîãî÷ëåíà f , à ξ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. �àñ-

ñìîòðèì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë f0(ξ), f1(ξ), . . . , fm(ξ). Âû-
÷åðêíåì èç íåãî âñå íóëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wf (ξ) ÷èñëî ïåðåìåí

çíàêà â îñòàâøåìñÿ íàáîðå ÷èñåë.

Òåîðåìà 10.7 (òåîðåìàØòóðìà). Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè > 0 íàä ïîëåì R, íå èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé, a, b ∈ R, a < b è
÷èñëà a è b íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîãäà Wf (a) >
> Wf (b) è ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) íà îòðåçêå [a, b] ðàâíî
Wf (a)−Wf (b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 10.1, ìû

áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R êàê �óíê-

öèé èç R â R.
Äîãîâîðèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðèòü î çíàêàõ ìíîãî÷ëåíîâ âìå-

ñòî çíàêîâ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ â òåõ èëè èíûõ òî÷êàõ. Ïîñìîò-

ðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî Wf (x), êîãäà x äâèæåòñÿ, âîçðàñòàÿ, îò

a ê b. Ïóñòü f0, f1, . . . , fm � ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ

ìíîãî÷ëåíà f . Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ

f0, f1, . . . , fm ïðè ýòîì íè ðàçó íå ìåíÿåò çíàê. ßñíî, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå Wf (a) = Wf (b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí

f0 = f ñîõðàíÿåò çíàê â èíòåðâàëå (a, b). Êðîìå òîãî, â ýòîì èíòåð-

âàëå ñîõðàíÿåò çíàê ìíîãî÷ëåí f1 = f ′
, à ýòî çíà÷èò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé �óíêöèåé íà (a, b). ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå f íå èìååò

êîðíåé â èíòåðâàëå (a, b). Òàêèì îáðàçîì, êàê ÷èñëî êîðíåé ìíîãî-

÷ëåíà f(x) íà îòðåçêå [a, b], òàê è ÷èñëî Wf (a)−Wf (b) ðàâíû 0. Â

÷àñòíîñòè, îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè äâèæåíèè x îò a ê b ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fm õîòÿ áû îäèí ðàç èçìå-

íèë çíàê. ßñíî, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí fi èçìåíèë çíàê ïðè ïåðåõîäå

x ÷åðåç òî÷êó ξ ∈ (a, b), òî ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà fi. Â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 8.3 ÷èñëî òî÷åê èíòåðâàëà (a, b), â êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ çíàê

õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fm, êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì
ýòè òî÷êè ÷åðåç c1, c2, . . . , cs è áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè, ÷òî c1 < c2 < · · · < cs. Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé
ïîëîæèì c0 = a è cs+1 = b.
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Ïîêà x ïðîõîäèò ëþáîé èç èíòåðâàëîâ (ci, ci+1), ãäå i = 0, 1, . . . ,
s, çíàêè ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fm, à çíà÷èò è ÷èñëî ïåðåìåí çíà-
êîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . , fm(x), íå ìåíÿ-
þòñÿ. Ïîñìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ýòîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, êîãäà x ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ck äëÿ íåêîòîðîãî
1 6 k 6 s. Â ñèëó âûáîðà òî÷åê c1, c2, . . . , cs ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ck
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fm ìåíÿåò çíàê.

Ïóñòü fi, ãäå 0 6 i 6 m, � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, èçìåíèâøèé

çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ck. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fi(ck) =
= 0. Ñîãëàñíî ï. 2) ëåììû 10.6 i < m. Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ

ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: i > 0. Èç ï. 3) ëåììû 10.6 âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëà fi−1(ck)
è fi+1(ck) îòëè÷íû îò 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå,

÷òî êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ fi−1 è fi+1 ñîõðàíÿåò çíàê â èíòåð-

âàëå (ck − ε, ck + ε), à ìíîãî÷ëåí fi ñîõðàíÿåò çíàê â êàæäîì èç

èíòåðâàëîâ (ck − ε, ck) è (ck, ck + ε). Â ñèëó ï. 4) ëåììû 10.6 çíà-

êè ìíîãî÷ëåíîâ fi−1 è fi+1 â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε) ðàçëè÷íû.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî fi(x) > 0 ïðè x ∈ (ck − ε, ck) è fi(x) < 0
ïðè x ∈ (ck, ck + ε). Åñëè fi−1(x) > 0 è fi+1(x) < 0 ïðè x ∈ (ck −
− ε, ck + ε), òî èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â ñòðîêàõ 1 è 2

òàáë. 10.1, à åñëè fi−1(x) < 0 è fi+1(x) > 0 ïðè x ∈ (ck −ε, ck+ε), �
ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ â ñòðîêàõ 3 è 4 òîé æå òàáëèöû (âî âñåõ ñòðî-

êàõ òàáë. 10.1, êàê è â òàáë. 10.2 íèæå, êðàñíûì öâåòîì óêàçàíû

ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âîçíèêàåò ïåðåìåíà çíàêà). Åñëè æå fi(x) < 0
ïðè x ∈ (ck − ε, ck) è fi(x) > 0 ïðè x ∈ (ck, ck + ε), òî, â çàâèñèìî-
ñòè îò çíàêîâ ÷èñåë fi−1(x) è fi+1(x) ïðè x ∈ (ck − ε, ck + ε), èìååò
ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ ëèáî â ñòðîêàõ 5 è 6 òàáë. 10.1, ëèáî â

ñòðîêàõ 7 è 8 ýòîé òàáëèöû.

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè â èíòåðâàëå (ck − ε, ck) ïåðåìåíà çíàêà â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . , fm(x) ïðîèñõîäèëà ïðè
ïåðåõîäå îò ìíîãî÷ëåíà fi ê fi+1, òî â èíòåðâàëå (ck, ck + ε) îíà
áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïåðåõîäå îò fi−1 ê fi (ñì. ñòðîêè 1, 2, 7

è 8 òàáë. 10.1). È íàîáîðîò, åñëè â èíòåðâàëå (ck − ε, ck) ïåðåìå-
íà çíàêà ïðîèñõîäèëà ïðè ïåðåõîäå îò fi−1 ê fi, òî â èíòåðâàëå

(ck, ck + ε) îíà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè ïåðåõîäå îò fi ê fi+1 (ñì.

ñòðîêè 3�6 òàáë. 10.1). Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí

fi ïðè 0 < i < m ìåíÿåò çíàê â òî÷êå ck, ïåðåìåíà çíàêà â ïîñëå-
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Òàáëèöà 10.1. Ïåðåìåíà çíàêà ¾ñäâèãàåòñÿ¿

x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó fi−1(x) fi(x) fi+1(x)

1 (ck − ε, ck) > 0 > 0 < 0
2 (ck, ck + ε) > 0 < 0 < 0

3 (ck − ε, ck) < 0 > 0 > 0
4 (ck, ck + ε) < 0 < 0 > 0

5 (ck − ε, ck) > 0 < 0 < 0
6 (ck, ck + ε) > 0 > 0 < 0

7 (ck − ε, ck) < 0 < 0 > 0
8 (ck, ck + ε) < 0 > 0 > 0

äîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . , fm(x) ìîæåò ¾ñäâèíóòüñÿ íà
îäíó ïîçèöèþ¿ âëåâî èëè âïðàâî, íî ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåíèòüñÿ íå ìîæåò.

Ñëó÷àé 2: i = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ck � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f0. Èç
ï. 3) ëåììû 10.6 âûòåêàåò, ÷òî ck íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f1 ñîõðàíÿåò
çíàê â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε), à ìíîãî÷ëåí f0 ñîõðàíÿåò çíàê â

êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (ck − ε, ck) è (ck, ck + ε). Íàïîìíèì, ÷òî f =
= f0 è f1 = f ′

. Åñëè f1(ξ) > 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ (ck − ε, ck + ε), òî
ìíîãî÷ëåí f = f0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε),
è ïîòîìó f0(ξ) < 0 ïðè ξ ∈ (ck−ε, ck) è f0(ξ) > 0 ïðè ξ ∈ (ck, ck+ε).
Åñëè æå f1(ξ) < 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ (ck − ε, ck + ε), òî ìíîãî÷ëåí f = f0
ìîíîòîííî óáûâàåò â èíòåðâàëå (ck − ε, ck + ε), è ïîòîìó f0(ξ) > 0
ïðè ξ ∈ (ck − ε, ck) è f0(ξ) < 0 ïðè ξ ∈ (ck, ck + ε). Òàêèì îáðàçîì,

èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, óêàçàííàÿ ëèáî â ñòðîêàõ 1 è 2 òàáë. 10.2,

ëèáî â ñòðîêàõ 3 è 4 òîé æå òàáëèöû.

Ìû âèäèì, ÷òî çíàêè ÷èñåë f0(x) è f1(x) ðàçëè÷àþòñÿ â èíòåð-
âàëå (ck−ε, ck) è ñîâïàäàþò â èíòåðâàëå (ck, ck+ε). Èíûìè ñëîâàìè,
â èíòåðâàëå (ck−ε, ck) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . ,
fm(x) ïðîèñõîäèò ïåðåìåíà çíàêà ïðè ïåðåõîäå îò ìíîãî÷ëåíà f0 ê
f1, à â èíòåðâàëå (ck, ck + ε) ýòà ïåðåìåíà çíàêà îòñóòñòâóåò. Òàêèì
îáðàçîì, çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f0 ìåíÿåò çíàê â òî÷êå ck,
÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . ,
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Òàáëèöà 10.2. Ïåðåìåíà çíàêà èñ÷åçàåò

x ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó f0(x) f1(x)

1 (ck − ε, ck) < 0 > 0
2 (ck, ck + ε) > 0 > 0

3 (ck − ε, ck) > 0 < 0
4 (ck, ck + ε) < 0 < 0

fm(x) óìåíüøàåòñÿ íà 1.

Èòàê, ïðè äâèæåíèè x îò a ê b ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ÷èñåë f0(x), f1(x), . . . , fm(x) ìåíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà x ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó, â êîòîðîé ìíîãî÷ëåí f0 = f ìåíÿåò

çíàê, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå îíî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàçíîñòü Wf (a)−Wf (b) ðàâíà ÷èñëó òàêèõ òî÷åê. ßñíî, âñå ÷èñëà,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ìíîãî÷ëåí f ìåíÿåò çíàê, ÿâëÿþòñÿ åãî
êîðíÿìè. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî äðóãèõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà f
íà èíòåðâàëå (a, b) íåò. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f , ïðèíàäëåæàùèé èíòåðâàëó (a, b), è ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðè ïåðåõîäå
x ÷åðåç ξ íå ìåíÿåò çíàê. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó f(x) =
= (x − ξ)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x). ßñíî, ÷òî äâó÷ëåí

x− ξ ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ξ. Ïîñêîëüêó f(x) ïðè ýòîì
çíàêà íå ìåíÿåò, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) äîëæåí èçìåíèòü
çíàê ïðè ïåðåõîäå x ÷åðåç ξ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ξ ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà g(x), à çíà÷èò, êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).
Íî ïî óñëîâèþ ìíîãî÷ëåí f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ äàííîãî ìíîãî-

÷ëåíà f ìîæåò ïðèâåñòè ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì. ×òîáû óïðî-

ñòèòü èõ, ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ñëåäóþùèé �àêò: â ïðîöåññå

ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x), . . . , fm(x) êàæäûé èç íèõ

ìîæíî óìíîæàòü íà ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó,

ïîñêîëüêó ïîñëå òàêîãî óìíîæåíèÿ âñå ñâîéñòâà ýòîé ñèñòåìû ìíî-

ãî÷ëåíîâ, ïåðå÷èñëåííûå â ëåììå 10.6, ñîõðàíÿòñÿ. Â òî æå âðåìÿ

óìíîæàòü êàêèå-òî èç ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x), . . . , fm(x) íà îò-

ðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû íåëüçÿ, òàê êàê äëÿ ïîëó÷åííûõ ïðè ýòîì

ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ çàêëþ÷åíèå ï. 4) ëåììû 10.6.
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Èç òåîðåìû Øòóðìà è ñëåäñòâèÿ 10.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé

�àêò.

Ñëåäñòâèå 10.8. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì
R, íå èìåþùèé êðàòíûõ êîðíåé. ×èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíî Wf (−Rf )−Wf (Rf ).

Òåîðåìà Øòóðìà è ñëåäñòâèå 10.8 äîêàçàíû â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî ìíîãî÷ëåí íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ïóñòü òåïåðü f � ïðî-

èçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Ïîëîæèì g = f
d
,

ãäå d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′
. Â ñèëó

ñëåäñòâèÿ 10.4 ìíîãî÷ëåíû f è g èìåþò îäíè è òå æå êîðíè, ïðè÷åì
âòîðîé èç íèõ íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü

òåîðåìó Øòóðìà èëè ñëåäñòâèå 10.8 ê ìíîãî÷ëåíó g è íàéòè ñîîò-

âåòñòâåííî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f íà îòðåçêå [a, b] èëè ÷èñëî

âñåõ åãî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Íà÷àâ ñ èíòåðâàëà (−Rf , Rf ), ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ ðàçìå-
ðû èíòåðâàëîâ (íàïðèìåð, ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ) è ïðèìå-

íÿÿ ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ òåîðåìóØòóðìà, ìîæíî

äëÿ êàæäîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] íàéòè èíòåðâàë ÷èñëîâîé

ïðÿìîé, ñîäåðæàùèé ýòîò êîðåíü è íå ñîäåðæàùèé íèêàêèõ äðóãèõ

êîðíåé. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü

èíòåðâàëû, ñîäåðæàùèå êîðíè, ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêèìè. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî íàéòè âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà f ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

� 11. �àöèîíàëüíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðå÷ü ïîéäåò î ñïîñîáàõ íàõîæäåíèÿ ðàöèî-

íàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî-

÷ëåí èç Q[x] ìîæåò íå èìåòü ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé äàæå â òîì ñëó-

÷àå, êîãäà ó íåãî åñòü äåéñòâèòåëüíûå êîðíè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà,

ïîäòâåðæäàþùåãî ýòîò �àêò, ìîæíî âçÿòü ìíîãî÷ëåí x2 − 2. Îêà-
çûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî

âûÿñíèòü, åñòü ëè ó äàííîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q ðàöèîíàëü-

íûå êîðíè, è åñëè îíè åñòü, òî íàéòè èõ.
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Åñëè íå âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ∈ Q[x] ÿâëÿþòñÿ öåëû-
ìè ÷èñëàìè, ìîæíî äîìíîæèòü åãî íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

çíàìåíàòåëåé âñåõ äðîáåé, ÿâëÿþùèõñÿ åãî êîý��èöèåíòàìè. Ïî-

ëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí áóäåò èìåòü òå æå êîðíè, ÷òî è f , à âñå åãî

êîý��èöèåíòû áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî ìíîãî÷ëåíû íàä Q ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Ïóñòü f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+
+ a0 � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, à

p
q
�

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è íåñîêðàòèìàÿ äðîáü. Åñëè

p
q
� êîðåíü ìíî-

ãî÷ëåíà f(x), òî p äåëèò a0, à q äåëèò an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

p
q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), èìååì

an

(
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ · · ·+ a1 ·
p

q
+ a0 = 0. (11.1)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà qn, ïîëó÷èì

anp
n + an−1p

n−1q + · · ·+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0,

îòêóäà a0q
n = p(−anp

n−1 − an−1p
n−2q − · · · − a1q

n−1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, p | a0qn (ìû èñïîëüçóåì ñèìâîë | äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äåëèìî-
ñòè íå òîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ, íî è öåëûõ ÷èñåë). Ïîñêîëüêó ÷èñëà

p è q âçàèìíî ïðîñòû, p | a0. Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà anp
n =

= q(−an−1p
n−1 − · · · − a1pq

n−2 − a0q
n−1) âûòåêàåò, ÷òî q | an.

Ìíîãî÷ëåí, ñòàðøèé êîý��èöèåíò êîòîðîãî ðàâåí 1, íàçûâà-

åòñÿ óíèòàðíûì. Èç ïðåäëîæåíèÿ 11.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 11.2. Åñëè f(x) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q
ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, òî âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëå-

íà f(x) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè è äåëÿò ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî äåëèòåëåé ñòàðøåãî êîý��èöèåíòà è ñâîáîä-

íîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè êî-

íå÷íî, ïðåäëîæåíèå 11.1 ñâîäèò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ
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êîðíåé òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ê íåñëîæíîìó ïåðåáîðó, êîòîðûé, îäíà-

êî, ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî äëèííûì, åñëè ñòàðøèé êîý��è-

öèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà èìåþò ìíîãî äåëèòåëåé. Ýòîò

ïåðåáîð ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå (ñì. êîììåíòàðèé ïîñëå åãî äîêàçàòåëüñòâà).

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Ïóñòü f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+
+ a0 � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè,

p
q
�

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, à k � ïðîèçâîëüíîå öå-

ëîå ÷èñëî. Åñëè

p
q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî p−kq äåëèò f(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

f(k) = ank
n + an−1k

n−1 + · · ·+ a1k + a0.

Âû÷òåì èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (11.1). Ïîëó÷èì

f(k) = an

(

kn −
(
p

q

)n)

+ an−1

(

kn−1 −
(
p

q

)n−1)

+ · · ·+ a1

(

k− p

q

)

.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà qn, ïîëó÷èì

qnf(k) = an(k
nqn − pn) + an−1q(k

n−1qn−1 − pn−1) +
+ · · ·+ a1q

n−1(kq − p).
(11.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî s è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

as − bs = (a− b)(as−1 + as−2b+ · · ·+ abs−2 + bs−1),

ïîëó÷àåì, ÷òî (kq − p) | (ksqs − ps) äëÿ âñåõ s = 2, 3, . . . , n. Èç
ðàâåíñòâà (11.2) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî (kq − p) | qnf(k). Ïðîâåðèì,
÷òî kq−p âçàèìíî ïðîñòî ñ qn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî r, êîòîðîå äåëèò è kq − p, è qn. Èç òîãî
÷òî r � ïðîñòîå ÷èñëî è r | qn, âûòåêàåò, ÷òî r | q. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
r | (kq−p), ïîëó÷àåì, ÷òî r | p. Íî r íå ìîæåò îäíîâðåìåííî äåëèòü
è p, è q, ïîñêîëüêó ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû. Èòàê, kq− p äåëèò
qnf(k) è âçàèìíî ïðîñòî ñ qn. Ñëåäîâàòåëüíî, (kq − p) | f(k).

Ïðåäëîæåíèå 11.3 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ïåðåáîð äå-

ëèòåëåé ñòàðøåãî êîý��èöèåíòà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà
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ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè ïðè ïîèñêå åãî ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé,

ïîñêîëüêó îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå

ïàðû (p, q), ÷òî (p− q) | f(1), (p+ q) | f(−1), (p− 2q) | f(2) è ò. ä.

Îòìåòèì åùå, ÷òî, ïîñêîëüêó f(0) = a0, ïðåäëîæåíèå 11.3 îáîá-
ùàåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 11.1 î òîì, ÷òî p | a0.

�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷

Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå:

1) çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè (èëè, ÷òî

òî æå ñàìîå, î íàõîæäåíèè ìíîãî÷ëåíà ïî åãî çíà÷åíèÿì â

çàäàííûõ òî÷êàõ);

2) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Áåçó;

3) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âûÿñíåíèåì êðàòíîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëå-

íà;

4) çàäà÷è î ðåøåíèè óðàâíåíèé â ïîëå R èëè ïîëå C;

5) çàäà÷è î íàõîæäåíèè ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëå-

íà íàä ïîëåì R íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè íà íåêîòîðîì åå

îòðåçêå;

6) çàäà÷è î íàõîæäåíèè ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öå-

ëûìè êîý��èöèåíòàìè.

�åøèì äâå çàäà÷è ïåðâîãî òèïà.

Çàäà÷à III.1. Íàéòè ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè p(x), ïðèíè-
ìàþùèé â óêàçàííûõ íèæå òî÷êàõ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

x −1 0 1 2

p(x) −1 1 −3 −7
.

�åøåíèå. Â ñèëó òåîðåìû 6.1 deg p(x) 6 3. Ïîëîæèì p(x) = ax3 +
+ bx2 + cx + d. Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî x çíà÷åíèÿ, óêà-

çàííûå â óñëîâèè çàäà÷è, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé: 





−a + b − c + d = −1,
d = 1,

a + b + c + d = −3,
8a + 4b + 2c + d = −7.
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Ñîãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ, d = 1. Ïîäñòàâèâ 1 âìåñòî d â òðè

äðóãèõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó







−a + b − c = −2,
a + b + c = −4,

8a + 4b + 2c = −8.

�åøèì åå ìåòîäîì �àóññà. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:





−1 1 −1 −2
1 1 1 −4
8 4 2 −8



 ∼





−1 1 −1 −2
0 2 0 −6
0 12 −6 −24



 ∼





−1 1 −1 −2
0 2 0 −6
0 0 −6 12



 .

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì, ÷òî c =
= −2, b = −3 è a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, p(x) = x3 − 3x2 − 2x+ 1.

Îòâåò. p(x) = x3 − 3x2 − 2x+ 1.

Çàäà÷à III.2. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

p(x) äëÿ �óíêöèè f(x), ïðèíèìàþùåé ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

x −2 −1 1 2

f(x) 1 −7 −5 −19
.

�åøåíèå. �åøèì çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ �îðìóë (6.3) è (6.4). ×òîáû

âîñïîëüçîâàòüñÿ èìè, ïåðåïèøåì óñëîâèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ îáî-

çíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ �îðìóëàõ. Â óñëîâèè çàäà÷è óêà-

çàíû çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(x) â òî÷êàõ x0 = −2, x1 = −1, x2 = 1 è

x3 = 2. À èìåííî, y0 = f(x0) = 1, y1 = f(x1) = −7, y2 = f(x2) =
= −5 è y3 = f(x3) = −19. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (6.3) è (6.4)

p(x) = p0(x)− 7p1(x)− 5p2(x)− 19p3(x), ãäå

p0(x) =
x− x1

x0 − x1
· x− x2

x0 − x2
· x− x3

x0 − x3
=

x+ 1

−1
· x− 1

−3
· x− 2

−4
=

=
x3 − 2x2 − x+ 2

−12
,

p1(x) =
x− x0

x1 − x0
· x− x2

x1 − x2
· x− x3

x1 − x3
=

x+ 2

1
· x− 1

−2
· x− 2

−3
=

=
x3 − x2 − 4x+ 4

6
,

p2(x) =
x− x0

x2 − x0
· x− x1

x2 − x1
· x− x3

x2 − x3
=

x+ 2

3
· x+ 1

2
· x− 2

−1
=
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=
x3 + x2 − 4x− 4

−6
,

p3(x) =
x− x0

x3 − x0
· x− x1

x3 − x1
· x− x3

x3 − x2
=

x+ 2

4
· x+ 1

3
· x− 1

1
=

=
x3 + 2x2 − x− 2

12
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

p(x) = −x3 − 2x2 − x+ 2

12
− 7(x3 − x2 − 4x+ 4)

6
+

+
5(x3 + x2 − 4x− 4)

6
− 19(x3 + 2x2 − x− 2)

12
=

= −2x3 − x2 + 3x− 5.

Îòâåò. p(x) = −2x3 − x2 + 3x− 5.

Çàäà÷è âòîðîãî òèïà ÷àùå âñåãî ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òîáû, èñïîëü-

çóÿ ñõåìó �îðíåðà, íàéòè ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) íàä ïîëåì R íà äâó÷ëåí x−α, ãäå α ∈ R. Â ðàçäåëå ¾�åøåíèå

òèïîâûõ çàäà÷¿ â ãëàâå II áûë ïðèâåäåí ïðèìåð ðåøåíèÿ ýòîé çà-

äà÷è ñ ïîìîùüþ äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ñòîëáèêîì (ñì.

çàäà÷ó II.2). �åøèì òó æå ñàìóþ çàäà÷ó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû

�îðíåðà.

Çàäà÷à III.3. �àçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 3x− 2
íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x− 3 ñ îñòàòêîì.

�åøåíèå. Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷åðåç q(x), à
îñòàòîê ÷åðåç r(x). Ñîñòàâèì òàáëèöó, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â îïèñà-

íèè ñõåìû �îðíåðà ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áåçó. Ïîñêîëüêó

3 · 1 + (−1) = 2, 3 · 2 + (−3) = 3, 3 · 3 + 3 = 12 è 3 · 12 + (−2) = 34,
òàáëèöà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1 −1 −3 3 −2
3 1 2 3 12 34

.

Ñëåäîâàòåëüíî, q(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 12 è r(x) = 34.

Îòâåò. q(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 12, r(x) = 34.

Îòâåò, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàë ñ îòâåòîì ê çàäà÷å II.2.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì òðåòüåãî òèïà.
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Çàäà÷à III.4. Âûÿñíèòü, êîðíåì êàêîé êðàòíîñòè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

�åøåíèå. �àçäåëèì f(x) íà x − 1 ïî ñõåìå �îðíåðà. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ òàáëèöà èìååò âèä:

1 −5 9 −7 2

1 1 −4 5 −2 0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = (x − 1)f1(x), ãäå f1(x) = x3 − 4x2 + 5x −
− 2. �àçäåëèì f1(x) íà x − 1 ïî ñõåìå �îðíåðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òàáëèöà èìååò âèä:

1 −4 5 −2
1 1 −3 2 0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, f1(x) = (x− 1)f2(x), è ïîòîìó f(x) = (x− 1)2f2(x),
ãäå f2(x) = x2 − 3x+ 2. �àçäåëèì f2(x) íà x − 1 ïî ñõåìå �îðíåðà.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä:

1 −3 2

1 1 −2 0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, f2(x) = (x− 1)f3(x), è ïîòîìó f(x) = (x− 1)3f3(x),
ãäå f3(x) = x − 2. Î÷åâèäíî, ÷òî x − 2 íå äåëèòñÿ íà x − 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, f(x) äåëèòñÿ íà (x − 1)3, íî íå äåëèòñÿ íà (x − 1)4, è
ïîòîìó 1 � êîðåíü êðàòíîñòè 3 ìíîãî÷ëåíà f(x).

Îòâåò. 3.

Ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåòüåãî òèïà, èçëîæåííûé âûøå, ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì, òàê êàê òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî äå-

ëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí. Óêàæåì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ

ýòîé çàäà÷è, ïðè êîòîðîì äåëèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí íå ïðè-

äåòñÿ íè ðàçó. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà ñëåäñòâèè 10.5.

Çàäà÷à III.5. Âûÿñíèòü, êîðíåì êàêîé êðàòíîñòè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x6 + 9x5 + 20x4 − 30x3 − 135x2 − 27x + 162 ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-

ëî −3.

�åøåíèå. Ïðîâåðèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî −3 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f(x). Â ñàìîì äåëå,

f(−3) = 729− 2187 + 1620 + 810− 1215 + 81 + 162 = 0.
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Áóäåì òåïåðü èñêàòü ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà f è èõ çíà÷åíèÿ ïðè

x = −3 äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèå î÷åðåäíîé ïðîèçâîäíîé íå îêà-

æåòñÿ îòëè÷íûì îò 0:

f ′(x) = 6x5 + 45x4 + 80x3 − 90x2 − 270x− 27;

f ′(−3) = −1458 + 3645− 2160− 810 + 810− 27 = 0;

f ′′(x) = 30x4 + 180x3 + 240x2 − 180x− 270;

f ′′(−3) = 2430− 4860 + 2160 + 540− 270 = 0;

f ′′′(x) = 120x3 + 540x2 + 480x− 180;

f ′′′(−3) = −3240 + 4860− 1440− 180 = 0;

f iv(x) = 360x2 + 1080x+ 480;

f iv(−3) = 3240− 3240 + 480 = 480 6= 0.

Èòàê, ÷èñëî −3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f , f ′
, f ′′

è f ′′′
, íî íå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f iv. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.5 îíî ÿâëÿ-

åòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 4 ìíîãî÷ëåíà f(x).

Îòâåò. 4.

�åøèì çàäà÷ó ÷åòâåðòîãî òèïà.

Çàäà÷à III.6. �åøèòü óðàâíåíèå x4 + x3 + x2 + 3x− 6 = 0:

à) â ïîëå R;

á) â ïîëå C.

�åøåíèå. Ïðîâåðèì, èìååò ëè äàííîå óðàâíåíèå öåëûå êîðíè. Â

ñèëó ñëåäñòâèÿ 11.2 åñëè îíè ñóùåñòâóþò, òî ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè

÷èñëà 6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) ëåâóþ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ è

íàéäåì f(1): f(1) = 1+ 1+ 1+ 3− 6 = 0. Ìû íàøëè ïåðâûé êîðåíü

äàííîãî óðàâíåíèÿ â ïîëå R: x1 = 1. �àçäåëèì f(x) íà x − 1 ñ

ïîìîùüþ ñõåìû �îðíåðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä

1 1 1 3 −6
1 1 2 3 6 0

.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = (x − 1)(x3 + 2x2 + 3x + 6). Âñå îñòàëüíûå
öåëûå êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ÿâëÿþòñÿ
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êîðíÿìè óðàâíåíèÿ g(x) = 0, ãäå g(x) = x3+2x2+3x+6. Ïåðåáèðàÿ
äåäèòåëè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà g(x), èìååì:

g(1) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12 6= 0;

g(−1) = −1 + 2− 3 + 6 = 4 6= 0;

g(2) = 8 + 8 + 6 + 6 = 26 6= 0;

g(−2) = −8 + 8− 6 + 6 = 0.

Ìû íàøëè âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = 0 â ïîëå R: x2 = −2.
�àçäåëèì g(x) íà x+2 ñ ïîìîùüþ ñõåìû �îðíåðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òàáëèöà èìååò âèä

1 2 3 6

−2 1 0 3 0

.

Òàêèì îáðàçîì, g(x) = (x+2)(x2+3). Óðàâíåíèå x2+3 = 0 íå èìå-
åò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé è èìååò äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ: x3,4 =
= ±

√
3i. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò â ïîëå R äâà

êîðíÿ: x1 = 1 è x2 = −2, à â ïîëå C ÷åòûðå êîðíÿ: x1 = 1, x2 = −2
è x3,4 = ±

√
3i.

Îòâåò. à) x1 = 1, x2 = −2; á) x1 = 1, x2 = −2, x3,4 = ±
√
3i.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷àì ïÿòîãî òèïà.

Çàäà÷à III.7. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x4 − 16x2 − 16x− 4:

à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [−1, 1].

�åøåíèå. Ïîñòðîèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëå-

íà f(x). Ïîëîæèì f0(x) = f(x) = x4−16x2−16x−4. Åñëè áóêâàëüíî
ñëåäîâàòü îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà, â êà÷åñòâå

ìíîãî÷ëåíà f1(x) íàäî âçÿòü ìíîãî÷ëåí f ′(x) = 4x3 − 32x − 16.
Íî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå (ñì. àáçàö ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû Øòóðìà), â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâØòóðìà

ëþáîé ìíîãî÷ëåí ìîæíî óìíîæèòü (à çíà÷èò, è ðàçäåëèòü) íà ëþ-

áîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ×òîáû óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ, ðàçäåëèì

f ′(x) íà 4 è ïîëîæèì f1(x) = x3 − 8x− 4. �àçäåëèì f0(x) íà f1(x) ñ
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îñòàòêîì: f0(x) = xf1(x) + (−8x2 − 12x− 4). Åñëè áóêâàëüíî ñëåäî-
âàòü îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâØòóðìà, â êà÷åñòâå ìíîãî-

÷ëåíà f2(x) íàäî âçÿòü îñòàòîê, óìíîæåííûé íà −1, ò. å. ìíîãî÷ëåí
8x2 + 12x + 4. �àçäåëèì åãî íà 4 è ïîëîæèì f2(x) = 2x2 + 3x + 1.
Òåïåðü ðàçäåëèì f1(x) íà f2(x) ñ îñòàòêîì: f1(x) = (12x− 3

4 )f2(x) +
+ (− 25

4 x − 13
4 x). Óìíîæèì ïîëó÷åííûé îñòàòîê íà −1. ×òîáû ñäå-

ëàòü âû÷èñëåíèÿ ìåíåå ãðîìîçäêèìè, ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí óìíî-

æèì íà 4. Ïîëó÷èì, ÷òî f3(x) = 25x+ 13. Ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå

ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà. �àçäåëèì f2(x) íà f3(x) ñ îñòàòêîì:
f2(x) = ( 2

25x+
49
625 )f3(x)− 12

625 . Îñòàòîê îò äåëåíèÿ, óìíîæåííûé íà

−1, ðàâåí 12
625 . Ýòî äàåò íàì ïðàâî ñ÷èòàòü, ÷òî f4(x) = 1. Î÷åâèä-

íî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ f3(x) íà f4(x) ðàâåí 0. Ïîýòîìó ñèñòåìà
ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ïîñòðîåíà: îíà ñîñòîèò
èç ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x), f2(x), f3(x) è f4(x). Ìíîãî÷ëåí f4(x)
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â ñèëó ï. 2) ëåììû 10.6 ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è ïîòîìó ìû

ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåìó òåîðåìó Øòóðìà.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.2 âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(x) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−Rf , Rf ), ãäå

Rf =
max

{
| − 16|, | − 16|, | − 4|

}

|1| + 1 = 17.

×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó Øòóðìà, ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ìíîãî-

÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà, è ÷èñëî ïåðå-

ìåí çíàêà â ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë ïðè ξ = −17 è

ξ = 17. �åçóëüòàòû î�îðìèì â âèäå òàáëèöû:

ξ f0(ξ) f1(ξ) f2(ξ) f3(ξ) f4(ξ) Wf (ξ)
−17 79165 −4781 528 −412 1 4

17 78621 4773 630 438 1 0

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.8 ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

f(x) ðàâíî Wf (−17)−Wf (17) = 4− 0 = 4.
×òîáû íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) íà

îòðåçêå [−1, 1], ïðîäåëàåì âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì

âûøå, ïðè ξ = −1 è ξ = 1. �åçóëüòàòû î�îðìèì â âèäå òàáëèöû:

ξ f0(ξ) f1(ξ) f2(ξ) f3(ξ) f4(ξ) Wf (ξ)
−1 −3 3 0 −12 1 3

1 −35 −11 6 38 1 1
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Â ñèëó òåîðåìûØòóðìà ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

f(x) íà îòðåçêå [−1, 1] ðàâíî Wf (−1)−Wf (1) = 3− 1 = 2.

Îòâåò. à) 4; á) 2.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí èìååò

êðàòíûå êîðíè.

Çàäà÷à III.8. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x3 − x2 − 5x− 3:

à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [0, 3].

�åøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ ñèñòå-

ìû ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x). Ïîëîæèì f0(x) =
= f(x) = x3 − x2 − 5x− 3 è f1(x) = f ′(x) = 3x2 − 2x− 5. �àçäåëèì
f0(x) íà f1(x) ñ îñòàòêîì: f0(x) = (13x− 1

9 )f1(x)+(− 32
9 x− 32

9 ). Óìíî-
æèâ îñòàòîê íà − 9

32 , ïîëó÷àåì, ÷òî f2(x) = x+ 1. Òåïåðü ðàçäåëèì
f1(x) íà f2(x) ñ îñòàòêîì: f1(x) = (3x − 5)f2(x). Ïîñêîëüêó îñòà-

òîê ðàâåí 0, ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)
ïîñòðîåíà: îíà ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ f0(x), f1(x) è f2(x).

Ìíîãî÷ëåí f2(x) èìååò äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü. Â ñèëó ï. 2) ëåì-

ìû 10.6 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò êðàòíûå êîðíè. Ïî-
ýòîìó íàïðÿìóþ ê ìíîãî÷ëåíó f(x) òåîðåìà Øòóðìà íåïðèìåíèìà.

Íî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.4 è ï. 1) ëåììû 10.6 ìíîãî÷ëåí g = f
f2
èìååò

òå æå êîðíè, ÷òî è ìíîãî÷ëåí f , è íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ïî-

ýòîìó ìû ìîæåì ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ïðèìåíèâ òåîðåìó

Øòóðìà ê ìíîãî÷ëåíó g.
Ïîñêîëüêó f2 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1, ìû ìîæåì íàéòè ìíî-

ãî÷ëåí g(x) ñ ïîìîùüþ ñõåìû �îðíåðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà

èìååò âèä

1 −1 −5 −3
−1 1 −2 −3 0

.

Òàêèì îáðàçîì, g(x) = x2 − 2x− 3. Ïîñòðîèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ

Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà g(x). Ïîëîæèì g0(x) = g(x) = x2 − 2x −
−3. Ïîñêîëüêó g′(x) = 2x−2, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî g1(x) = x−1.
�àçäåëèì g0(x) íà g1(x) ñ îñòàòêîì: g0(x) = (x−1)g1(x)−4. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g2(x) = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ
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g1(x) íà g2(x) ðàâåí 0. Ïîýòîìó ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ

ìíîãî÷ëåíà g(x) ïîñòðîåíà: îíà ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ g0(x), g1(x)
è g2(x). Ìíîãî÷ëåí g2(x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â ñèëó

ï. 2) ëåììû 10.6 ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x)
íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è ïîòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê íåìó

òåîðåìó Øòóðìà.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.2 âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

g(x) ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (−Rg, Rg), ãäå

Rg =
max

{
| − 2|, | − 3|

}

|1| + 1 = 4.

×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó Øòóðìà, ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ìíîãî-

÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâØòóðìà, è ÷èñëî ïåðåìåí

çíàêà â ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë ïðè ξ = −4 è ξ = 4.
�åçóëüòàòû î�îðìèì â âèäå òàáëèöû:

ξ g0(ξ) g1(ξ) g2(ξ) Wg(ξ)
−4 21 −5 1 2

4 5 3 1 0

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.8 ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

g(x), à çíà÷èò è ìíîãî÷ëåíà f(x), ðàâíî Wg(−4)−Wg(4) = 2− 0 =
= 2.

×òîáû íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x) íà
îòðåçêå [0, 3], ïðîäåëàåì âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì

âûøå, ïðè ξ = 0 è ξ = 3. �åçóëüòàòû î�îðìèì â âèäå òàáëèöû:

ξ g0(ξ) g1(ξ) g2(ξ) Wg(ξ)
0 −3 −1 1 1

3 0 2 1 0

Â ñèëó òåîðåìûØòóðìà ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

g(x), à çíà÷èò è ìíîãî÷ëåíà f(x), íà îòðåçêå [0, 3] ðàâíî Wg(0) −
−Wg(3) = 1− 0 = 1.

Îòâåò. à) 2; á) 1.

�àññìîòðèì, íàêîíåö, çàäà÷è øåñòîãî òèïà.

Çàäà÷à III.9. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= x5 + 2x4 − 7x3 − 5x2 + 12x− 3.
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�åøåíèå. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11.2 ðàöèîíàëüíûìè êîðíÿìè ìíîãî-

÷ëåíà f(x) ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëà ±1 è ±3. Íàéäåì çíà÷åíèÿ

ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ýòèõ ÷èñåë. Ïðîïóñêàÿ âû÷èñëåíèÿ, çàïèøåì

èõ ðåçóëüòàòû: f(1) = 0, f(−1) = −12 6= 0, f(3) = 204 6= 0 è

f(−3) = 24 6= 0. Ìû âèäèì, ÷òî åäèíñòâåííûì ðàöèîíàëüíûì êîð-

íåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1.

Îòâåò. 1.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íå âñå

êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Çàäà÷à III.10. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) =

= x5 + x4

2 + 5x3

2 + x2

2 + x− 1.

�åøåíèå. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò äðîáíûõ êîý��èöèåíòîâ, óìíî-

æèì ìíîãî÷ëåí f(x) íà 2. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí

f1(x) = 2x5 + x4 + 5x3 + x2 + 2x − 2 èìååò òå æå êîðíè, ÷òî è

f(x). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11.1 ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f1(x) èìåþò âèä
p
q
, ãäå p è q äåëÿò ÷èñëî 2. Ïðè ýòîì áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q > 0 (åñëè q < 0, ìû ìîæåì

óìíîæèòü p è q íà −1). Òàêèì îáðàçîì, q ∈ {1, 2}, à p ∈ {±1,±2}
è ïîòîìó

p
q
∈ {±1,±2,± 1

2}. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f1(x) îò

âñåõ ýòèõ ÷èñåë: f1(1) = 9 6= 0, f1(−1) = −9 6= 0, f1(2) = 126 6= 0,
f1(−2) = −90 6= 0, f1(

1
2 ) = 0 è f1(− 1

2 ) = − 27
8 6= 0. Ìû âèäèì, ÷òî

åäèíñòâåííûì ðàöèîíàëüíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f1(x), à çíà÷èò è
ìíîãî÷ëåíà f(x), ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1

2 .

Îòâåò.

1
2 .

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ìû íàøëè ðàöèîíàëüíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà ïîëíûì ïåðåáîðîì âñåõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü

åãî êîðíÿìè â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11.1. Åñëè ñòàðøèé êîý��èöèåíò

è/èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà èìåþò ìíîãî äåëèòåëåé, òàêîé

ñïîñîá ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèì. Ñëåäóþùèå äâå çà-

äà÷è ïîêàçûâàþò, êàê ìîæíî ñîêðàòèòü ýòîò ïåðåáîð.

Çàäà÷à III.11. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= 3x4 − 11x3 + 9x2 − 11x+ 6.

�åøåíèå.Ïóñòü

p
q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), ïðè÷åì q > 0. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 11.1 q ∈ {1, 3}, à p ∈ {±1,±2,±3,±6}. Ïðåäïîëîæèì



�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷ 69

ñíà÷àëà, ÷òî q = 1. Íà÷íåì ðàññìàòðèâàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

p = p
q
: f(1) = −4 6= 0, f(−1) = 40 6= 0, f(2) = −20 6= 0, f(−2) = 20 6=

6= 0, f(3) = 0. Ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëî 3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f(x). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó f(x) äåëèòñÿ íà x − 3.
Íàéäåì ÷àñòíîå g(x) îò äåëåíèÿ f(x) íà x − 3 ñ ïîìîùüþ ñõåìû

�îðíåðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä

3 −11 9 −11 6

3 3 −2 3 −2 0

.

Èòàê, g(x) = 3x3 − 2x2 + 3x − 2. Âñå íå íàéäåííûå ðàíåå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà g(x). Âíîâü ó÷è-

òûâàÿ ïðåäëîæåíèå 11.1, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè

p
q
� êîðåíü ìíîãî-

÷ëåíà g(x) è q > 0, òî q ∈ {1, 3}, à p ∈ {±1,±2}. Åñëè q = 1, òî
p
q

∈ {±1,±2}. ßñíî, ÷òî âñÿêèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g(x) ÿâëÿåò-

ñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x). Íî, êàê ìû âèäåëè âûøå, íè îäíî èç

÷èñåë ±1,±2 êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) íå ÿâëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè q = 1 êîðíåé ìíîãî÷ëåíà g(x) íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî q = 3 è ïîòîìó

p
q
∈ {± 1

3 ,± 2
3}. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî g(13 ) = − 10
9 6= 0 è g(− 1

3 ) = − 10
3 6= 0, íî g(23 ) = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëî

2
3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x). Â ñèëó

ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó g(x) äåëèòñÿ íà x− 2
3 . Íàéäåì ÷àñòíîå

h(x) îò äåëåíèÿ g(x) íà x− 2
3 ñ ïîìîùüþ ñõåìû �îðíåðà. Ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä

3 −2 3 −2
2
3 3 0 3 0

.

Èòàê, h(x) = 3x2 + 3. Âñå íå íàéäåííûå ðàíåå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

g(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà h(x). Íî ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí

íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, ðàöèîíàëüíûõ) êîðíåé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò òîëüêî äâà ðàöèîíàëüíûõ êîð-

íÿ: 3 è

2
3 .

Îòâåò. 3,

2
3 .

Ïîñëåäíèì (íî âåñüìà ìîùíûì) ñðåäñòâîì ñîêðàùåíèÿ ïåðåáî-

ðà ïðè ïîèñêå ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��è-

öèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå 11.3. Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçî-

âàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
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Çàäà÷à III.12. Íàéòè âñå ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= x5 − 2x4 − 3x3 − 2x2 + 2x+ 12.

�åøåíèå. Ïóñòü

p
q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Â ñèëó ñëåä-

ñòâèÿ 11.2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q = 1, à p ∈ {±1,±2,±3,±4,±6,
±12}. ×òîáû ñîêðàòèòü ýòîò ñïèñîê, ó÷òåì, ÷òî, ñîãëàñíî ïðåäëî-

æåíèþ 11.3 ïðè k = 1, (p− 1) | f(1). Ïîñêîëüêó f(1) = 8, ïîëó÷àåì,
÷òî p − 1 ∈ {±1,±2,±4,±8} è ïîòîìó p ∈ {2, 0, 3,−1, 5,−3, 9,−7}.
Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p ∈ {−1, 2, 3,−3}. Èñ-
ïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 11.3 ïðè k = −1, ïîëó÷àåì, ÷òî (p+1) | f(−1).
Ïîñêîëüêó f(−1) = 8, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p+ 1 ∈ {±1,±2,±4, ±8} è
ïîòîìó p ∈ {0,−2, 1,−3, 3,−5, 7,−9}. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå ðàíåå,

ïîëó÷àåì, ÷òî p ∈ {3,−3}. Íàêîíåö, èç ïðåäëîæåíèÿ 11.3 ïðè k =
= 2 âûòåêàåò, ÷òî (p − 2) | f(2). Ïîñêîëüêó f(2) = −16 äåëèòñÿ íà

3− 2 = 1, íî íå äåëèòñÿ íà −3− 2 = −5, îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí ïðå-
òåíäåíò íà ðîëü ðàöèîíàëüíîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) � ÷èñëî 3.

Ïîñêîëüêó

f(3) = 243− 162− 81− 18 + 6 + 12 = 0,

ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

Îòâåò. 3.



�ëàâà IV

�àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ

íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè

Â àðè�ìåòèêå íåìàëîâàæíóþ ðîëü èãðàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî,

÷òî ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, ìîæíî ðàç-

ëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ò. å. ïðåäñòàâèòü, ïðè÷åì åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñâÿçàííûå

ñ ýòèì âîïðîñû è ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ãëàâå � ñíà÷àëà äëÿ

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, à çàòåì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

íàä ïîëÿìè C, R è Q. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å ãëàâû åå ðåçóëüòàòû

ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé.

� 12. Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì

ïîëåì

Ìíîãî÷ëåí f íàä îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè R íàçûâàåòñÿ íåïðèâî-

äèìûì íàä R, åñëè deg f > 0 è f íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðî-
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èçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ èç R[x], ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ
ìåíüøå ñòåïåíè f . Êàê ìû óâèäèì íèæå, íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëå-

íû êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì ïðîñòûõ ÷èñåë.

Â äàëüíåéøåì ìû ìíîãîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, íå âñåãäà óïîìèíàÿ åãî â ÿâíîì âèäå.

Ëåììà 12.1. Åñëè ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F , ðàçëî-
æèì â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî îäèí èç ýòèõ ìíîãî-

÷ëåíîâ ïðèíàäëåæèò F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ F [x] è f = gh. ßñíî, ÷òî deg g, deg h 6

6 deg f . Ñëó÷àé, êîãäà deg g, deg h < deg f , íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó
f íåïðèâîäèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h
ðàâíà ñòåïåíè f . Ïîñêîëüêó deg f = deg g+deg h, ñòåïåíü äðóãîãî èç
íèõ ðàâíà 0. Íî ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà 0, ïðèíàäëåæèò

F .

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëîãîì õîðîøî èçâåñòíîãî ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Åñëè f � ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïî-

ëåì F , è f äåëèò ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g è h íàä

F , òî f äåëèò îäèí èç ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ìíîãî÷ëåíîâ f è g. Òîãäà f = dq äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q. Â
ñèëó ëåììû 12.1 îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ d è q ïðèíàäëåæèò F . Åñ-
ëè d ∈ F , òî d àññîöèèðîâàí ñ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 ÿâëÿåòñÿ íàè-

áîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì g è f , ò. å. ýòè äâà ìíîãî÷ëåíà âçàèìíî

ïðîñòû. Ïî óñëîâèþ f | gh. Â ñèëó ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 5.5 f | h.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q ∈ F . ßñíî, ÷òî q 6= o (èíà÷å f = dq =
= o) è ïîòîìó d = q−1f . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà d âûòåêàåò,

÷òî g = ds äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà s. Ñëåäîâàòåëüíî, g = q−1sf
è ïîòîìó f | g.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ èç

òåîðåìû Áåçó.

Çàìå÷àíèå 12.3. Åñëè f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , deg f > 1 è f
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü â ïîëå F , òî f ïðèâîäèì íàä

F .
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Ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíàõ

ìàëûõ ñòåïåíåé. Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 12.4. Ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí íàä ëþáûì

ïîëåì F íåïðèâîäèì íàä F .

Ïðåäëîæåíèå 12.5. Ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè 2 èëè 3 íàä ïðîèçâîëü-
íûì ïîëåì F íåïðèâîäèì íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí

íå èìååò êîðíåé â F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü íåìåäëåííî âûòåêàåò èç çàìå÷à-

íèÿ 12.3.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2 6 deg f 6 3 è f ïðèâî-

äèì íàä F . Òîãäà f = gh äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g è h òàêèõ,

÷òî deg g, deg h < deg f . Åñëè ñòåïåíü îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h
ðàâíà 0, òî ñòåïåíü äðóãîãî èç íèõ ðàâíà ñòåïåíè f . Ñëåäîâàòåëüíî,
deg g, deg h > 0. Åñëè deg g, deg h > 1, òî deg f = deg g + deg h > 4.
Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ëèíååí. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg g = 1 è ℓc(g) = 1
(åñëè ℓc(g) = α 6= 1, ìû ìîæåì çàìåíèòü g íà 1

α
·g, à h íà αh). Èíû-

ìè ñëîâàìè, g = x− a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ F . Íî òîãäà f = (x− a)h
è a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , ëåæàùèì â F .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîã ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ

äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè > 3 ìåñòà íå èìååò.

Ïðèìåð 12.6 (ïðèìåð ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, íå èìåþùåãî êîð-

íåé). Ìíîãî÷ëåí x4 +2x2+1 = (x2 +1)2 ïðèâîäèì íàä ïîëåì R, íî
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Ïåðåéäåì ê óòâåðæäåíèþ, óïîìèíàâøåìóñÿ â íà÷àëå äàííîé

ãëàâû.

Òåîðåìà 12.7. Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F ïðåä-

ñòàâèì â âèäå

f = αg1g2 · · · gn, (12.1)

ãäå α ∈ F , à g1, g2, . . . , gn � íåïðèâîäèìûå íàä F óíèòàðíûå ìíîãî-

÷ëåíû. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà

ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü f ∈ F [x] è f 6= o. Äîêà-
æåì, ÷òî f ïðåäñòàâèì â âèäå (12.1). Åñëè deg f = 0, òî f èìååò

âèä (12.1), ãäå α = f , à n = 0. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî deg f > 0.
Åñëè f íåïðèâîäèì íàä F , òî îí òàêæå ïðåäñòàâèì â âèäå (12.1),

ãäå íà ýòîò ðàç α = ℓc(f), n = 1 è g1 = α−1f . Ïóñòü, íàêîíåö, f
ïðèâîäèì, ò. å. f = gh, ãäå deg g, deg h < deg f . Â ÷àñòíîñòè, deg f =
= deg g + deg h. Åñëè ñòåïåíü îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ðàâíà 0,

òî ñòåïåíü äðóãîãî èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà deg f âîïðåêè ñêà-

çàííîìó âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, deg g, deg h > 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî

åñëè ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäå-

íèå ìíîãî÷ëåíîâ g è h, òàêèõ, ÷òî 0 < deg g, deg h < deg f .

Åñëè êàêîé-òî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ïðèâîäèì, ïðåäñòàâèì åãî

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ > 0 è ìåíüøå

ñòåïåíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ

ïîð, ïîêà ñðåäè ïîëó÷àåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïðè-

âîäèìûå. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ñòåïåíè íîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

óìåíüøàþòñÿ, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ýòîò ïðîöåññ îáîðâåòñÿ è

ìû ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí f êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ h1, h2, . . . , hn. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì ℓc(hi) =
= αi è gi = α−1

i hi. Ïóñòü α = α1α2 · · ·αn. Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî (12.1), ïðè÷åì g1, g2, . . . , gn � íåïðèâîäèìûå íàä F óíèòàðíûå

ìíîãî÷ëåíû.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = αg1 · · · gn = βh1 · · ·hm, ãäå α, β ∈
∈ F , à g1, . . . , gn, h1, . . . , hm � íåïðèâîäèìûå íàä F óíèòàðíûå ìíî-

ãî÷ëåíû. ßñíî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ℓc(f) = ℓc(αg1 · · · gn) = α, à ñ
äðóãîé � ℓc(f) = ℓc(βh1 · · ·hm) = β. Ñëåäîâàòåëüíî, α = β è ïîòî-

ìó αg1 · · · gn = αh1 · · ·hm. �àçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

íà α, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî g1 · · · gn = h1 · · ·hm. Òîãäà g1 | (h1 · · ·hm).
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 12.2 g1 | hi äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m. Íå îãðà-

íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìîæíî ïåðåñòàâèòü ñîìíîæèòåëè â ïðîèçâåäåíèè h1 · · ·hm). Èòàê,

h1 = wg1 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà w. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí g1
íåïðèâîäèì, deg g1 > 0, è ïîòîìó g1 /∈ F . Èç ëåììû 12.1 âûòåêàåò,

÷òî w ∈ F . Ïîñêîëüêó ℓc(h1) = w · ℓc(g1) = w · 1 = w, ïîëó÷àåì,
÷òî w = 1 è ïîòîìó h1 = g1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî n 6 m. Åñëè n = m = 1, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè n = 1, à
m > 1, òî deg h1 · · ·hm > deg h1 = deg g1 âîïðåêè ðàâåíñòâó g1 =
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= h1 · · ·hm. Ñëåäîâàòåëüíî, n > 1. Òîãäà g1g2 · · · gn = g1h2 · · ·hm,

îòêóäà g1(g2 · · · gn − h2 · · ·hm) = o. Åñëè g2 · · · gn − h2 · · ·hm 6= o,
òî deg

(
g1(g2 · · · gn − h2 · · ·hm)

)
> deg g1 > 0 âîïðåêè ðàâåíñòâó

g1(g2 · · · gn − h2 · · ·hm) = o. Ñëåäîâàòåëüíî, g2 · · · gn = h2 · · ·hm.

�àññóæäàÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî

g2 = h2. Åñëè m = n = 2, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè n = 2, à m >
> 2, òî deg h2 · · ·hm > deg h2 = deg g2 âîïðåêè ðàâåíñòâó g2 =
= h2 · · ·hm. Ñëåäîâàòåëüíî, n > 2. Òîãäà g2g3 · · · gn = g2h3 · · ·hm,

îòêóäà g2(g3 · · · gn − h3 · · ·hm) = o. Êàê è â ïðåäûäóùåì àáçàöå, îò-

ñþäà âûâîäèòñÿ, ÷òî g3 · · · gn = h3 · · ·hm. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,

ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì, ÷òî gi = hi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.
Åñëè n = m, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè æå n < m, òî g1 · · · gn =
= g1 · · · gnhn+1 · · ·hm. Íî ýòî ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

deg(g1 · · · gnhn+1 · · ·hm) > deg(g1 · · · gn).

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . Ìíîãî÷ëåíû g1, g2, . . . , gn
èç ðàâåíñòâà (12.1) íå îáÿçàíû áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè. ßñíî,

÷òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f = αpk1

1 pk2

2 · · · pkm

m , (12.2)

ãäå α ∈ F , p1, p2, . . . , pm � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå

íàä ïîëåì F óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû, à k1, k2, . . . , km ∈ N. �àâåí-
ñòâî (12.2) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà f íà íåïðèâîäè-

ìûå ìíîæèòåëè, à ìíîãî÷ëåíû p1, p2, . . . , pm íàçûâàþòñÿ íåïðèâî-

äèìûìè ìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f . ×èñëî ki íàçûâàåòñÿ êðàò-
íîñòüþ íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ pi. Íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü

pi íàçûâàåòñÿ êðàòíûì, åñëè ki > 1, è ïðîñòûì, åñëè ki = 1. ×òî-
áû óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ, íàì áóäåò èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü

íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, íå ÿâëÿþùèéñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæè-

òåëåì ìíîãî÷ëåíà f , êàê íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f êðàòíîñòè 0.
�àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = αpk1

1 pk2

2 · · · pkn
n

è g = βqℓ11 qℓ22 · · · qℓmm � ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íà íåïðè-

âîäèìûå ìíîæèòåëè. Åñëè f è g íå èìåþò îáùèõ íåïðèâîäèìûõ

ìíîæèòåëåé, ò. å. {p1, p2, . . . , pn}∩{q1, q2, . . . , qm} = ∅, òî ìíîãî÷ëå-
íû f è g âçàèìíî ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî p1 = q1, p2 = q2, . . . , pr = qr äëÿ
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íåêîòîðîãî 1 6 r 6 min{n,m}, ïðè÷åì r � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñ

òàêèì ñâîéñòâîì. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëüøèì îáùèì äå-

ëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí pa1

1 pa2

2 · · · par
r , ãäå

ai = min{ki, ℓi} äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , r. Íåäîñòàòêîì èçëîæåííî-

ãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îí íå ïîçâîëÿåò íàéòè ëèíåéíóþ �îðìó íàè-

áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

� 13. Îòäåëåíèå êðàòíûõ

ìíîæèòåëåé

Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f íà íåïðèâîäè-

ìûå ìíîæèòåëè â îáùåì ñëó÷àå î÷åíü ñëîæíà. Îïèøåì îäèí èç ñïî-

ñîáîâ óïðîñòèòü åå ðåøåíèå. Ïóñòü (12.2) � ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà

f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè è k = max{k1, k2, . . . , km}. Äëÿ âñÿ-
êîãî i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì ÷åðåç di(f) ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðè-
âîäèìûõ ìíîæèòåëåé êðàòíîñòè i ìíîãî÷ëåíà f (åñëè f íå èìååò

íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé êðàòíîñòè i, ïîëàãàåì di(f) = 1). Åñëè
k > 1 (ò. å. åñëè ìíîãî÷ëåí f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êðàòíûé

ìíîæèòåëü), òî ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ d1(f), d2(f), . . . , dk(f) ìåíüøå,
÷åì ñòåïåíü f , è ïîòîìó ðàçëîæèòü èõ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè
ïðîùå, ÷åì f . Åñëè ýòî ñäåëàòü, òî ðàçëîæåíèå f íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè íàõîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,

f = αd1(f)d
2
2(f) · · · dkk(f), (13.1)

ãäå α = ℓc(f). Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåíû d1(f),
d2(f), . . . , dk(f), íå ðàçëàãàÿ f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè? ×òî-

áû îòâåòèòü íà íåãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ èí�îðìàöèÿ î íåïðèâîäèìûõ

ìíîæèòåëÿõ ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè (ñì. çàìå÷àíèå 12.4), ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí

íàä ëþáûì ïîëåì íåïðèâîäèì. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå òåðìè-

íû, ëåììó 10.3 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: åñëè f � ìíîãî÷ëåí

íàä ïîëåì R, òî åãî ëèíåéíûé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü êðàòíîñòè
k ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì êðàòíîñòè k − 1 ìíîãî÷ëå-
íà f ′

. Êàê ìû óâèäèì íèæå, ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû,
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íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì R (ñì. ïðåäëîæåíèå 14.2). Íî îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî àíàëîã ñ�îðìóëèðîâàííîãî òîëüêî ÷òî �àêòà ñïðàâåäëèâ

äëÿ âñÿêîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ ìíîãî÷ëåíà íàä ïðîèçâîëü-

íûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 (â ÷àñòíîñòè, íàä ïîëåì R).

×òîáû äîêàçàòü ýòî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ïîíÿòèÿ

è ðåçóëüòàòû. Ïóñòü f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 � ìíî-

ãî÷ëåí íàä êîëüöîì R. Åñëè n > 0, òî ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x)
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí nanx

n−1+(n− 1)an−1x
n−2+ · · ·+a1, îáîçíà-

÷àåìûé ÷åðåç f ′(x). Åñëè æå n = 0 èëè f = o, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,
f ′(x) = o. Åñëè R = R, òî ââåäåííîå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèå ïðîèç-

âîäíîé ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà

êàê �óíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé, èçâåñòíûì èç ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé ìíî-

ãî÷ëåíà ñòåïåíè n ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò n− 1.

Ïðèìåð 13.1 (ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, ñòåïåíü êîòîðîãî íàìíîãî áîëüøå

ñòåïåíè åãî ïðîèçâîäíîé). �àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = xp
íàä ïî-

ëåì Zp, ãäå p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà f ′(x) = pxp−1 =
= o, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ Zp âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

px = 0. Òàêèì îáðàçîì, deg f(x) = p, íî deg f ′(x) = −∞.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå Zp èìååò õàðàêòåðèñòèêó p. Ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 àíàëîãà

ïðèìåðà 13.1 íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 13.2. Åñëè f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F õàðàêòåðè-

ñòèêè 0, à deg f > 0, òî deg f ′ = deg f − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ℓm(f) = anx
n
. Â ÷àñòíîñòè, an 6= 0 è

deg f = n. Ïî óñëîâèþ n > 0. Êîý��èöèåíò ïðè xn−1
â ìíîãî÷ëåíå

f ′
ðàâåí nan. Åñëè nan = 0, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.3 nx = 0 äëÿ âñÿ-

êîãî x ∈ F . Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê charF = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
nan 6= 0 è ïîòîìó deg f ′ = n− 1 = deg f − 1.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R îíè èçâåñòíû èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà, íî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì êîëüöîì èõ íàäî äî-

êàçûâàòü.
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Ëåììà 13.3. Åñëè f(x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì R, t ∈
∈ R, à m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî m > 1, òî:

1) (tf)′ = tf ′
;

2) (f + g)′ = f ′ + g′;

3) (fg)′ = f ′g + fg′;

4) (fm)′ = mfm−1f ′
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 è
g(x) = bmxm + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0.

1) Èìååì

(tf)′ = (tanx
n + tan−1x

n−1 + · · ·+ ta1x+ ta0)
′ =

= ntanx
n−1 + (n− 1)tan−1x

n−2 + · · ·+ ta1 =

= t(nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1) = tf ′.

2) Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > m. Åñëè n > m,

òî áóäåì çàïèñûâàòü g(x) â âèäå g(x) = bnx
n+bn−1x

n−1+ · · ·+b1x+
+ b0, ãäå bm+1 = · · · = bn = 0. Òîãäà

(f + g)′ =
(
(an + bn)x

n + (an−1 + bn−1)x
n−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+

+ (a0 + b0)
)′

=

= n(an + bn)x
n−1 + (n− 1)(an−1 + bn−1)x

n−2 + · · ·+
+ (a1 + b1) =

= (nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1) +

+ (nbnx
n−1 + (n− 1)bn−1x

n−2 + · · ·+ b1) = f ′ + g′.

3) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî f(x) = xn
, à g(x) = xm

. Òîãäà

(fg)′ = (xn+m)′ = (n+m)xn+m−1 = nxn+m−1 +mxn+m−1 =

= nxn−1 · xm + xn ·mxm−1 = f ′g + fg′.

Åñëè æå f(x) è g(x) � ïðîèçâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû, òî ñâîéñòâî 3)

âûòåêàåò èç äîêàçàííîãî òîëüêî ÷òî ðàâåíñòâà è äîêàçàííûõ âûøå

ñâîéñòâ 1) è 2).
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4) Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî èíäóêöèåé ïî m.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü m = 2. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3), èìååì

(f2)′ = (f · f
)′

= f ′f + ff ′ = 2ff ′
.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü m > 2. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè è ñâîéñòâî 3), èìååì

(fm)′ = (fm−1 · f)′ = (fm−1)′f + fm−1f ′ =

= (m− 1)fm−2f ′f + fm−1f ′ =

= (m− 1)fm−1f ′ + fm−1f ′ = mfm−1f ′.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ýòè ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé áåç ÿâíûõ ññû-

ëîê íà ëåììó 13.3.

Ëåììà 13.4. Åñëè p � ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F
õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ìíîãî÷ëåíû p è p′ âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà p âûòåêàåò, ÷òî

deg p > 0. Ïîñêîëüêó charF = 0, èç çàìå÷àíèÿ 13.2 âûòåêàåò, ÷òî

deg p′ = deg p − 1 > 0. Â ÷àñòíîñòè, p′ 6= o. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ p è p′. Òîãäà p = dq äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q. Åñëè deg q = 0, òî deg p = deg d 6 deg p′ =
= deg p− 1 (íåðàâåíñòâî deg d 6 deg p′ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî d | p′).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî deg q 6= 0 è ïîòîìó q /∈
/∈ F . Â ñèëó ëåììû 12.1 d ∈ F . Â ÷àñòíîñòè, d àññîöèèðîâàí ñ 1 è

ïîòîìó ìíîãî÷ëåíû p è p′ âçàèìíî ïðîñòû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óïîìÿíóòûì âûøå îáîáùå-

íèåì ëåììû 10.3 íà ïðîèçâîëüíûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíî-

ãî÷ëåíà íàä âñÿêèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ

äâóõ óòâåðæäåíèé âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû, íî åñòü è íåêîòîðûå îò-

ëè÷èÿ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíîãäà èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ∤, êî-
òîðûé îçíà÷àåò ¾íå äåëèò¿.

Ïðåäëîæåíèå 13.5. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïî-
ëåì F õàðàêòåðèñòèêè 0, à p � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü ìíî-

ãî÷ëåíà f êðàòíîñòè k. Åñëè k = 1, òî p íå äåëèò f ′
. Åñëè k > 1,

òî p ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f ′
êðàò-

íîñòè k − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïðîèçâåäåíèå ñòàðøåãî êîý�-
�èöèåíòà ìíîãî÷ëåíà f è âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íûõ îò p. Òîãäà f = pkg è ìíîãî÷ëåíû p è g âçà-
èìíî ïðîñòû. Â ñèëó ëåììû 13.4 ìíîãî÷ëåíû p è p′ òàêæå âçàèìíî
ïðîñòû. Èç ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 5.5 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî è ìíîãî÷ëå-

íû p è p′g âçàèìíî ïðîñòû. Â ÷àñòíîñòè, p ∤ p′g.
Åñëè k = 1, òî f = pg è ïîòîìó f ′ = (pg)′ = p′g + pg′. Åñëè áû p

äåëèë f ′
, òî p äåëèë áû è p′g = f ′− pg′. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k = 1,

òî p ∤ f ′
.

Ïóñòü òåïåðü k > 1. Òîãäà

f ′ = (pkg)′ = (pk)′g + pkg′ = kpk−1p′g + pkg′ = pk−1(kp′g + pg′).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî p ∤ (kp′g + pg′). Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ,
÷òî p | (kp′g + pg′). Òîãäà, î÷åâèäíî, p | (kp′g), ò. å. kp′g = ph äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h. Áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíèöó ïîëÿ F ÷åðåç

e, ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò ÷èñëà 1. Ïîëîæèì a = ke. Åñëè a = 0, òî â
ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.3 kx = 0 äëÿ âñÿêîãî x ∈ F , ÷òî íåâîçìîæíî, ïî-
ñêîëüêó charF = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, a 6= 0 è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò a−1

. Èñïîëüçóÿ (1.1), ïîëó÷àåì, ÷òî kp′g = k(ep′g) = (ke)p′g =
= ap′g. Ñëåäîâàòåëüíî, ap′g = kp′g = ph. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðà-

âåíñòâà ap′g = ph ñëåâà íà a−1
, ïîëó÷àåì, ÷òî p′g = a−1(ph) =

= (a−1h)p. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p | p′g. Íî âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ýòî íå òàê.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ñëåäñòâèå 10.4.

Ñëåäñòâèå 13.6. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì F
õàðàêòåðèñòèêè 0, à d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëå-

íîâ f è f ′
. Ìíîãî÷ëåíû f è g = f

d
èìåþò îäíè è òå æå íåïðè-

âîäèìûå ìíîæèòåëè, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ íå èìååò êðàòíûõ

íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî-

÷ëåíà g ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f . À
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 13.5 âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà

f ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè êðàòíîñòè 1 ìíîãî÷ëåíà

g.
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Ýòî ñëåäñòâèå (ïðè F = R) èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-

ëèçå ïðè èíòåãðèðîâàíèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé (îïðåäå-

ëåíèå ïîñëåäíèõ äàíî â íà÷àëå � 16).

Ïðèâåäåì òåïåðü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà di(f).
Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ îòäåëåíèåì

êðàòíûõ ìíîæèòåëåé.

Àëãîðèòì 13.7 (àëãîðèòì îòäåëåíèÿ êðàòíûõ ìíîæèòåëåé). Äàí

ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0. Ïóñòü k =
= max{i | di(f) 6= 1}. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåíû dj(f) äëÿ âñåõ

j = 1, 2, . . . , k. Ïîëàãàåì f0 = f
ℓc(f) è i = 1. Îáîçíà÷àåì ÷åðåç fi

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ fi−1 è f ′
i−1. Åñëè deg fi >

> 0, óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå i íà åäèíèöó è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèå

ìíîãî÷ëåíà fi. Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêà-

æåòñÿ, ÷òî deg fi = 0. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ýòî ðàâåíñòâî îêàçû-

âàåòñÿ âûïîëíåííûì, ïîëàãàåì k = i, dj(f) =
fj−1fj+1

f2
j

äëÿ âñåõ

j = 1, 2, . . . , k − 1 è dk(f) = fk−1. Íà ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåð-

øàåòñÿ.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 13.7. �àáîòà àëãîðèòìà çàâåðøèòñÿ ÷åðåç

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ïîñêîëüêó deg f0 > deg f1 > deg f2 > · · · .
Íàïîìíèì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (13.1), ãäå α = ℓc(f). Ñëå-
äîâàòåëüíî, f0 = d1(f)d

2
2(f)d

3
3(f) · · · dkk(f), à èç ïðåäëîæåíèÿ 13.5

âûòåêàåò, ÷òî f1 = d2(f)d
2
3(f) · · · dk−1

k (f), f2 = d3(f) · · · dk−2
k (f), . . . ,

fk−1 = dk(f) è fk = 1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî dk(f) = fk−1. Êðîìå

òîãî, äëÿ âñÿêîãî m = 0, 1, . . . , k − 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

fm
fm+1

=

= dm+1(f)dm+2(f) · · · dk(f), è ïîòîìó

dj(f) =
dj(f)dj+1(f) · · · dk(f)

dj+1(f)dj+2(f) · · · dk(f)
=

fj−1

fj
:

fj
fj+1

=
fj−1fj+1

f2
j

äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , k − 1.

� 14. Ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå

íàä ïîëÿìè C è R

Èç ñëåäñòâèÿ 9.2 è çàìå÷àíèÿ 12.4 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.



82 �ëàâà IV. �àçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

Ïðåäëîæåíèå 14.1. Ìíîãî÷ëåíàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì

C, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû è òîëüêî îíè.

Ïðåäëîæåíèå 14.2. Ìíîãî÷ëåíàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì

R, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû, ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 ñ îò-
ðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû íàä ëþáûì ïîëåì íåïðè-

âîäèìû (ñì. çàìå÷àíèå 12.4). Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êâàäðàòíûå

òðåõ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì äåéñòâèòåëüíûõ êîð-

íåé íå èìåþò. Ïîýòîìó èõ íåïðèâîäèìîñòü íàä ïîëåì R âûòåêàåò

èç ïðåäëîæåíèÿ 12.5. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåïðèâîäèìûõ

íàä R ìíîãî÷ëåíîâ íå ñóùåñòâóåò, ò. å. ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè > 0 íàä ïîëåì R ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîý��èöèåíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ëèíååí, ëèáî ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2 ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Ïóñòü f(x) ∈ R[x] è deg f > 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 9.2 f = α(x −
− γ1) · · · (x − γn), ãäå α, γ1, . . . , γn ∈ C. Ïðè ýòîì α ∈ R, ïîñêîëüêó
f ∈ R[x]. Åñëè γ1, . . . , γn ∈ R, òî âñå äîêàçàíî. Ïîýòîìó áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ1, . . . , γm ∈ R è γm+1, . . . , γn /∈
/∈ R äëÿ íåêîòîðîãî m < n. Äëÿ âñÿêîãî k = m+ 1, . . . , n ïîëîæèì

γk = αk + βki. ßñíî, ÷òî βk 6= 0. Ïî ëåììå 9.6 ÷èñëî γk = αk − βki
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , ïðè÷åì êðàòíîñòè êîðíåé γk
è γk ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ÷èñåë γm+1, . . . , γn ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå γm+1, γm+1, γm+2, γm+2, . . . , γm+ℓ, γm+ℓ äëÿ

íåêîòîðîãî ℓ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî k = m+1,m+2, . . . ,m+ℓ,
ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà

(x− γk)(x − γk) = (x− αk − βki)(x− αk + βki) =

= (x− αk)
2 − (βki)

2 =

= x2 − 2αkx+ α2
k + β2

k.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí èìååò

îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò. Â ñàìîì äåëå, 4α2
k − 4(α2

k + β2
k) =

= −4β2
k < 0, ïîñêîëüêó βk 6= 0.
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� 15. Ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå

íàä ïîëåì Q

Ïðîñòîãî è óäîáíîãî äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ íåïðèâîäèìî-

ñòè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q íå ñóùåñòâóåò. Åñòü òîëüêî âåñüìà

ñèëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. ×òîáû äîêàçàòü åãî, íàì ïîíàäîáÿò-

ñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû.

Ïóñòü f(x) = αnx
n+αn−1x

n−1+ · · ·+α0 � ìíîãî÷ëåí íàä êîëü-

öîì Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(f) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë

αn, αn−1, . . . , α0. Åñëè d(f) = 1, òî ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ ïðèìè-

òèâíûì. Åñëè â ìíîãî÷ëåíå f ∈ Z[x] âûíåñòè çà ñêîáêè íàèáîëü-

øèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ, òî â ñêîáêàõ áóäåò

ñòîÿòü ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí íàä Z. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëü-

íûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] ïðåäñòàâèì â âèäå f = d(f) · f0, ãäå f0 �
ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí íàä Z.

Ëåììà 15.1 (ëåììà �àóññà). Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðèìèòèâíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì Z ïðèìèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = anx
n+ an−1x

n−1+ · · ·+ a0 è g(x) =
= bmxm + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0 � ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì Z. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g ïðèìèòèâíû, à èõ ïðîèçâåäåíèå íå
ïðèìèòèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå
d(fg). Â ñèëó ïðèìèòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñóùåñòâóþò èíäåê-
ñû s è t òàêèå, ÷òî p íå äåëèò as è bt. Ïóñòü s è t � ìèíèìàëüíûå

èíäåêñû ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Êîý��èöèåíò ïðè xs+t
â ìíîãî÷ëåíå

fg áóäåò ðàâåí

cs+t = asbt + as+1bt−1 + as+2bt−2 + · · ·+
+ as−1bt+1 + as−2bt+2 + · · · . (15.1)

Â ñèëó âûáîðà èíäåêñîâ s è t êîý��èöèåíòû as−i è bt−i ïðè i > 0
äåëÿòñÿ íà p, à èç òîãî, ÷òî p | d(fg), âûòåêàåò, ÷òî p | cs+t. Îòñþäà è

èç ðàâåíñòâà (15.1) âûòåêàåò, ÷òî p | asbt. Íî òîãäà, áóäó÷è ïðîñòûì,
÷èñëî p äåëèò ëèáî as, ëèáî bt, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà p è
èíäåêñîâ s è t.

Ïðåäëîæåíèå 15.2. Ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] íåïðèâîäèì íàä Z òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íåïðèâîäèì íàä Q.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íåïðèâîäèì íàä Z, íî ïðè-
âîäèì íàä Q. Ïóñòü f = gh, ãäå g, h ∈ Q[x] è deg g, deg h < deg f .
Òîãäà deg g, deg h > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a íàèìåíüøåå îáùåå êðàò-

íîå çíàìåíàòåëåé âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà g, à ÷åðåç b �
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìíî-

ãî÷ëåíà h. Òîãäà gh = 1
ab

· g1h1, ãäå g1 è h1 � ìíîãî÷ëåíû íàä Z.
Òåïåðü ïîëîæèì c = d(g1) è d = d(h1). Òîãäà g1 = cg2 è h1 = dh2, ãäå

g2 è h2 � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íàä Z. Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå,

èìååì f = gh = 1
ab

· g1h1 = cd
ab

· g2h2. Ïîñêîëüêó âñå êîý��èöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ab äåëèò âñå êîý��èöè-
åíòû ìíîãî÷ëåíà cdg2h2, ò. å. ab | cd · d(g2h2). Â ñèëó ëåììû �àóññà

ìíîãî÷ëåí g2h2 ïðèìèòèâåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d(g2h2) = 1 è ïîòî-

ìó ab | cd. Ïîëîæèì cd
ab

= k. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå k � öåëîå

÷èñëî è f = (kg2)h2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä

Z âîïðåêè åãî âûáîðó.

Åñëè f ∈ Q[x], òî, óìíîæèâ ìíîãî÷ëåí f íà íàèìåíüøåå îáùåå

êðàòíîå çíàìåíàòåëåé âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ, ìû ïîëó÷èì ìíîãî-

÷ëåí g ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. ßñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí g íåïðèâî-
äèì íàä Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íåïðèâîäèì íàä Q. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷ëåíîâ, íåïðèâîäèìûõ íàä Q, ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ñ öåëûìè êîý�-

�èöèåíòàìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óïîìÿíóòîå âûøå äîñòàòî÷íîå óñ-

ëîâèå íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q, êîòîðîå ïî òðàäè-
öèè íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Ýéçåíøòåéíà. Íèæå â äàííîì ïàðàãðà-

�å áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî êðèòåðèé Ýéçåí-

øòåéíà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåïðèâîäèìîñòè ìíî-

ãî÷ëåíà íàä Q. Òàêèì îáðàçîì, íàçâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðî-

òèâîðå÷èò îáùåïðèíÿòîìó â ìàòåìàòèêå ïîíèìàíèþ ñëîâà ¾êðèòå-

ðèé¿ êàê ¾íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå¿, è åãî ñëåäîâàëî áû

íàçûâàòü íå êðèòåðèåì, à ïðèçíàêîì Ýéçåíøòåéíà èëè äàæå ñêî-

ðåå ïðèçíàêîì Ø¼íåìàíà, ïîñêîëüêó îíî áûëî âïåðâûå äîêàçàíî

Ø¼íåìàíîì â 1846 ã. è ïåðåîòêðûòî Ýéçåíøòåéíîì ñïóñòÿ ÷åòû-

ðå ãîäà. Íåñìîòðÿ íà âñå ýòî, íàçâàíèå ¾êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà¿

îáùåïðèíÿòî è ïîòîìó ìû áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ.
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Òåîðåìà 15.3 (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü f(x) = anx
n +

+ an−1x
n−1 + · · ·+ a0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè íàä

ïîëåì Q òàêîé, ÷òî deg f > 0, è ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p
òàêîå, ÷òî an íå äåëèòñÿ íà p, an−1, . . . , a0 äåëÿòñÿ íà p è a0 íå
äåëèòñÿ íà p2. Òîãäà f íåïðèâîäèì íàä Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðèâîäèì íàä Q. Òîãäà â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 15.2 f ïðèâîäèì íàä Z. Ñëåäîâàòåëüíî, f ïðåä-

ñòàâèì â âèäå f = gh, ãäå g(x) = bkx
k + bk−1x

k−1 + · · ·+ b0 è h(x) =
= cmxm+cm−1x

m−1+· · ·+c0 � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè > 0 íàä Z. ßñíî,
÷òî a0 = b0c0. Ïîñêîëüêó a0 äåëèòñÿ íà p, íî íå äåëèòñÿ íà p2, èç
ïðîñòîòû ÷èñëà p âûòåêàåò, ÷òî p äåëèò îäíî èç ÷èñåë b0 è c0, íî íå
îáà ýòèõ ÷èñëà îäíîâðåìåííî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè,

÷òî p äåëèò b0, íî íå äåëèò c0. Åñëè p äåëèò âñå êîý��èöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíà g, òî îíî äåëèò è âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f , âêëþ÷àÿ
an. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî p ∤ bi. Ïóñòü i �
ìèíèìàëüíûé èíäåêñ ñ òàêèì ñâîéñòâîì. ßñíî, ÷òî deg g < deg f è

ïîòîìó i 6 k < n. Â ÷àñòíîñòè, p | ai. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäå-

íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èìååì ai = bic0 + bi−1c1 + bi−2c2 + · · · . Ïîñêîëüêó
p äåëèò ai è bj äëÿ âñåõ j < i, èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

p | bic0. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê p íå äåëèò íè bi, íè c0.

Âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì C èìååò ñòåïåíü 1

(ñì. ïðåäëîæåíèå 14.1), à âñÿêèé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïî-

ëåì R � ñòåïåíü 6 2 (ñì. ïðåäëîæåíèå 14.2). Ñ ýòèìè äâóìÿ �àê-

òàìè ðåçêî êîíòðàñòèðóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 15.4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò

íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî ïðè ëþáîì n ìíîãî÷ëåí

xn+2 óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà ïðè p = 2.

Â êà÷åñòâå ëþáîïûòíîãî ¾ïîáî÷íîãî¿ ñëåäñòâèÿ èç êðèòåðèÿ

Ýéçåíøòåéíà îòìåòèì ñëåäóþùèé �àêò, îáû÷íî äîêàçûâàåìûé

ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

Ñëåäñòâèå 15.5. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è âñÿêîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷èñëî n

√
p èððàöèîíàëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÷èñëî

n
√
p ðàöèîíàëüíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðà-

öèîíàëüíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà xn − p. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 12.3 îò-

ñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn − p ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Íî èç
êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà âûòåêàåò, ÷òî ýòî íå òàê.

Â ÷àñòíîñòè, èç ñëåäñòâèÿ 15.5 âûòåêàåò èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñ-

ëà

√
2.

Ïðèâåäåì òåïåðü îáåùàííûé âûøå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî

êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåïðè-

âîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q.

Ïðèìåð 15.6 (ïðèìåð íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåíà,

íå óäîâëåòâîðÿþùåãî ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà). �àññìîòðèì

ìíîãî÷ëåí f(x) = x3 + 4. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 11.2, ëåãêî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 12.5 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî îí íåïðèâîäèì íàä Q. Â òî æå

âðåìÿ f(x) íå óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà, ïî-

ñêîëüêó åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí

ìíîãî÷ëåíà f(x), ýòî ÷èñëî 2, è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(x) äåëèòñÿ íà

êâàäðàò ýòîãî ÷èñëà.

Îòñóòñòâèå êðèòåðèÿ ïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q
÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþ-

ùèõ ïî ïðîèçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó íàä Q óñòàíîâèòü, ïðèâîäèì îí

íàä Q èëè íåò. Ïðèâåäåì îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ, íàçûâàåìûé

àëãîðèòìîì Êðîíåêåðà. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì âïåðâûå áûë

îïóáëèêîâàí Øóáåðòîì â 1793 ã. è ïåðåîòêðûò Êðîíåêåðîì ïî÷òè

100 ëåò ñïóñòÿ � â 1882 ã.

Àëãîðèòì 15.7 (àëãîðèòì Êðîíåêåðà). Äàí ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè

> 0 íàä ïîëåì Q. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ïðèâî-

äèìûì íàä Q. Åñëè deg f = 1, òî àëãîðèòì óñòàíàâëèâàåò, ÷òî f
íåïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî deg f >
> 1. Åñëè íå âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ öåëû-

ìè ÷èñëàìè, óìíîæèì f íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíà-

òåëåé âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ. ßñíî, ÷òî íà ïðèâîäèìîñòü èëè

íåïðèâîäèìîñòü f ýòî íå âëèÿåò. Âñå êîý��èöèåíòû ïîëó÷åííî-

ãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî f � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîëîæèì
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m =
[
deg f

2

]

(÷åðåç [x] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî

÷èñëà x). Ïóñòü x0, x1, . . . , xm � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

öåëûå ÷èñëà. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà f(x0), f(x1), . . . ,
f(xm). ßñíî, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà � öåëûå. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

f(xj) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, 2, . . . ,m}, òî àëãîðèòì äåëàåò

âûâîä, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Äà-

ëåå ñ÷èòàåì, ÷òî f(xj) 6= 0 äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Äëÿ âñÿêîãî

íàáîðà ÷èñåë (n0, n1, . . . , nm) òàêîãî, ÷òî nj | f(xj) äëÿ âñåõ j =
= 0, 1, . . . ,m, îáîçíà÷èì ÷åðåç g(n0,n1,...,nm) èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-

ãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ïàð (x0, n0), (x1, n1),
. . . , (xm, nm). ×èñëî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n0,n1,...,nm) êîíå÷íî, ïî-

ñêîëüêó ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ ÷èñåë (n0, n1, . . . ,
nm) òàêèõ, ÷òî nj | f(xj) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Îáîçíà÷èì ýòè

ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç g1, g2, . . . , gk. Ïåðåáèðàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ìíî-

ãî÷ëåíû g1, g2, . . . , gk. Åñëè íàéäåòñÿ i ∈ {1, 2, . . . , k} òàêîå, ÷òî

deg gi > 0 è gi | f , òî àëãîðèòì óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f
ïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Åñëè æå äëÿ âñÿêîãî i =
= 1, 2, . . . , k ëèáî deg gi = 0, ëèáî gi ∤ f , òî àëãîðèòì äåëàåò âûâîä,

÷òî ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó.

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà Êðîíåêåðà. Â ñèëó çàìå÷àíèé 12.3 è 12.4

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg f > 1 è f(xj) 6= 0 äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m.

Âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî ñ÷èòàòü öåëûìè ÷èñëàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðèâîäèì íàä Q. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 15.2 f
ïðèâîäèì è íàä Z. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû g, h ∈
∈ Z[x] òàêèå, ÷òî f = gh è 0 < deg g, deg h < deg f . Ïîëîæèì m =

=
[
deg f
2

]

. Åñëè deg g, deg h > m, òî deg f = deg g + deg h > deg f .

Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg g 6

6 m. Ïóñòü ξ ∈ Z. Òîãäà f(ξ) = g(ξ) · h(ξ). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
g(ξ) = 0, òî è f(ξ) = 0, à åñëè g(ξ) 6= 0, òî g(ξ) | f(ξ). Ñëåäî-
âàòåëüíî, g(xj) 6= 0 è g(xj) | f(xj) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Äëÿ

âñÿêîãî j = 0, 1, . . . ,m ïîëîæèì nj = g(xj). Òîãäà nj | f(xj) è

g(xj) = g(n0,n1,...,nm)(xj) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Èç òåîðåìû 6.1

âûòåêàåò, ÷òî g = g(n0,n1,...,nm). Èòàê, åñëè f ïðèâîäèì íàä Q, òî
îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n0,n1,...,nm) äåëèò f è èìååò ñòåïåíü > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âñå ìíîãî÷ëåíû òàêîãî âèäà ëèáî íå äåëÿò f ,
ëèáî èìåþò ñòåïåíü 0, òî f íåïðèâîäèì íàä Q.
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Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî g � ìíîãî÷ëåí âèäà g(n0,n1,...,nm),

g | f è deg g > 0. ßñíî, ÷òî deg g 6 m < deg f . Èç �îðìóë (6.3)

è (6.4) âûòåêàåò, ÷òî g ∈ Q[x]. Íî òîãäà è h = f
g
∈ Q[x]. ßñíî, ÷òî

deg h = deg f − deg g < deg f . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f = gh
ïðèâîäèì íàä Q.

Åñëè ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q, òî àëãîðèòì Êðîíåêå-

ðà íàõîäèò ìíîãî÷ëåí g íàä Q òàêîé, ÷òî g | f è 0 < deg g < deg f .
�àçäåëèâ f íà g, ìû íàéäåì ìíîãî÷ëåí h íàä Q òàêîé, ÷òî f =
= gh è 0 < deg g, deg h < deg f . Åñëè êàêîé-òî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h
ïðèâîäèì íàä Q, òî, óñòàíîâèâ ýòîò �àêò, ìû ïðåäñòàâèì ýòîò ìíî-

ãî÷ëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q.

� 16. �àöèîíàëüíûå äðîáè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèìåíÿåì ðåçóëüòàò î ðàçëîæèìîñòè

ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæè-

òåëåé äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîãî÷ëåíà. �à-

öèîíàëüíîé äðîáüþ èëè äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé íàä ïîëåì

F íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà

f
g
, ãäå f, g ∈ F [x] è g 6= o. Î÷åâèäíî,

÷òî ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ âè-

äà

f
1 . �àöèîíàëüíàÿ äðîáü

f
g
íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè deg f <

< deg g. �àöèîíàëüíàÿ äðîáü

f
g
íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè ñó-

ùåñòâóþò ìíîãî÷ëåí p, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì F , è íàòóðàëüíîå
÷èñëî n òàêèå, ÷òî g = pn è deg f < deg p. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ

ïðîñòåéøàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Çàìå÷àíèå 16.1. Ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïðîèçâîëüíûì

ïîëåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðà-

çîì, â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f
g
� ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. �àçäåëèì f íà

g ñ îñòàòêîì: f = qg + r äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ q è r, ïðè÷åì
deg r < deg g. Òîãäà f

g
= qg+r

g
= q + r

g
, ïðè÷åì äðîáü

r
g
ÿâëÿåòñÿ

ïðàâèëüíîé. Ïðåäñòàâëåíèå äðîáè

f
g
â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà q è
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ïðàâèëüíîé äðîáè

r
g
åäèíñòâåííî ââèäó åäèíñòâåííîñòè ÷àñòíîãî q

è îñòàòêà r (ñì. òåîðåìó 4.1).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå, êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíê-

öèé.

Òåîðåìà 16.2. Ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïðîèç-

âîëüíûì ïîëåì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, ïðè÷åì åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì, â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü

f
g
� ïðàâèëüíàÿ ðàöè-

îíàëüíàÿ äðîáü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ℓc(g) = 1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçäåëèòü êàæäûé èç ìíîãî-

÷ëåíîâ f è g íà ℓc(g)). Ïóñòü g = pk1

1 pk2

2 · · · pkn
n � ðàçëîæåíèå ìíî-

ãî÷ëåíà g íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî

äðîáü

f
g
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðî-

áåé, ðàçîáüåì íà äâà øàãà. Íà ïåðâîì øàãå ìû äîêàæåì, ÷òî äðîáü

f
g
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ

äðîáåé, ó êàæäîé èç êîòîðûõ çíàìåíàòåëü åñòü ñòåïåíü íåïðèâîäè-

ìîãî ìíîãî÷ëåíà. Íà âòîðîì øàãå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðàâèëüíóþ

ðàöèîíàëüíóþ äðîáü, ó êîòîðîé çíàìåíàòåëü åñòü ñòåïåíü íåïðè-

âîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ïðîñòåéøèõ

äðîáåé.

Øàã 1. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî

f

g
=

f1

pk1

1

+
f2

pk2

2

+ · · ·+ fn

pkn
n

(16.1)

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ f1, f2, . . . , fn òàêèõ, ÷òî deg fi < deg pki

i

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: åñëè n = 1, òî ðàâåíñòâî (16.1) âûïîë-
íåíî ïðè f1 = f .

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü n > 1. Ïîëîæèì g1 = pk1

1 è g2 = pk2

2 · · · pkn
n .

Ìíîãî÷ëåíû g1 è g2 âçàèìíî ïðîñòû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.4 ñóùå-

ñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî ug1 + vg2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
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f = fug1 + fvg2. �àçäåëèì fu íà g2 ñ îñòàòêîì: fu = qg2 + r, ãäå
deg r < deg g2. Èìååì:

f = fug1 + fvg2 = (qg2 + r)g1 + fvg2 = rg1 + (qg1 + fv)g2.

Ïîëîæèì f1 = qg1 + fv. Òîãäà f = rg1 + f1g2, îòêóäà

f

g
=

f1g2 + rg1
g1g2

=
f1
g1

+
r

g2
.

Íàïîìíèì, ÷òî g2 = pk2

2 · · · pkn
n è deg r < deg g2. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè-

ìåíèòü ê äðîáè

r
g2

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è çàêëþ÷èòü, ÷òî

r

g2
=

f2

pk2

2

+ · · ·+ fn

pkn
n

äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ f2, . . . , fn òàêèõ, ÷òî deg fi < deg pki

i

äëÿ âñåõ i = 2, . . . , n. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâåðøèòü øàã 1, îñòàëîñü

ïðîâåðèòü, ÷òî deg f1 < deg g1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó deg f1 + deg g2 < deg g1 + deg g2, êîòîðîå ìû è äîêàæåì.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f − rg1 = f1g2, èìååì:

deg f1 + deg g2 = deg(f1g2) = deg(f − rg1) 6 max
{
deg f, deg(rg1)

}
.

Ïîñêîëüêó deg f < deg g = deg(g1g2) = deg g1 + deg g2 è deg(rg1) =
= deg r + deg g1 < deg g2 + deg g1, ïîëó÷àåì, ÷òî

deg f1 + deg g2 6 max
{
deg f, deg(rg1)

}
< deg g1 + deg g2.

Øàã 2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ

â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16.1), ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ïðî-

ñòåéøèõ äðîáåé. Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì

âèäå ïðåäñòàâèìà âñÿêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü âèäà

h
wk , ãäå w �

íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è deg h < degwk
. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëü-

ñòâî èíäóêöèåé ïî k.

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: åñëè k = 1, òî deg h < degw è äðîáü

h
wk = h

w
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü k > 1. �àçäåëèì h íà w ñ îñòàòêîì:

h = qw + r, ãäå deg r < degw. Òîãäà

h

wk
=

qw + r

wk
=

q

wk−1
+

r

wk
.
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Äðîáü

r
wk ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé, ïîñêîëüêó deg r < degw. Îñòàëîñü

äîêàçàòü, ÷òî äðîáü

q

wk−1 ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ

äðîáåé. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòà äðîáü ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Â ñàìîì äåëå,

ïîñêîëüêó deg r < degw 6 deg qw, èç ðàâåíñòâà h = qw+r âûòåêàåò,
÷òî deg h = deg qw. Ñëåäîâàòåëüíî, deg qw = deg h < degwk

. Èíû-

ìè ñëîâàìè, deg q + degw < k degw, îòêóäà deg q < (k − 1) degw =
= degwk−1

. Ìû äîêàçàëè, ÷òî äðîáü

q

wk−1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðîáü

f
g
äâóìÿ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

f

g
=

a1

pk1

1

+ · · ·+ am

pkm
m

è

f

g
=

b1

qℓ11
+ · · ·+ bn

qℓnn

(èìååòñÿ â âèäó, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ

âñå çíàìåíàòåëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, íî íåêîòîðûå èç ìíîãî÷ëåíîâ

p1, . . . , pm, ðàâíî êàê è íåêîòîðûå èç ìíîãî÷ëåíîâ q1, . . . , qn, ìîãóò
ñîâïàäàòü). Òîãäà

a1

pk1

1

+ · · ·+ am

pkm
m

=
b1

qℓ11
+ · · ·+ bn

qℓnn
. (16.2)

�àçóìååòñÿ, âñå ñëàãàåìûå â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî

ñ÷èòàòü íåíóëåâûìè. Åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (16.2)

ñîäåðæàò îäíî è òî æå ñëàãàåìîå, âû÷åðêíåì åãî èç îáåèõ ÷àñòåé ðà-

âåíñòâà. Ïðîäåëàåì ýòî äëÿ âñåõ ïàð îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè

ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî 0 = 0, çíà÷èò, èñõîäíî ìû èìåëè

äâà ñîâïàäàþùèõ ðàçëîæåíèÿ äðîáè

f
g
â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî âûøå ïðîöåññà â

ðàâåíñòâå (16.2) áóäóò âû÷åðêíóòû íå âñå ñëàãàåìûå. Ïåðåíåñÿ âñå

îñòàâøèåñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü ñ

îáðàòíûì çíàêîì è èçìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

âèäà

s1
t1

+ · · ·+ sr
tr

= 0. (16.3)

Âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøè-

ìè äðîáÿìè. Â ÷àñòíîñòè, t1 = pk äëÿ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî
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ìíîãî÷ëåíà p è íåêîòîðîãî ÷èñëà k. Åñëè r = 1, òî åäèíñòâåííîå

ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16.3), ñîâïàäàþùåå, ñ òî÷íî-

ñòüþ äî çíàêà, ñ îäíèì èç ñëàãàåìûõ ðàâåíñòâà (16.2), ðàâíî íóëþ.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåé äîãîâîðåííîñòè î òîì, ÷òî âñå ñëàãàå-

ìûå â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (16.2) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, r > 1.
Ïîìåíÿâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí-

ñòâà (16.3) ìåñòàìè, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êàæäûé èç ìíî-

ãî÷ëåíîâ t2, t3, . . . , tr èìåë ëèáî âèä pm, ãäå m < k, ëèáî âèä qℓ,
ãäå q � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, îòëè÷íûé îò p. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Q îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ äðîáåé, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè ðà-

âåíñòâà (16.3), ó êîòîðûõ çíàìåíàòåëü èìååò âòîðîé èç óêàçàííûõ

òîëüêî ÷òî âèäîâ. Èç ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 5.5 âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëå-

íû p è Q âçàèìíî ïðîñòû. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (16.3) íà

pk−1Q. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî âèäà

s1Q
p

+ R = 0, ãäå R � íåêîòîðûé

ìíîãî÷ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, s1Q = −pR. Òàêèì îáðàçîì, p | s1Q.
Ïîñêîëüêó p âçàèìíî ïðîñò ñ Q, èç ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 5.5 âûòåêàåò,
÷òî p | s1. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê äðîáü

s1
pk ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øåé è ïîòîìó deg s1 < deg p.

�åøåíèå òèïîâûõ çàäà÷

Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå:

1) çàäà÷è îá îòäåëåíèè êðàòíûõ ìíîæèòåëåé;

2) çàäà÷è î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòå-

ëè íàä îäíèì èç ïîëåé C, R è Q;

3) çàäà÷è î ïðèâîäèìîñòè èëè íåïðèâîäèìîñòè äàííîãî ìíîãî-

÷ëåíà íàä ïîëåì Q;

4) çàäà÷è î ïðåäñòàâëåíèè ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè â âè-

äå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä îäíèì èç ïîëåé C, R è Q.

�åøèì çàäà÷ó ïåðâîãî òèïà.

Çàäà÷à IV.1. Îòäåëèòü êðàòíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= x6 + x4 − x2 − 1 è ðàçëîæèòü åãî íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

íàä ïîëåì R.
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�åøåíèå. Ìû èñïîëüçóåì íèæå îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå ïðè èç-

ëîæåíèè àëãîðèòìà îòäåëåíèÿ êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Ñòðîèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ f0, f1, . . . , fk. Èìååì f0 = f = x6 +
+ x4 − x2 − 1 è f ′

0 = 6x5 +4x3 − 2x. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà

âû÷èñëèì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f0 è f ′
0. Äåëèì

f0 íà f ′
0. Ïîëó÷àåì f0 = q1f

′
0 + r1, ãäå q1 = 1

6x è r1 = 1
3x

4 − 2
3x

2 − 1.
Ïîñêîëüêó r1 6= o, äåëèì f ′

0 íà r1. Ïîëó÷àåì f ′
0 = q2r1+ r2, ãäå q2 =

= 18x è r2 = 16x3+16x. Ïîñêîëüêó r2 6= o, äåëèì r1 íà r2. Ïîëó÷àåì
r1 = q3r2+ r3, ãäå q3 = 1

48x è r2 = −x2− 1. Ïîñêîëüêó r3 6= o, äåëèì
r2 íà r3. Ïîëó÷àåì r2 = q4r4, ãäå q4 = −16x. Ïîñêîëüêó îñòàòîê ïðè
ïîñëåäíåì äåëåíèè ðàâåí o, ðàáîòà àëãîðèòìà Åâêëèäà çàâåðøåíà.

Ìíîãî÷ëåí f1 àññîöèèðîâàí ñ ïîñëåäíèì íåíóëåâûì îñòàòêîì,

ò. å. ñ ìíîãî÷ëåíîì −x2 − 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f1 = x2 + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, f ′

1 = 2x. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëèì

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f1 è f ′
1. Äåëèì f1 íà f ′

1.

Ïîëó÷àåì f1 = q1f
′
1 + r1, ãäå q1 = 1

2x è r1 = 1. ßñíî, ÷òî îñòàòîê îò
äåëåíèÿ f ′

1 íà r1 ðàâåí o. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà àëãîðèòìà Åâêëèäà
çàâåðøåíà. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî f2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, k = 2,

d1(f) =
f0f2
f2
1

=
x6 + x4 − x2 − 1

x4 + 2x2 + 1
= x2 − 1

è d2(f) = f1 = x2 + 1.
Îñòàëîñü ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

íàä ïîëåì R. Â ñèëó (13.1) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f = d1(f)d
2
2(f).

�àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà d1(f) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä R
èìååò âèä d1(f) = (x− 1)(x+1), à ìíîãî÷ëåí d2(f) íåïðèâîäèì íàä

R. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä

ïîëåì R èìååò âèä f = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)2.

Îòâåò. d1(f) = x2 − 1, d2(f) = x2 + 1, f = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)2.

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âòîðîãî òèïà.

Çàäà÷à IV.2. �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 − x2 − 2 íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîæèòåëè:

à) íàä ïîëåì C;

á) íàä ïîëåì R;

â) íàä ïîëåì Q.
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�åøåíèå. à) Íàéäåì âñå êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x). Äëÿ
ýòîãî íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå x4 − x2 − 2 = 0. Ýòî áèêâàäðàòíîå

óðàâíåíèå. Ñäåëàâ çàìåíó t = x2
, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

t2 − t − 2 = 0, èìåþùåå äâà êîðíÿ: 2 è −1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî-

ëó÷àåì óðàâíåíèå x2 = 2, èìåþùåå äâà äåéñòâèòåëüíûõ (à çíà÷èò,

è êîìïëåêñíûõ) êîðíÿ: x1 =
√
2 è x2 = −

√
2. Âî âòîðîì ñëó÷àå

èìååì óðàâíåíèå x2 = −1, èìåþùåå äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ: x3 = i
è x4 = −i. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì C èìååò âèä f(x) = (x −

√
2 )(x +

+
√
2 )(x− i)(x + i).

á) Ïåðåìíîæèâ äâå ïîñëåäíèå ñêîáêè èç ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åí-

íîãî òîëüêî ÷òî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâî-
äèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R: f(x) = (x−

√
2 )(x +

√
2 )(x2 + 1).

â) Ïîñêîëüêó ÷èñëà

√
2 è−

√
2 èððàöèîíàëüíû, ïîëó÷åííîå òîëü-

êî ÷òî ðàâåíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì f(x) íà ìíîæèòåëè íàä
ïîëåì Q. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäíåå, ïåðåìíîæèì ïåðâûå äâå ñêîá-

êè èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì f(x) = (x2−2)(x2+1).
Ìíîãî÷ëåí x2−2 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q, ïîñêîëüêó îí óäîâëåòâî-
ðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà ïðè p = 2. À ìíîãî÷ëåí x2+1
íåïðèâîäèì íàä Q ïîòîìó, ÷òî îí íåïðèâîäèì óæå íàä R. Òàêèì
îáðàçîì, ðàâåíñòâî f(x) = (x2 − 2)(x2 + 1) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì

f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q.

Îòâåò. à) f(x) = (x −
√
2 )(x +

√
2 )(x − i)(x + i); á) f(x) = (x −

−
√
2 )(x+

√
2 )(x2 + 1); â) f(x) = (x2 − 2)(x2 + 1).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìîæíî íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-

òåëü ìíîãî÷ëåíîâ.

Çàäà÷à IV.3. Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) = x4 − x3 − x+ 1 è g(x) = x4 + x3 − x− 1.

�åøåíèå. �àçëîæèì ìíîãî÷ëåí f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè
íàä ïîëåì R. Çàìåòèì, ÷òî f(1) = 1− 1− 1+ 1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) äåëèòñÿ íà x − 1. �àçäåëèì f(x) íà x − 1 ïî ñõåìå �îðíåðà.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä

1 −1 0 −1 1

1 1 0 0 −1 0

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = (x−1)(x3−1). Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé
ðàçíîñòè êóáîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+1) è ïîòîìó
f(x) = (x−1)2(x2+x+1). Ïîñêîëüêó êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí x2+x+1
èìååò îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò, îí íåïðèâîäèì íàä ïîëåì R è

ïîòîìó ðàâåíñòâî f(x) = (x− 1)2(x2 +x+1) ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì
ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R.

Òåïåðü ðàçëîæèì íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R
ìíîãî÷ëåí g(x). Çàìåòèì, ÷òî g(1) = 1 + 1 − 1 − 1 = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, g(x) äåëèòñÿ íà x − 1. �àçäåëèì g(x) íà x − 1 ïî ñõåìå

�îðíåðà. Íà ýòîò ðàç òàáëèöà èìååò âèä

1 1 0 −1 −1
1 1 2 2 1 0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(x) = (x − 1)g1(x), ãäå g1(x) = x3 + 2x2 + 2x + 1.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî g1(−1) = −1 + 2 − 2 + 1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
g1(x) äåëèòñÿ íà x + 1. �àçäåëèì g1(x) íà x + 1 ïî ñõåìå �îðíåðà.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàáëèöà èìååò âèä

1 2 2 1

−1 1 1 1 0

.

Òàêèì îáðàçîì, g1(x) = (x + 1)(x2 + x + 1) è ïîòîìó g(x) = (x −
−1)(x+1)(x2+x+1). ßñíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì
ìíîãî÷ëåíà g(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R.

Ñðàâíèâàÿ íàéäåííûå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì, ÷òî íàèáîëüøèì îáùèì äå-

ëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí (x−1)(x2+x+1) =
= x3 − 1.

Îòâåò. x3 − 1.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì òðåòüåãî òèïà. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàí-

íûé ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèìûì èëè íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåì Q, ìîæ-
íî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïðîñòåéøèì èç íèõ (íî äàëåêî íå âñå-

ãäà ïðèìåíèìûì) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à IV.4. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = 5x5−6x4+12x2−21
íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.
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�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(x)
íå äåëèòñÿ íà 3, âñå îñòàëüíûå åãî êîý��èöèåíòû äåëÿòñÿ íà 3, à

åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí íå äåëèòñÿ íà 9. Â ñèëó êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà

ìíîãî÷ëåí f(x) = 5x5 − 6x4 + 12x2 − 21 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.

Íåïðèâîäèìîñòü íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 èëè 3 ìîæ-

íî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 12.5. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâó-

þùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à IV.5. Âûÿñíèòü, ïðèâîäèì ëè íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí

f(x) = x3 − x2 + x− 4.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) îò âñåõ äåëèòåëåé
åãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà:

f(1) = 1− 1 + 1− 4 = −3 6= 0;

f(−1) = −1− 1− 1− 4 = −7 6= 0;

f(2) = 8− 4 + 2− 4 = 2 6= 0;

f(−2) = −2− 4− 2− 4 = −12 6= 0;

f(4) = 64− 16 + 4− 4 = 48 6= 0;

f(−4) = −64− 16− 4− 4 = −88 6= 0.

Ìû âèäèì, ÷òî íè îäèí èç äåëèòåëåé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà

f(x) íå ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 11.2 ýòîò ìíîãî÷ëåí

íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Èç ïðåäëîæåíèÿ 12.5 òåïåðü âûòå-

êàåò, ÷òî f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.

Îòâåò. Íåïðèâîäèì.

Îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà ê ìíîãî÷ëåíó èç çàäà-

÷è IV.5 íåïðèìåíèì, ïîñêîëüêó ïðîñòîãî ÷èñëà, íà êîòîðîå äåëè-

ëèñü áû âñå êîý��èöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, êðîìå ñòàðøåãî, íå

ñóùåñòâóåò.

Íàêîíåö, íàèáîëåå òðóäîåìêèé, íî çàòî óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá

âûÿñíåíèÿ òîãî, ïðèâîäèì ëè äàííûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Q, äà-
åò àëãîðèòì Êðîíåêåðà. Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî

àëãîðèòìà. Âî âñåõ ýòèõ çàäà÷àõ ìû áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê èñ-

ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå ïðè èçëîæåíèè àëãîðèòìà Êðî-

íåêåðà.
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Çàäà÷à IV.6. Âûÿñíèòü, ïðèâîäèì ëè íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí

f(x) = x5 − 3x3 − x− 6.

�åøåíèå. ßñíî, ÷òî m =
[
deg f(x)

2

]

= 2. Ïîëîæèì x0 = 1, x1 = 2

è x2 = 3. Òîãäà f(x0) = f(1) = −9 è f(x1) = f(2) = 0. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ àëãîðèòìîì Êðîíåêåðà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèâîäèì.

Îòâåò. Ïðèâîäèì.

Â ýòîì ïðèìåðå íàì ïîâåçëî: ìû ñëó÷àéíî âûáðàëè â êà÷åñòâå

îäíîãî èç çíà÷åíèé ïåðåìåííîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Â ðåçóëü-

òàòå ðàáîòà àëãîðèòìà Êðîíåêåðà, åñëè òàê ìîæíî âûðàçèòüñÿ, çà-

êîí÷èëàñü, íå óñïåâ íà÷àòüñÿ. Ôàêòè÷åñêè îíà ñâåëàñü ê ññûëêå íà

çàìå÷àíèå 12.3. Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ ïðèìåíèòü àëãîðèòì

Êðîíåêåðà òàêèì îáðàçîì íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó âîçíèêàþùèå â

íèõ ìíîãî÷ëåíû íå èìåþò öåëûõ êîðíåé (â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ

ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 11.2). Îòìåòèì, ÷òî ðåøèòü ýòè çàäà÷è, íå

èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Êðîíåêåðà, òàêæå íåëüçÿ, ïîñêîëüêó êðèòåðèé

Ýéçåíøòåéíà â íèõ íå ïðèìåíèì, à óïîìÿíóòûå ìíîãî÷ëåíû èìåþò

ñòåïåíü > 3.

Çàäà÷à IV.7. Âûÿñíèòü, ïðèâîäèì ëè íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí

f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 + 1.

�åøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, m =
[
deg f(x)

2

]

= 2. Ïîëî-

æèì x0 = 0, x1 = 1 è x2 = 2. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)
â ýòèõ òðåõ òî÷êàõ: f(x0) = f(0) = 1, f(x1) = f(1) = 1 è f(x2) =
= f(2) = 1. Ïîñêîëüêó âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íå
ðàâíû 0, íàì íàäî íàéòè èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàí-

æà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â òî÷êàõ x0, x1 è x2 äåëÿò ñîîòâåòñòâåííî

÷èñëà f(x0), f(x1) è f(x2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (6.4) âñÿêèé

òàêîé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä y0p0(x) + y1p1(x) + y2p2(x) äëÿ íåêîòî-
ðûõ ÷èñåë y0, y1 è y2 è íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ p0(x), p1(x) è p2(x),
êîòîðûå, êàê ïîêàçûâàåò �îðìóëà (6.3), çàâèñÿò òîëüêî îò ÷èñåë

x0, x1 è x2. Íàéäåì ýòè ìíîãî÷ëåíû:

p0(x) =
x− x1

x0 − x1
· x− x2

x0 − x2
=

x− 1

−1
· x− 2

−2
=

x2

2
− 3x

2
+ 1;
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p1(x) =
x− x0

x1 − x0
· x− x2

x1 − x2
=

x

1
· x− 2

−1
= −x2 + 2x;

p2(x) =
x− x0

x2 − x0
· x− x1

x2 − x1
=

x

2
· x− 1

1
=

x2

2
− x

2
.

Êàæäîå èç ÷èñåë f(x0), f(x1) è f(x2) èìååò ðîâíî äâà äåëèòå-

ëÿ: 1 è −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âîñåìü íàáîðîâ ÷èñåë âèäà

(n0, n1, n2), ãäå nj | f(xj) ïðè j = 0, 1, 2. Â ñèëó (6.4)

g(−n0,−n1,−n2) = −n0p0(x) − n1p1(x) − n2p2(x) =

= −(n0p0(x) + n1p1(x) + n2p2(x)) = −g(n0,n1,n2).

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà −1 íå ìåíÿåò åãî ñòåïåíü è

íå âëèÿåò íà òî, äåëèòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí f(x) íà äàííûé ìíîãî÷ëåí,

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òå íàáîðû ÷èñåë âèäà (n0, n1, n2),
â êîòîðûõ n0 > 0, à èìåííî íàáîðû (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1) è
(1,−1,−1). Âûÿñíèì, åñòü ëè ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n0,n1,n2),

ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì, ìíîãî÷ëåí ñî ñëåäóþùèìè äâóìÿ

ñâîéñòâàìè: deg g(n0,n1,n2) > 0 è g(n0,n1,n2) | f . Èìååì:

g(1,1,1)(x) = p0(x) + p1(x) + p2(x) =

=
x2

2
− 3x

2
+ 1− x2 + 2x+

x2

2
− x

2
=

= 1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 0;

g(1,1,−1)(x) = p0(x) + p1(x) − p2(x) =

=
x2

2
− 3x

2
+ 1− x2 + 2x− x2

2
+

x

2
=

= −x2 + x+ 1 íå äåëèò f(x), ïîñêîëüêó

f(x) = (−x2 + 2x− 1)(−x2 + x+ 1)− x+ 2;

g(1,−1,1)(x) = p0(x)− p1(x) + p2(x) =

=
x2

2
− 3x

2
+ 1 + x2 − 2x+

x2

2
− x

2
=

= 2x2 − 4x+ 1 íå äåëèò f(x), ïîñêîëüêó

f(x) =
(x2

2
− x

2
− 1

4

)

(2x2 − 4x+ 1)− x

2
+

5

4
;

g(1,−1,−1)(x) = p0(x)− p1(x) − p2(x) =
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=
x2

2
− 3x

2
+ 1 + x2 − 2x− x2

2
+

x

2
=

= x2 − 3x+ 1 íå äåëèò f(x), ïîñêîëüêó

f(x) = (x2 + 1)(x2 − 3x+ 1) + 3x.

Èòàê, ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n0,n1,n2) íåò ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè

> 0, äåëÿùèõ f(x). Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì Êðîíåêåðà ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.

Îòâåò. Íåïðèâîäèì.

Â çàäà÷å IV.7 ìíîãî÷ëåíû âèäà g(n0,n1,...,nm) èñêàëèñü ñ ïîìî-

ùüþ �îðìóë (6.3) è (6.4). Èõ ìîæíî èñêàòü è ïî-äðóãîìó, ðåøàÿ ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (6.2). Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé

ïðèìåð. Ýòîò ïðèìåð òàêæå ïîêàçûâàåò, êàê ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

Êðîíåêåðà ìîæíî íàéòè ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q.

Çàäà÷à IV.8. Âûÿñíèòü, ïðèâîäèì ëè íàä ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí

f(x) = x4 − x2 − 2x − 1; åñëè äà, ðàçëîæèòü åãî íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q.

�åøåíèå. Êàê è â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, m =
[
deg f(x)

2

]

= 2.

Ïîëîæèì x0 = −1, x1 = 0 è x2 = 1. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) â ýòèõ òðåõ òî÷êàõ: f(x0) = f(−1) = 1, f(x1) = f(0) = −1 è

f(x2) = f(1) = −3. Ïîñêîëüêó âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x) íå ðàâíû 0, íàì íàäî íàéòè èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû

Ëàãðàíæà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â òî÷êàõ x0, x1 è x2 äåëÿò ñîîòâåò-

ñòâåííî ÷èñëà f(x0), f(x1) è f(x2). ×èñëà f(x0) è f(x1) èìåþò ðîâíî
äâà äåëèòåëÿ: 1 è −1, à ÷èñëî f(x2) � ÷åòûðå äåëèòåëÿ: 1, −1, 3 è
−3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò 16 íàáîðîâ ÷èñåë âèäà (n0, n1, n2),
ãäå nj | f(xj) ïðè j = 0, 1, 2. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ìû ìî-

æåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå íàáîðû, â êîòîðûõ n0 > 0. Òàêèì îá-

ðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 8 íàáîðîâ ÷èñåë: (1, 1, 1), (1, 1,−1),
(1, 1, 3), (1, 1,−3), (1,−1, 1), (1,−1,−1), (1,−1, 3) è (1,−1,−3). Áó-
äåì èñêàòü ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì íàáîðàì,

ðåøàÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (6.2), è äëÿ òåõ èç íàé-

äåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ > 0, âûÿñíÿòü, äåëÿò ëè îíè
f(x). Ïîñêîëüêó g(n0,n1,n2) 6 2 äëÿ ëþáîé òðîéêè ÷èñåë (n0, n1, n2),
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ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(n0,n1,n2) = ax2 + bx + c äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë

a, b, c.

à) n0 = n1 = n2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ â ìíîãî÷ëåí g(1,1,1)(x) = ax2 +
+ bx+ c âìåñòî x ñíà÷àëà −1, ïîòîì 0 è ïîòîì 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







a − b + c = 1,
c = 1,

a + b + c = 1.

Èòàê, c = 1. Ïîäñòàâèâ 1 âìåñòî c â ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî a − b = 0 è a + b = 0. Ñêëàäûâàÿ ýòè

óðàâíåíèÿ, èìååì 2a = 0, ò. å. a = 0. Îòñþäà è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî b = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, g(1,1,1)(x) = 1 � ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè 0.

á) n0 = n1 = 1, à n2 = −1. Íà ýòîò ðàç òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó






a − b + c = 1,
c = 1,

a + b + c = −1.

Êàê è ðàíåå, c = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, a− b = 0 è a+ b = −2. Ñêëàäû-
âàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, èìååì 2a = −2, ò. å. a = −1. Îòñþäà è èç ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî b = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, g(1,1,−1)(x) =
= −x2 − x + 1. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íå äåëèò f(x), ïîñêîëüêó f(x) =
= (x2 + x− 1)(−x2 − x+ 1)− 4x.

â) n0 = n1 = 1, à n2 = 3. Íà ýòîò ðàç òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó






a − b + c = 1,
c = 1,

a + b + c = 3.

Âíîâü c = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, a− b = 0 è a+ b = 2. Ñêëàäûâàÿ ýòè
óðàâíåíèÿ, èìååì 2a = 2, ò. å. a = 1. Îòñþäà è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî b = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, g(1,1,3)(x) = x2 + x + 1. Ýòîò
ìíîãî÷ëåí äåëèò f(x), ïîñêîëüêó f(x) = (x2 − x− 1)(x2 + x+ 1).

Èòàê, ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n0,n1,n2) íàøåëñÿ ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè > 0, äåëÿùèé f(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ïðèâî-
äèì íàä ïîëåì Q. �àáîòà àëãîðèòìà Êðîíåêåðà çàâåðøåíà. Îäíî-
âðåìåííî ìû íàøëè ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) â ïðîèçâåäåíèå
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ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè íàä ïîëåì Q: f(x) = (x2−x−1)(x2+
+ x + 1). Èç ñëåäñòâèÿ 11.2 è ïðåäëîæåíèÿ 12.5 ëåãêî âûòåêàåò,

÷òî ìíîãî÷ëåíû x2 + x + 1 è x2 − x − 1 íåïðèâîäèìû íàä ïîëåì

Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q èìååò âèä f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 − x− 1).

Îòâåò. Ïðèâîäèì; f(x) = (x2 + x+ 1)(x2 − x− 1).

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê çàäà÷àì ÷åòâåðòîãî òèïà.

Çàäà÷à IV.9. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2

â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

à) íàä ïîëåì C;

á) íàä ïîëåì R;

â) íàä ïîëåì Q.

�åøåíèå. à) Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è IV.2à) ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå

ìíîãî÷ëåíà x4 − 4x2 − 2 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì C
èìååò âèä x4−4x2−2 =

(
x−

√
2
)(
x+

√
2
)
(x−i)(x+i). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðåäñòàâëåíèå äàííîé â óñëîâèè ðàöèîíàëüíîé äðîáè â âèäå ñóììû

ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì C èìååò âèä

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

A

x−
√
2
+

B

x+
√
2
+

C

x− i
+

D

x+ i

äëÿ íåêîòîðûõ A,B,C,D ∈ C. Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðà-

âåíñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

ðàâåíñòâà íà ýòîò çíàìåíàòåëü. Ïîëó÷èì

4x3 − 2x2 + 4x+ 4 = A(x+
√
2 )(x2 + 1) +B(x−

√
2 )(x2 + 1) +

+ C(x2 − 2)(x+ i) +D(x2 − 2)(x− i) =

= (A+B + C +D)x3 +

+ (
√
2A−

√
2B + iC − iD)x2 +

+ (A+B − 2C − 2D)x+

+ (
√
2A−

√
2B − 2iC + 2iD).



102 �ëàâà IV. �àçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-

íîé x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







A + B + C + D = 4,√
2A −

√
2B + iC − iD = −2,

A + B − 2C − 2D = 4,√
2A −

√
2B − 2iC + 2iD = 4.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, ïîëó÷àåì 3C + 3D = 0, îò-
êóäà D = −C. À óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2 è ïðèáàâèâ ê

íåìó òðåòüå, ïîëó÷àåì 3A + 3B = 12, îòêóäà B = 4 − A. Ïîäñòà-
âèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ B è D âî âòîðîå óðàâíåíèå, èìååì√
2A−

√
2(4−A) + 2iC = −2, îòêóäà 2

√
2A+ 2iC = −2 + 4

√
2, ò. å.

√
2A+ iC = −1 + 2

√
2. (⋆)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ B è D â ÷åòâåð-

òîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî

√
2A−

√
2(4−A)− 4iC = 4,

îòêóäà 2
√
2A− 4iC = 4+4

√
2, ò. å.

√
2A− 2iC = 2+2

√
2. Âû÷òÿ ýòî

ðàâåíñòâî èç (⋆), èìååì 3iC = −3. Óìíîæèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

íà − i
3 , ïîëó÷àåì, ÷òî C = i, è ïîòîìó D = −C = −i. Îòñþäà è

èç (⋆) âûòåêàåò, ÷òî
√
2A − 1 = −1 + 2

√
2, îòêóäà A = 2, è ïîòîìó

B = 4−A = 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

2

x−
√
2
+

2

x+
√
2
+

i

x− i
+

−i

x+ i
.

á) �åøåíèå çàäà÷è IV.2á) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëå-

íà x4−4x2−2 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R èìååò âèä

x4 − 4x2 − 2 =
(
x−

√
2
)(
x+

√
2
)
(x2 +1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâ-

ëåíèå íàøåé äðîáè â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì R
èìååò âèä

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

A

x−
√
2
+

B

x+
√
2
+

Cx +D

x2 + 1

äëÿ íåêîòîðûõ A,B,C,D ∈ R. Íà ýòîò ðàç, ïðèâåäÿ ïðàâóþ ÷àñòü

ðàâåíñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî

ðàâåíñòâà íà ýòîò çíàìåíàòåëü, ìû ïîëó÷èì

4x3 − 2x2 + 4x+ 4 = A(x +
√
2)(x2 + 1) +B(x−

√
2)(x2 + 1) +

+ (Cx+D)(x2 − 2) =
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= (A+B + C)x3 + (
√
2A−

√
2B +D)x2 +

+ (A+B − 2C)x+ (
√
2A−

√
2B − 2D).

Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-

íîé x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







A + B + C = 4,√
2A −

√
2B + D = −2,

A + B − 2C = 4,√
2A −

√
2B − 2D = 4.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, ïîëó÷àåì, ÷òî 3C = 0, ò. å. C =
= 0. À âû÷òÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîå, íàõîäèì, ÷òî 3D =
= −6, ò. å. D = −2. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî

A + B = 4, à èç âòîðîãî � ÷òî

√
2A −

√
2B = 0, ò. å. A − B =

= 0. Ñêëàäûâàÿ äâà ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâà, èìååì 2A = 4, ò. å.
A = 2. Ó÷èòûâàÿ åùå ðàç, ÷òî A − B = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî B = 2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

2

x−
√
2
+

2

x+
√
2
+

−2

x2 + 1
.

â) Êàê ïîêàçàíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è IV.2â), ðàçëîæåíèå ìíîãî-

÷ëåíà x4 − 4x2− 2 íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q èìååò

âèä x4 − 4x2 − 2 = (x2 − 2)(x2 + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå
íàøåé äðîáè â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì Q èìååò

âèä

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

Ax+B

x2 − 2
+

Cx+D

x2 + 1

äëÿ íåêîòîðûõ A,B,C,D ∈ Q. Îòñþäà

4x3 − 2x2 + 4x+ 4 = (Ax +B)(x2 + 1) + (Cx+D)(x2 − 2) =

= (A+ C)x3 + (B +D)x2 + (A− 2C)x+

+ (B − 2D).

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-
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íîé x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







A + C = 4,
B + D = −2,

A − 2C = 4,
B − 2D = 4.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, èìååì 3C = 0, ò. å. C = 0.
Îòñþäà è èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî A = 4. Äàëåå, âû÷òÿ
èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîå, íàõîäèì, ÷òî 3D = −6, ò. å. D =
= −2. À îòñþäà è èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî B = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,

4x3 − 2x2 + 4x+ 4

x4 − x2 − 2
=

4x

x2 − 2
+

−2

x2 + 1
.

Îòâåò. a)

2
x−

√
2
+ 2

x+
√
2
+ i

x−i
+ −i

x+i
; á)

2
x−

√
2
+ 2

x+
√
2
+ −2

x2+1 ; â)
4x

x2−2 +

+ −2
x2+1 .

Â çàäà÷å IV.9 çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé äðîáè ðàñêëàäûâàåòñÿ

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè êðàòíîñòè 1 (íàä êàæäûì èç òðåõ

ðàññìîòðåííûõ ïîëåé). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòî íå òàê.

Çàäà÷à IV.10. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü

x4 + 1

x5 + 2x3 + x

â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì R.

�åøåíèå. �àçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ äðîáè íà íåïðèâîäèìûå ìíî-

æèòåëè â äàííîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ î÷åíü ëåãêî:

x5 + 2x3 + x = x(x4 + 2x2 + 1) = x(x2 + 1)2.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå äàííîé äðîáè â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ

äðîáåé èìååò âèä

x4 + 1

x5 + 2x3 + x
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
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äëÿ íåêîòîðûõ A,B,C,D,E ∈ R. Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè ïîëó÷åííûõ

äðîáåé. Ïîëó÷èì

x4 + 1 = A(x2 + 1)2 + (Bx+ C)x(x2 + 1) + (Dx+ E)x =

= Ax4 + 2Ax2 +A+Bx4 +Bx2 + Cx3 + Cx +Dx2 + Ex =

= (A+B)x4 + Cx3 + (2A+B +D)x2 + (C + E)x+A.

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-

íîé x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







A + B = 1,
C = 0,

2A + B + D = 0,
C + E = 0,

A = 1.

Â ÷àñòíîñòè, A = 1 è C = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òåïåðü âûòåêàåò,
÷òî B = 0, à èç ÷åòâåðòîãî � ÷òî E = 0. Íàêîíåö, ïîäñòàâèâ íàé-
äåííûå çíà÷åíèÿ A è B â òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî D = −2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

x4 + 1

x5 + 2x3 + x
=

1

x
+

−2x

(x2 + 1)2
.

Îòâåò.

1
x
+ −2x

(x2+1)2 .

Â çàäà÷àõ IV.9 è IV.10 íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëåé

ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé èìåëè ñòåïåíü 6 2. Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ äðî-

áåé íàä ïîëåì Q ýòî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ (ñì. ñëåäñòâèå 15.4).

�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Çàäà÷à IV.11. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü

2x2 + 3x

x6 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2

â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì Q.
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�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

x6 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2 =

= x4(x2 + 1) + 2x(x2 + 1) + 2(x2 + 1) =

= (x2 + 1)(x4 + 2x+ 2).

Ìíîãî÷ëåí x2+1 íåïðèâîäèì íàä R, à çíà÷èò è íàä Q, à ìíîãî÷ëåí
x4+2x+2 óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà ïðè p = 2
è ïîòîìó òàêæå íåïðèâîäèì íàä Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

x6 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2 = (x2 + 1)(x4 + 2x+ 2)

ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì çíàìåíàòåëÿ äàííîé â óñëîâèè äðîáè íà íå-

ïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå äàí-
íîé äðîáè â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä Q èìååò âèä

2x2 + 3x

x6 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx3 +Dx2 + Ex+ F

x4 + 2x+ 2

äëÿ íåêîòîðûõ A,B,C,D,E, F ∈ Q. Ïðèâåäåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè ïîëó÷åííûõ

äðîáåé. Ïîëó÷èì

2x2 + 3x = (Ax+B)(x4 + 2x+ 2) +

+ (Cx3 +Dx2 + Ex+ F )(x2 + 1) =

= (A+ C)x5 + (B +D)x4 + (C + E)x3 +

+ (2A+D + F )x2 + (2A+ 2B + E)x+ (2B + F ).

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-

íîé x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







A + C = 0,
B + D = 0,

C + E = 0,
2A + D + F = 2,
2A + 2B + E = 3,

2B + F = 0.
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�åøèì åå ìåòîäîì �àóññà. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
2 0 0 1 0 1 2
2 2 0 0 1 0 3
0 2 0 0 0 1 0











∼











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 −2 1 0 1 2
0 2 −2 0 1 0 3
0 2 0 0 0 1 0











∼

∼











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 −2 1 0 1 2
0 0 −2 −2 1 0 3
0 0 0 −2 0 1 0











∼











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 2 1 2
0 0 0 −2 3 0 3
0 0 0 −2 0 1 0











∼

∼











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 2 1 2
0 0 0 0 7 2 7
0 0 0 0 4 3 4











∼











1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 2 1 2
0 0 0 0 7 2 7
0 0 0 0 0 13 0











.

Èç ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì, ÷òî F = 0,
E = 1, D = 0, C = −1, B = 0, A = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

2x2 + 3x

x6 + x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 2
=

x

x2 + 1
+

−x3 + x

x4 + 2x+ 2
.

Îòâåò.

x
x2+1 + −x3+x

x4+2x+2 .



Çàäà÷è äëÿ

ñàìîñòîÿòåëüíîãî

ðåøåíèÿ

Âî âñåõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ÿâíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðå÷ü

èäåò î ìíîãî÷ëåíàõ íàä ïîëåì R.

1. Íàéòè ÷àñòíîå q(x) è îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x)
íà ìíîãî÷ëåí g(x):

à) f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 3x− 2, g(x) = x− 2;

á) f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 3x− 8, g(x) = x+ 2;

â) f(x) = x4 + x3 + 3x2 − x− 2, g(x) = x3 + 2x− 3;

ã) f(x) = x3 + x− 1, g(x) = x2 + x+ 1;

ä) f(x) = x4 + x3 + 2x2 + 3x, g(x) = x2 + 1;

å) f(x) = x5 + x4 + 2x3 − 2x2 + 3x, g(x) = x3 + x2 + x− 3;

æ) f(x) = x6 + 3x5 − 2x4 − 7x3 − 2x+ 3, g(x) = x4 + 2x3 + x− 1.

2. Íàéòè ÷àñòíîå q(x) è îñòàòîê r(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) =
= x5 + x3 + 1 íà ìíîãî÷ëåí g(x) = x2 + x+ 1:

à) íàä ïîëåì R;

á) íàä ïîëåì Z2;

â) íàä ïîëåì Z3.
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3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F äåëèòñÿ íà

ñâîþ ïðîèçâîäíóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí àññîöèèðîâàí ñ

ìíîãî÷ëåíîì (x−α)n äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ F è íåêîòîðîãî íàòóðàëü-

íîãî n.
4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàéòè èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü d(x) è ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî d = uf + vg:

à) f(x) = x5− 3x4− 2x3+3x2+7x+6, g(x) = x4−x3−x2−x− 2;

á) f(x) = x5 − 4x4 + 2x3 − 8x2 − 3x+ 12, g(x) = x4 + x3 − x− 1;

â) f(x) = x5 − 2x4 + x3 − 9x2 − 6x− 9, g(x) = x7 − x6 − x5 − 7x4 −
− 17x3 − 15x2 − 15x− 9;

ã) f(x) = x7 +2x6 − 2x5 − 3x4 +2x3 − 2x2 − 4x, g(x) = x6 +2x5 −
− 5x4 − 6x3 + 8x2 + 4x− 4.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû è íàéòè

ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî uf + vg = 1:

à) f(x) = x4 + x3 + 3x2 − x− 2, g(x) = x3 + 2x− 3;

á) f(x) = x3 + x− 1, g(x) = x2 + x+ 1;

â) f(x) = x4 + x3 + 2x2 + 3x, g(x) = x2 + 1;

ã) f(x) = x3 + x2 + x− 3, g(x) = x5 + x4 + 2x3 − 2x2 + 3x;

ä) f(x) = x4 + 2x3 + x− 1, g(x) = x6 + 3x5 − 2x4 − 7x3 − 2x+ 4.

6. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàä ïîëåì Z2 íàéòè èõ íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü d(x) è ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî d = uf +
+ vg:

à) f(x) = x5 + x4 + 1, g(x) = x4 + x2 + 1;

á) f(x) = x5 + x3 + x+ 1, g(x) = x4 + 1;

â) f(x) = x5 + x+ 1, g(x) = x4 + x3 + 1;

ã) f(x) = x5 + x3 + x, g(x) = x4 + x+ 1.

7. Ïóñòü f è g � ìíîãî÷ëåíû íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì, d � èõ

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, à ìíîãî÷ëåíû u è v òàêîâû, ÷òî d =
= uf + vg. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû u è v âçàèìíî ïðîñòû.
8. Íàéòè ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè p(x), ïðèíèìàþùèé â óêà-
çàííûõ íèæå òî÷êàõ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

à)

x −1 0 1 2

p(x) 3 7 9 −3
;
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á)

x −1 0 1 2

p(x) 2 −4 −8 2

;

â)

x −2 −1 0 1

p(x) −3 1 1 3

;

ã)

x −2 −1 0 1

p(x) −14 −3 0 1

.

9. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà p(x) äëÿ

�óíêöèè f(x), ïðèíèìàþùåé ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

à)

x −1 0 1 2

f(x) −10 −4 −2 2

;

á)

x −1 0 1 2

f(x) −9 −3 −3 −3
;

â)

x −2 −1 0 1

f(x) −10 4 6 4

;

ã)

x −2 −1 0 1

f(x) 0 −4 −8 −6
.

10. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ñðåäè êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà x3 − 7x + λ åñòü äâà, îäèí èç êîòîðûõ â äâà ðàçà áîëüøå

äðóãîãî.

11. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ñðåäè êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà 2x3 − x2 − 7x+ λ åñòü äâà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1.

12. Âûÿñíèòü, êîðíåì êàêîé êðàòíîñòè ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî a:

à) f(x) = x5 − 5x3 − 9x2 − 8x− 3, a = −1;

á) f(x) = x5 − 15x4 + 74x3 − 110x2 − 75x+ 125, a = 5;

â) f(x) = x4 − 4x3 + 3x2 + 4x− 4, a = 2;

ã) f(x) = x5 + x4 + x3 − x2 − x− 1, a = 1;

ä) f(x) = x5 − 5x4 + 2x3 + 14x2 − 3x− 9, a = 3.
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13. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí. Âûÿñíèòü, êîðíåì êà-

êîé êðàòíîñòè ìíîãî÷ëåíà

g(x) =
x− a

2
·
(
f ′(x) + f ′(a)

)
− f(x) + f(a)

ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a.
14. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b ÷èñëî 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2 ìíîãî÷ëåíà axn+1 + bxn + 1.
15. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > 4 ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì êðàòíîñòè 3 ìíîãî÷ëåíà x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1.
16. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ìíîãî÷ëåí

xn

n!
+

xn−1

(n− 1)!
+ · · ·+ x2

2!
+ x+ 1

íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

17. �åøèòü óðàâíåíèÿ â ïîëå R è â ïîëå C:

à) x4 − 3x3 + x2 + 4 = 0;

á) x4 − 2x3 + 3x2 − 4x+ 2 = 0;

â) x5 + 3x4 + 2x3 + 6x2 + x+ 3 = 0;

ã) x6 − 2x5 + 2x4 − 10x3 − 11x2 − 8x− 12 = 0.

18. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 +
+ 3x2 − 6x− 9

à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [0, 2].

19. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = 2x3 +
+ 3x2 + 3x+ 6

à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [−2, 1].

20. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = x3 +
+ x+ 1

à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [−1, 0].

21. Íàéòè ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x) = 4x4 +
+ x2 − 3x+ 1
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à) íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) íà îòðåçêå [0, 3].

22. Íàéòè ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x):

à) f(x) = x3 − x2 − 7x+ 3;

á) f(x) = x4 + 5x3 + 5x2 − 5x− 6;

â) f(x) = x5 + 2x4 + 3x3 + 3x2 + 2x+ 1;

ã) f(x) = 12x3 − 28x2 + 13x+ 3;

ä) f(x) = 5x4 − 4x3 − 16x2 + 12x+ 3;

å) f(x) = 2x5 + x4 − 9x3 + 10x− 4;

æ) f(x) = x4 − 4
3x

3 + 10
3 x2 − 4x+ 1.

23. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R ñ öåëûìè êîý��èöèåíòà-

ìè. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî ÷èñëà

f(m) è f(m+1) íå÷åòíû, òî ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò öåëûõ êîðíåé.
24. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R ñ öåëûìè êîý��èöèåíòà-

ìè. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k è m òàêèå, ÷òî

|k −m| > 2 è êàæäîå èç ÷èñåë f(k) è f(m) ðàâíî ëèáî 1, ëèáî −1,
òî ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé.
25. Îòäåëèòü êðàòíûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f è ðàçëîæèòü åãî

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì R:

à) f(x) = x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 1;

á) f(x) = x4 + 2x3 − 2x− 1;

â) f(x) = x5 − x4 − 2x3 + 2x2 + x− 1;

ã) f(x) = x5 − 3x4 + 4x3 − 4x2 + 3x− 1;

ä) f(x) = x5 − x4 + 4x3 − 4x2 + 4x− 4;

å) f(x) = x6 − 4x5 + 6x4 − 8x3 + 9x2 − 4x+ 4.

26. �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä

ïîëåì C è íàä ïîëåì R:

à) f(x) = x4 − x3 − x2 − x− 2;

á) f(x) = x4 + 4x3 + 4x2 − 4x− 5;

â) f(x) = x4 + 5x3 + 10x2 + 9x+ 3;

ã) f(x) = x5 + x4 + 2x3 − 6x2 − 3x+ 5;

ä) f(x) = x4 + 4;

å) f(x) = 2x3 − 3x2 + 1.
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27. �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä

ïîëåì Q:

à) f(x) = x4 − 5x2 + 6;

á) f(x) = x5 − 3x3 − 5x2 + 15;

â) f(x) = x3 + 2x2 − 2x− 1;

ã) f(x) = x5 + x4 + 2x2 + 8x+ 6.

28. Äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü íàä ïîëåì Q ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëå-

íîâ:

à) x4 + 2x3 − 6x2 + 4x− 2;

á) 2x4 + 6x3 − 9x2 + 12x− 12;

â) x2 + 2x− 4;

ã) x3 + 2x2 + 3x+ 4.

29. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Êðîíåêåðà, âûÿñíèòü, ïðèâîäèì ëè íàä

ïîëåì Q ìíîãî÷ëåí f(x); åñëè äà, ðàçëîæèòü åãî íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q:

à) f(x) = x4 + x3 − 2x2 − 2x+ 1;

á) f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 2x+ 2;

â) f(x) = x4 + 2x3 − x2 − 2x+ 1.

30. Ïðåäñòàâèòü ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè â âèäå ñóììû

ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì C:

à)

3x2−4x−4
x3−x2+4x−4 ;

á)

x3+4x2−2x+9
x4+x3+x2+3x−6 ;

â)

x2+2x−1
x3+x2+x+1 ;

ã)

3x2+6x−5
x4+4x3+5x2+4x+4 .

31. Ïðåäñòàâèòü ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè â âèäå ñóììû

ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì R:

à)

2x3−2x2−6x−4
x4−4x3+3x2−4x+12 ;

á)

4x2−12x−10
x3−2x2−5x+6 ;

â)

x2−3x−7
x4+4x3+5x2+8x+6 ;

ã)

2x+6
x3+x2−3x−3 ;
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ä)

x2−5x+5
x3−5x2+8x−4 .

32. Ïðåäñòàâèòü ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè â âèäå ñóììû

ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì Q:

à)

2x3−2x2+2x+10
x4−4x2−5 ;

á)

4x3+2x
x4+x2−12 ;

â)

−3
x4−x3+2x−2 .

33. Ïðåäñòàâèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è

ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì R:

à)

2x4+x3+4x2−3
x3+x2+x+1 ;

á)

x5−4x4+10x2+14x−12
x4−5x3+4x2+3x+9 .

Îòâåòû è óêàçàíèÿ

1. à) q(x) = x3 + x2 − x + 1, r(x) = 0; á) q(x) = x3 − 3x2 + 3x − 3,
r(x) = −2; â) q(x) = x + 1, r(x) = x2 + 1; ã) q(x) = x − 1, r(x) = x;
ä) q(x) = x2 + x + 1, r(x) = 2x − 1; å) q(x) = x2 + 1, r(x) = 2x + 3;
æ) q(x) = x2 + x− 4, r(x) = 3x− 1.
2. à) q(x) = x3 − x2 + x, r(x) = −x + 1; á) q(x) = x3 + x2 + x,
r(x) = x+ 1; â) q(x) = x3 + 2x2 + x, r(x) = 2x+ 1.
4. à) d(x) = 10x2 − 10x − 20, u(x) = 3x − 1, v(x) = −3x2 + 7x + 7;
á) d(x) = 21x2− 21, u(x) = −x− 2, v(x) = x2− 3x− 3; â) d(x) = x3−
− 3x2 + 3x− 9, u(x) = x3 + x2 + 1, v(x) = −x; ã) d(x) = 6x3 + 6x2 −
− 12x− 12, u(x) = −2x2 − 3x+ 7, v(x) = 2x3 + 3x2 − x+ 3.
5. à) u(x) = 1

10 (x
2 +3x+1), v(x) = − 1

10 (x
3 +4x2+5x+4); á) u(x) =

= −x− 1, v(x) = x2
; â) u(x) = − 2

5x− 1
5 , v(x) =

2
5x

3 + 3
5x

2 + 3
5x+ 1;

ã) u(x) = − 4
45x

4 + 2
45x

3 − 11
45x

2 + 2
45x − 1

3 , v(x) = 4
45x

2 − 2
45x + 7

45 ;

ä) u(x) = − 1
3x

5 − x4 + 2
3x

3 + 7
3x

2 − 1
3x+ 1

3 , v(x) =
1
3x

3 + 2
3x

2 + 1
3 .

6. à) d(x) = x2+x+1, u(x) = x+1, v(x) = x2
; á) d(x) = x+1, u(x) =

= x, v(x) = x2 + 1; â) d(x) = 1, u(x) = x + 1, v(x) = x2
; ã) d(x) = 1,

u(x) = x3 + x, v(x) = x4 + x+ 1.
7. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñëåäñòâèå 5.4.

8. à) p(x) = −2x3−x2 +5x+7; á) p(x) = 2x3+x2− 7x− 4; â) p(x) =
= x3 + x2 + 1; ã) p(x) = x3 − x2 + x.
9. à) p(x) = x3 − 2x2 + 3x− 4; á) p(x) = x3 − 3x2 + 2x− 3; â) p(x) =
= x3 − 3x2 − 2x+ 6; ã) p(x) = x3 + 3x2 − 2x− 8.
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10. λ = ±6. 11. λ = −3. 12. à) 2; á) 3; â) 2; ã) 1; ä) 2.
13. k + 3, ãäå k � êðàòíîñòü a êàê êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(x).
14. a = n, b = −n− 1. 15, 16. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ëåììó 10.3.

17. à) â R: x1 = 2, â C: x1 = 2, x2,3 = −1±
√
3i

2 ; á) â R: x1 = 1, â C:

x1 = 1, x2,3 = ±
√
2i; â) â R: x1 = −3, â C: x1 = −3, x2,3 = ±i; ã) â

R: x1 = −1, x2 = 3, â C: x1 = −1, x2 = 3, x3,4 = ±i, x5,6 = ±2i.
18. à) 3; á) 0. 19. à) 1; á) 1. 20. à) 1; á) 1. 21. à) 1; á) 1.

22. à) 3; á) 1, −1, −2, −3; â) −1; ã) 1, 3
2 , − 1

6 ; ä) 1, − 1
5 ; å) 1, −2, 1

2 ;

æ) 1,

1
3 .

23, 24. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 11.3.

25. à) d1(f) = x2 + x + 1, d2(f) = x + 1, f = (x2 + x + 1)(x + 1)2;
á) d1(f) = x − 1, d2(f) = 1, d3(f) = x + 1, f = (x − 1)(x + 1)3;
â) d1(f) = 1, d2(f) = x + 1, d3(f) = x − 1, f = (x + 1)2(x − 1)3;
ã) d1(f) = x2 + 1, d2(f) = 1, d3(f) = x + 1; f = (x2 + 1)(x + 1)3;
ä) d1(f) = x − 1, d2(f) = x2 + 2, f = (x − 1)(x2 + 2)2; å) d1(f) = 1,
d2(f) = x3 − 2x2 + x− 2, f = (x− 2)2(x2 + 1)2.
26. à) íàä C: f(x) = (x− i)(x+ i)(x− 2)(x+ 1), íàä R: (x2 + 1)(x−
− 2)(x + 1); á) íàä C: f(x) = (x + 2 + i)(x + 2 − i)(x − 1)(x + 1),
íàä R: f(x) = (x2 + 4x+ 5)(x− 1)(x+ 1); â) íàä C: f(x) =

(
x+ 3

2 −
−

√
3
2 i
)(
x + 3

2 +
√
3
2 i
)
(x + 1)2, íàä R: f(x) = (x2 + 3x + 3)(x + 1)2;

ã) íàä C: f(x) = (x + 1 − 2i)(x + 1 + 2i)(x − 1)2(x + 1), íàä R:
f(x) = (x2 + 2x+ 5)(x− 1)2(x+ 1); ä) íàä C: f(x) = (x− 1− i)(x−
− 1+ i)(x+1+ i)(x+1− i), íàä R: f(x) = (x2 − 2x+2)(x2 +2x+2);
å) íàä C è íàä R: f(x) = (x − 1)2(2x+ 1).
27. à) (x2 − 3)(x2 − 2); á) (x3 − 5)(x2 − 3); â) (x2 + 3x + 1)(x − 1);
ã) (x+ 1)(x4 + 2x+ 6).
28. Óêàçàíèÿ: à), á) èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà; â), ã) èñ-

ïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèÿ 11.1 è 12.5.

29. à) íåïðèâîäèì; á) ïðèâîäèì, f(x) = (x2 −x− 1)(x2 − 2); â) ïðè-
âîäèì, f(x) = (x2 + x− 1)2.
30. à)

2
x−2i +

2
x+2i +

−1
x−1 ; á)

1
2(x+

√
3i)

+ 1
2(x−

√
3i)

+ −1
x+2 +

1
x−1 ; â)

1
x+i

+

+ 1
x−i

+ −1
x+1 ; ã)

1
x+i

+ 1
x−i

+ −2
x+2 + −1

(x+2)2 .

31. à)

1
x−2+

1
x−3+

1
x2+x+2 ; á)

3
x−1+

2
x+2+

−1
x−3 ; â)

−1
2(x+1)+

−1
2(x+3)+

x−1
x2+2 ;

ã)

1
x−

√
3
+ 1

x+
√
3
+ −2

x+1 ; ä)
1

x−1 + −1
(x−2)2 .

32. à)

−2
x2+1 + 2x

x2−5 ; á)
2x

x2+4 + 2x
x2−3 ; â)

−1
x−1 + x2+x+1

x3+2 .

33. à) 2x− 1 + 1
x+1 + 2x−3

x2+1 ; á) x+ 1 + 2
x−3 + 3

(x−3)2 + −x−2
x2+x+1 .
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë.

Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

C � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Zn � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.
charF � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F .
i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëó z.
|z| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.
R[x] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì R.
deg f � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f .
ℓm(f) � ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f .
ℓc(f) � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà f .
g | f � ìíîãî÷ëåí èëè öåëîå ÷èñëî g äåëèò ñîîòâåòñòâåííî ìíî-

ãî÷ëåí èëè öåëîå ÷èñëî f .
g ∤ f � ìíîãî÷ëåí èëè öåëîå ÷èñëî g íå äåëèò ñîîòâåòñòâåííî

ìíîãî÷ëåí èëè öåëîå ÷èñëî f .
Rf � êîíñòàíòà, âû÷èñëÿåìàÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = anx

n +
+ an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 íàä ïîëåì C ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rf =
max

{
|a0|, |a1|, . . . , |an−1|

}

|an|
+ 1.

Wf (ξ) � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ â óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ÷èñåë, ïîëó÷åííîé ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ íóëåé èç ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè f0(ξ), f1(ξ), . . . , fm(ξ), ãäå f0(x), f1(x), . . . , fm(x) � ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Øòóðìà äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä
ïîëåì R, à ξ ∈ R.

di(f), ãäå i ∈ N, � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé

êðàòíîñòè i ìíîãî÷ëåíà f , åñëè îíè ñóùåñòâóþò, è 1 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

d(f) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìíî-

ãî÷ëåíà f íàä êîëüöîì Z.
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