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Àëãåáðû Äå Ìîðãàíà è áóëåâû àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðîé Äå Ìîðãàíà íàçûâàåòñÿ àëãåáðà 〈A;∨,∧, 0, 1,c 〉 ñ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè ∨, ∧, óíàðíîé îïåðàöèåé

c

è 0-àðíûìè îïåðàöèÿìè 0, 1

òàêèìè, ÷òî:

1) 〈A;∨,∧, 0, 1〉 � îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà;

2) (xc)c ≈ x ;

3) (x ∨ y)c ≈ xc ∧ y c

;

4) (x ∧ y)c ≈ xc ∨ y c

.

Åñëè, êðîìå òîãî,

5) xc ∨ x ≈ 1 è/èëè xc ∧ x ≈ 0,

òî A � áóëåâà àëãåáðà.
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Ïåðåõîä ê ñèãíàòóðå {→, 0}

Áóëåâû àëãåáðû ìîæíî îïðåäåëèòü êàê àëãåáðû â ñèãíàòóðå, ñîñòîÿùåé èç

áèíàðíîé îïåðàöèè → è 0-àðíîé îïåðàöèè 0, ãäå x → y := (x ∧ y c)c .

(xc := x → 0, x ∨ y := xc → y , x ∧ y := (xc ∨ y c)c , 1 := 0

c

)

�àññìîòðèì òó æå îïåðàöèþ â êëàññå àëãåáð Äå Ìîðãàíà.

Òåîðåìà (Sankappanavar, 2012)

Êëàññ àëãåáð äå Ìîðãàíà òåðìàëüíî ýêâèâàëåíòåí êëàññó àëãåáð â

ñèãíàòóðå {→, 0}, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâàì:

1) (x → y) → z ≈
(

(z ′ → x) → (y → z)′
)

′

,

2) (x → y) → x ≈ x ,

ãäå u

′ := u → 0.

Åñëè â òîæäåñòâå 2) ïîëîæèòü x = y = 0, ïîëó÷èì òîæäåñòâî 0

′′ ≈ 0.
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Èìïëèêàòèâíûå çðóïïîèäû

Îïðåäåëåíèå (Sankappanavar)

Àëãåáðà 〈A;→, 0〉, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîñòîèò èç áèíàðíîé îïåðàöèè → è

0-àðíîé îïåðàöèè 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîæäåñòâàì

(x → y) → z ≈
(

(z ′ → x) → (y → z)′
)

′

è 0

′′ ≈ 0,

ãäå u

′ := u → 0, íàçûâàåòñÿ èìïëèêàòèâíûì ãðóïïîèäîì ñ 0 èëè

èìïëèêàòèâíûì çðóïïîèäîì.

Ìíîãîîáðàçèå âñåõ èìïëèêàòèâíûõ çðóïïîèäîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IZ.

�ëîáàëüíàÿ öåëü: îïèñàòü ðåøåòêó ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ IZ.

Îäèí èç ïîäõîäîâ: ðàññìàòðèâàòü âàæíûå è èíòåðåñíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

â IZ.
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Èìïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Èìïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé íàçûâàåòñÿ èìïëèêàòèâíûé çðóïïîèä,

óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó

(x → y) → z ≈ x → (y → z).

Òàêèì îáðàçîì, èìïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà � ýòî ïîëóãðóïïà (ñ áèíàðíîé

îïåðàöèåé →) ñ äîïîëíèòåëüíîé 0-àðíîé îïåðàöèåé 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

òîæäåñòâàì

(x → y) → z ≈
(

(z ′ → x) → (y → z)′
)

′

è 0

′′ ≈ 0,

ãäå u

′ := u → 0.

Ïåðåîáîçíà÷èì îïåðàöèè: âìåñòî x → y áóäåì ïèñàòü xy , à 0-àðíóþ

îïåðàöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ω. Ïîñêîëüêó áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

àññîöèàòèâíà, ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèè áîëåå ÷åì äâóõ ñîìíîæèòåëåé

ñòàâèòü íå áóäåì. Òîãäà òîæäåñòâà, çàäàþùèå ìíîãîîáðàçèå

èìïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

xyz ≈ zωxyzω
2

è ω
3 ≈ ω.

Îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå ýòèìè òîæäåñòâàìè, ÷åðåç IS.

Çàäà÷à: îïèñàòü ðåøåòêó L(IS).
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èìïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

xyz ≈ zωxyzω
2

è ω
3 ≈ ω.

Îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå ýòèìè òîæäåñòâàìè, ÷åðåç IS.

Çàäà÷à: îïèñàòü ðåøåòêó L(IS).
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Ìíîãîîáðàçèå N

Ïîëîæèì N = var{xyz ≈ ω} (çäåñü è íèæå varΣ � ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå

ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ âíóòðè IS).

Èìïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû èç N � ýòî ïîëóãðóïïû ñ íóëåì, îïåðàöèÿ ω

âûäåëÿåò â íèõ íóëåâîé ýëåìåíò. Òàêèì îáðàçîì, N � ìíîãîîáðàçèå

3-ñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ïîëóãðóïï.
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T � òðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, ZM = var{xy ≈ ω},
L = var{xyz ≈ x2 ≈ ω}, M = var{xyz ≈ ω, xy ≈ yx}.
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Ìíîãîîáðàçèå B

Ïîëîæèì B = var{x2 ≈ x}.

Ëåììà

Ìíîãîîáðàçèå èìïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï ñîñòîèò èç ñâÿçîê (ò.å.

ñîäåðæèòñÿ â B) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîñòîèò èç ìîíîèäîâ, â

êîòîðûõ íåéòðàëüíûé ýëåìåíò âûäåëÿåòñÿ îïåðàöèåé ω.

�åøåòêà ìíîãîîáðàçèé èäåìïîòåíòíûõ ìîíîèäîâ îïèñàíà Ø.Âèñìàò â

1986 ã. Èñïîëüçóÿ ýòî îïèñàíèå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåòêà L(B) åñòü
3-ýëåìåíòíàÿ öåïü T ⊂ SL ⊂ B, ãäå SL = var{x2 ≈ x , xy ≈ yx}.

Ëåììà

IS = N ∨ B.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

�åøåòêà L(IS) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå:
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Ñëåäñòâèå

�åøåòêà L(IS) íå ìîäóëÿðíà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå

ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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