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В в ед ен и е

В работах [1] и [2] мы получили некоторую информацию о строении ре
шеток нильпотентных многообразий полугрупп (см. такж е работу [3], в ко
торой была приведена первоначальная версия результатов, впоследствии в 
усовершенствованном виде опубликованных в [2]). А именно, в этих рабо
тах было показано, что строение решетки подмногообразий произвольного 
нильпотентного многообразия в значительной степени определяется стро
ением некоторых интервалов этой решетки, каж ды й из которых антиизо- 
морфен решетке конгруэнций некоторого (^-множества (напомним, что бг- 
множеством  назы вается множество, на котором действует группа С, рас
сматриваемое как унарная алгебра). Если нильпотентное многообразие при
надлеж ит к достаточно широкому классу так называемых наследственно 
однородных многообразий (определение см. в разделе 2), то реш етка его 
подмногообразий попросту разлагается в подпрямое произведение упомяну
тых интервалов. В общем ж е случае эта реш етка может быть «собрана» из 
этих интервалов с помощью некоторой конструкции, которую мы назы ва
ем вставкой одного упорядоченного множества в другое (эта конструкция 
впервые была введена в [4] и воспроизводилась в [2] и [5]).

Конструкция вставки, вообще говоря, не сохраняет никаких естествен
ных решеточных свойств. Это затрудняет ее применение при решении кон
кретных задач о реш етках многообразий полугрупп, а в тех случаях, когда 
ее все-таки удается применить, доказательства становятся весьма слож ны 
ми и громоздкими. Это относится, например, к «ниль-части» первоначаль
ных доказательств результатов, анонсированных в [6] и [7] (см. такж е [5] и 
[8]). И наоборот, в тех случаях, когда при применении результатов работ [1] 
и [2] удается избежать использования вставки, доказательства становятся 
намного более компактными и прозрачными (см. [9-11]).

* Работа выполнена при поддержке межвузовской научной программы «Университеты 
России — фундаментальные исследования» Министерства образования Российской Феде
рации (проект № 617).
(с) Б. М. Верников, М. В. Волков, 2000
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Цель данной работы — «элиминировать» конструкцию вставки, т.е. при
вести такое описание решеток нильпотентных многообразий, которое не ис
пользует этой конструкции. О казы вается, это можно сделать не только д ля  
нильпотентных многообразий, но и д л я  произвольных многообразий нильпо- 
лугрупп. Мы покажем, что реш етка подмногообразий всякого многообразия 
нильполугрупп антиизоморфно вклады вается в прямое произведение реше
ток конгруэнций некоторых (^-множеств (при этом в явном виде будет ука
зан способ соответствующего вложения). Упомянутый выше результат о на
следственно однородных многообразиях (причем теперь уж е не обязательно 
нильпотентных) будет получен как следствие из этой основной теоремы.

Структурный результат, полученный в данной работе, позволяет полу
чить целый ряд  приложений. В частности, с его помощью можно существен
но сократить и упростить доказательство результатов, анонсированных в [6] 
и [7], в той части, которая относится к многообразиям нильполугрупп. От
метим еще, что именно на результате данной работы полностью основано 
доказательство результатов, недавно анонсированных в [12].

Работа состоит из трех разделов. В первом доказы вается основной ре
зультат работы, а во втором — следствие о наследственно однородных мно
гообразиях. В третьем разделе на примере одного конкретного многообразия 
нильполугрупп показано, как наши результаты  позволяют выяснить, какие 
решеточные тож дества выполняю тся в решетке подмногообразий данного 
многообразия нильполугрупп. Другим приложениям результатов данной ра
боты будут посвящены отдельные статьи.

1. О сн овн ой  р е зу л ь т а т

Под словом «полугруппа» в данной работе понимается полугруппа с сиг
натурным нулем. Тем не менее все ее результаты применимы и к обычным 
полугрупповым многообразиям, поскольку, как показано в работе [13], ре
ш етка многообразий нильполугрупп с сигнатурным нулем изоморфна ре
шетке многообразий нильполугрупп в обычной полу групповой сигнатуре.

Всюду далее Е  — абсолютно свободная полугруппа над алфавитом  
{ад, #2, • • • 5 • • •}, элементы которого мы называем буквами , в то время
как элементы Е  — словами . Символ =  обозначает равенство в Е . Если 
и Е Р \  {0}, то £(и) —  длина слова гг, с(гг) —  множество всех букв, входящих 
в запись гг, а п(гг) =  |с(гг)|.

Пусть V — многообразие полугрупп, а т  — натуральное число. Положим 
Хщ — {яд5 я д , . . . ,  х т } и

^га(У) =  {гг Е Е  | с(гг) =  Х т и гг не равно 0 в V}.
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Обозначим через \¥ т (\?) подмножество в ЕШ(У) такое, что д л я  всякого слова 
и Е ЕШ(У) существует, и притом единственное, слово и* Е W rn(V) со свой
ством: в V выполнено тождество и =  и*. Положим

\¥%1(У) = \¥ т (У) и  {0}.

В дальнейшем мы будем без специальных оговорок использовать следующие 
два очевидных ф акта: если и Е то и* =  щ если и ,и  Е и
в V выполнено тождество и =  г>, то и =  га Через 8 Ш будем обозначать 
группу перестановок на множестве {1 ,2 , . . .  , га}. Если и Е Е  и сг Е 8 Ш, то 
через сш будем обозначать образ слова и при автоморфизме полугруппы Е , 
индуцированном сг, т.е. продолжающем отображение Х{ \— > Х{а (мы считаем, 
что ia  — г при г > га). Ясно, что если и Е В ^ У ) )  а сг Е 8 Ш, то аи  Е ЕШ(У) 
и потому существует слово (сги)*. Д л я  всякой перестановки а  из группы 8 Ш 
определим унарную операцию а* на В/?̂ (У) правилом:

а*(и) =  (аи)* д л я  всякого и Е В/Ш(У) и сг*(0) =  0.

Тем самым множество В ^ (У ) превращ ается в унарную алгебру.
Выше уж е упоминалось понятие (7-множества. Более точно оно опреде

ляется следующим образом. Пусть А  — непустое множество, (7 — группа, а 
(р — гомоморфизм из (7 в группу всех перестановок множества А. К аж дом у 
элементу д Е (7 поставим в соответствие унарную операцию д* на множе
стве А , задаваемую  правилом: д*(а) =  (р(д))(а)  д л я  всякого а Е А. У нарная 
алгебра с носителем А  и множеством операций {д* \ д Е (7} и назы вается 
С-множеством.

Следующая лемма и по формулировке, и по доказательству аналогична 
лемме 1.1 работы [2].

Л е м м а  1. Множество УУт(\?) с набором операций {а  I & С 8 Ш} является  
Бт-множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нужно проверить, что к аж д ая  операция а* является пе
рестановкой множества №^(1?) и что отображение а \— > а* является гомо
морфизмом из группы 8 Ш в группу всех перестановок этого множества. 

Пусть сг, р Е 8 Ш и и Е И ^ (У ). Проверим, что

а * ( р * ( и ) )  ее ( а р Г ( и ).  ( 1 )

Если и =  0, то, очевидно,

а * ( ^ ( и ) )  =  а*(0) =  0 =  ( М > ) -
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Пусть теперь и С \Ут (\?). Обозначим через V вполне инвариантную конгру
энцию на Р , отвечающую У. Тогда

сг*(р*(и)) = ( а(р*(и) ) ) *  V сг(р*(и)) = сг((ри)*) и а(ри) =

= (<?р)и "  ((^7>)«)* =  (<?р)*(и).

Итак, (сг*(р*(У)), (ар)*(и))  С V. У читывая, что слова а*(р*(и))  и (ар)*(и) 
леж ат в ТТ^(У), имеем а*(р*(и))  =  (ар)*(и).

Д алее, пусть и ,и  С 1Уга(У) и сг*(У) =  0-*(г>). Тогда

аи V а*(и) =  сг*(г’) V аи,

откуда (аи, аи) С 1Л Ввиду полной инвариантности V,  применяя к словам аи  
и от’ автоморфизм, обратный к автоморфизму, индуцированному а, получа
ем, что иии. По определению множества УУт (У) это равносильно тому, что 
и =  V. Итак, отображение а* взаимно однозначно на множестве 1Ут (У), а 
значит, и на множестве

Проверим, что сг* отображает УУт(У) на себя. Пусть и С 1Т т (У). Ясно, 
что сг_1гг Е ЕШ(У). Это позволяет рассматривать слово (а~1и)*. Обозначим 
тождественную перестановку из 8 Ш через е. Используя равенство (1), имеем

а*((а~ги)*) =  сг*((сг_ 1)*(У)) =  (а а - 1 )* (и) =  £*(и) =  (ей)* =  и* =  и.

Итак, отображение а * сюръективно на множестве 1Ут (У), а значит, и на 
множестве ТУ^У).

Мы доказали, что а* — перестановка на множестве ТУ^У). С учетом (1) 
это заверш ает доказательство леммы.

Зафиксируем многообразие нильполугрупп У и обозначим через V вполне 
инвариантную конгруэнцию на полугруппе Р , отвечающую многообразию 
У. К ак известно, реш етка подмногообразий многообразия У антиизоморф- 
на главному ф ильтру \у) решетки всех вполне инвариантных конгруэнций 
на Е , который мы будем далее обозначать через Е(У). Д л я  всякой вполне 
инвариантной конгруэнции а  Е Р( ^ )  и всякого натурального т  обозначим 
через а т ограничение а  на И ^ (У ).

Л е м м а  2 . Если  У — многообразие нильполугрупп, а т  — натуральное чи 
сло, то отношение а т является конгруэнцией $ т -множества  И ^ (У ).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что а т — отношение эквивалентности. Д ока
жем, что оно стабильно. Пусть а  Е 8 Ш и и а ти (т.е. иаи  и и, V Е И^( У) ) .  Тре
буется показать, что (сг*(гг), сг*(и)) Е а т . Поскольку а* (и), а*(и) Е И^ ( У) ,  
достаточно убедиться в том, что (сг*(и), сг*(и)) Е а. Если и, V Е W rn(V), то

а*(и) =  (аи)* V аи а  аи V (аи)* =  сг*(и),

37



2000 Известия УрГУ № 18

откуда (а*(и), а*(у))  Е а. Поэтому далее без ограничения общности можно 
считать, что и =  0. Предположим, что V Е W rn(V). Поскольку исеи, получаем, 
что

сг*(и) = 0 = аи а  ас и (си;)* =  сг*(г’),

откуда (а*(и), сг*(и)) Е а. Наконец, если V =  0, то и =  с, откуда сг*(и) =  сг*(и) 
и, в частности, (сг*(и),<т*(у)) Е се. Л ем м а доказана.

Д л я  всякого натурального т  положим

Ст(У) = { ат \ а е  Р(и)}.

Л е м м а  3. Если V  — многообразие нильполугрупп, а т  — натуральное чи 
сло, то множество Ст (у) является подрешеткой решетки конгруэнций  
$ т -множества  И^ ( У) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим отображение сит из Р{у)  во множество всех 
бинарных отношений на множестве правилом: если се Е -Е (^), то
Шт(а ) — а т- В силу леммы 2 сит отображает Р{у)  в С оп(И ^(У )). Пусть 
се,/3 Е Е(г/). Равенство иот{а А (3) =  а;ш (се) А сот (Р) и включение а;ш (се) V 

Шт{Р) О шт{а V /3) очевидны. Осталось проверить, что

о;т (се V /3) С о;т (се) V сит ((3). (2)

Пусть (гг, г;) Е о;ш (се V /3). Это означает, что (и, и) Е о  V (3 и гг, и Е И ^ (У ). 
Если и =  =  0, то, очевидно, (гг, г;) Е оот {а) V оит ((3). Поэтому далее без
ограничения общности можно считать, что и ф 0. Поскольку (и, и) Е се V (3, 
существует последовательность слов щ , щ , . . . ,  в которой

первое слово совпадает с и , последнее — с V,  а лю бая пара 
соседних слов принадлеж ит либо се, либо (3.

Обозначим через £ эндоморфизм полугруппы Е , определяемый правилом: 
£(#г) =  Х{ для  г =  1, 2, . . . , т  и £(#;) =  0 д л я  всех 2 > т - Д л я  всякого 
г =  0 , 1 , . . . ,  А; положим ^  =  £(г^). Ясно, что гд =  щ  =  и и =
г». Поскольку конгруэнции се и (3 вполне инвариантны, последовательность 
г’о, 'Гх,. . . ,  ^  обладает свойством (3). Кроме того, д л я  всех г =  0 , 1 , . . .  ,к  либо 
^  =  0 , либо с(ь{) С Х ш.

Покаж ем, что существует последовательность слов ид, и д , . . . ,  ид, удо
влетворяю щ ая условию (3) и такая, что д л я  всякого { =  0 , 1, . . .  Д  либо 
ид =  0, либо с(ид) =  Х т . Если ио,их, . . . ,и^ — ненулевые слова и с(ио) =  
с(гц) =  ••• =  с(ик) =  Х ш, то в качестве искомой последовательности мож
но взять уж е последовательность г>о, их, . . . ,  гд. Предположим поэтому, что
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существует г такое, что либо У{ =  0, либо с(гД С Х т . Пусть г — наи
меньший индекс с таким свойством. Напомним, что и ф 0. Следовательно, 
гд =  и С и, в частности, с(гд) =  Х т . Отсюда вытекает, что г > 0.
Ясно, что с(гд) =  с{у\) =  ••• =  с(г^-х) =  Х т . Покаж ем, что пара (г^_х,0) 
принадлеж ит одной из конгруэнций а  и /3. Если У{ =  0, то это очевидно. 
Пусть теперь У{ ф 0. В силу выбора г это означает, что с(^)  С Х т . Следо
вательно, существует буква х п С с(г^-х) \  с(гД. Рассмотрим эндоморфизм д 
полугруппы Е , определяемый правилом: д (х п) =  0 и ^ ( х 8) =  д л я  всех 
в ф п. Ясно, что д(^_х)  =  0 и д(гД =  Поскольку последовательность 
гд, щ , . . . ,  удовлетворяет условию (3), пара ( г^-х,^)  принадлеж ит одной 
из конгруэнций а  и (3. Эта конгруэнция вполне инвариантна. Следовательно, 
она содержит пару (д(г^-х), д(гД),  т.е. пару (0,гД. Но тогда она содержит 
и пару (г^_х, 0). Мы видим, что в последовательности слов гд, . . . ,  ^ г-ъ  0 
лю бая пара соседних слов принадлеж ит либо се, либо (3. Если г^ =  0, то в 
качестве последовательности, о которой говорилось в начале данного абза
ца, можно взять последовательность гд, г>х,. . . ,  ^ г-ъ  0- Предположим теперь, 
что у к Ф 0. Следовательно, у к =  V Е ТКтДУ) и, в частности, с ( ^ )  =  Х ш. 
Пусть теперь ^ — наибольший индекс с тем свойством, что либо Vj =  0, 
либо с(г^) С Х т . Ясно, что г < ^ < к и с(г^+х) =  ••• =  с(г^) =  Х т . Рас
суждения, полностью аналогичные приведенным выше, показывают, что в 
последовательности слов 0 , Уj+ı^  ̂ • • • ? ^к лю бая пара соседних слов принад
леж ит либо се, либо /3. Поэтому в качестве последовательности, о которой 
говорилось в начале данного абзаца, можно взять последовательность слов 
^о, гц, . . . ,  ^ _ х , 0 , г^+1, . . . ,  Ук-

Итак, существует последовательность слов ид, гщ, . . . ,  г^ , удовлетворя
ющая условию (3) и такая, что д л я  всякого г =  0 , 1, . . . ,  £ либо =  0 , 
либо с(и^) =  Х т . В силу выбора конгруэнций се и (3 имеют место вклю че
ния V С се и I/ С /3 . Поэтому если в последовательности ид, и ц , . . . ,  и;̂  любое 
слово и; Е {иц , . . . ,  гс^-х} заменить на слово, равное и; в V, то полученная по
следовательность по-прежнему будет обладать свойством (3). Отметим, что 
если д л я  некоторого г Е {0 ,1 , . . .  ,£} слово не равно 0 в V, то гс̂  Е ЕШ(У) 
и мы можем рассматривать слово гс*. Д л я  всякого г =  0 , 1 , . . .  , £ положим 
^  =  0 , если =  0 в V (в частности, если гс̂  =  0), и ^  =  гс* в против
ном случае. Ясно, что =  гс̂  в V д л я  всех г =  0 , 1 , . . .  ,£, причем если 
гс̂  Е то В частности, 2Д =  ид =  и и 2̂  =  гс̂  =  г>. Следова
тельно, последовательность слов 2Д, 2х, . . . ,  обладает свойством (3). Кроме 
того, ясно, что 2Д, 2х, • • •, Е ^ ( V ) .  Это значит, что в последовательности 
слов 2Д, ^х, . . . ,  к аж д ая  пара соседних слов принадлеж ит либо иот (а ), либо 
оит((3). Следовательно, (и,г>) Е V оит((3). Л ем м а доказана.
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К ак обычно, через Ь (у )  будем обозначать решетку подмногообразий мно
гообразия V, а через Соп(Я) — решетку конгруэнций (^-множества А.

Основным результатом работы является следующая

Т е о р е м а . Е сли  V — многообразие нильполугрупп , то решетка его подмно
гообразий антиизоморфна подпрямому произведению решеток вида Ст (у),  
где т  пробегает множество всех натуральных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о . К ак уж е отмечалось, реш етка Ь (у )  антиизоморфна ре
шетке Е(ф). Поэтому достаточно доказать, что реш етка Е(ф) изоморфна под
прямому произведению решеток вида СШ(У) по всем натуральным т.

Пусть оот имеет тот ж е смысл, что и в доказательстве леммы 3. Из до
казательства этой леммы видно, что отображение оот является гомомор
физмом из Р{у)  в С оЦ Т Т ^У )). Осталось проверить, что пересечение ядер 
гомоморфизмов оот по всем натуральным т  есть отношение равенства.

Пусть а,/3 Е Р( ^ )  и шт ((х) =  Шт{Р) Для всякого натурального т. Тре
буется установить, что а  =  /3. Предположим противное. Тогда без ограни
чения общности можно считать, что существуют слова и, V Е Е  такие, что 
(и, у) Е а  \  /3. Обозначим многообразия, отвечающие конгруэнциям а  и (3, 
через А  и В соответственно. Ясно, что А, В С V (в частности, А  и В — 
многообразия нильполугрупп) и что тождество и =  V выполнено в А ,  но 
не выполнено в В. Последнее означает, в частности, что тождество и =  V 

не выполнено в V. Следовательно, V не может одновременно удовлетворять 
тож дествам и = 0 и V = 0. Это позволяет далее считать, что и не равно 0 в 
V. В частности, и ф 0. Положим т  =  п(и).  Переименовав при необходимо
сти буквы, входящие в запись слов и и V, мы можем добиться того, чтобы 
выполнялось равенство с(и) =  Х т . Тогда и Е ЕШ(У) и мы можем рассма
тривать слово и *. Поскольку и* =  и в V, мы получаем, что и* — и — г  в
A.  С другой стороны, если и* =  V в В, то и =  и* =  V в В, что невозможно. 
Это позволяет считать, что и =  и* Е УУт (\?). Если г =  0 в V, то и =  г =  0 
в А.  Но тогда (и,0) Е оот (а) =  оот ((3) С /3, откуда и = 0 = V в В вопреки 
выбору слов и и V. Поэтому далее можно считать, что V не равно 0 в V. В 
частности, у ф 0. Предположим, что с{у) =  с(и) =  Х т . Тогда V Е ЕШ(У) и 
мы можем рассматривать слово V*. У читывая, что V =  V* в V, получаем, 
что и = у = у* в А.  Следовательно, (и,у*)  Е оот (а) =  оот ((3) С /3, откуда 
и = V* = V в В. Это вновь противоречит выбору слов и и V. Осталось рас
смотреть случай, когда с(и) ф с(у). У читывая, что и =  V в многообразии 
нильполугрупп А ,  получаем, что в А  выполнены тож дества и =  0 и ^ =  0 . 
Из того, что и =  0 в *4, вытекает, что (и , 0) Е оот (а) =  оош{(3) С (3, т.е. и =  0 в
B. Пусть к =  п(г).  Тогда V Е и мы вновь можем рассматривать слово
V*. Из того, что у = 6 в А и у  = у* в У,  вытекает, что V* =  0 в А.  Но тогда

40



Б. М. Верников, М. В. Волков. Строение решеток многообразий

(г>*, 0) С =  Шк(Р) ^  А  откуда V = V* = 0 в В.  Следовательно, и =  0 =  V

в В  вопреки выбору слов и и V.  Теорема доказана.

2 . Н а с л е д с т в е н н о  о д н о р о д н ы й  с л у ч а й

Д оказанная в предыдущем разделе теорема делает актуальны м вопрос 
о строении решеток вида Ст (У). Сейчас мы дадим ответ на этот вопрос 
в одном важном частном случае. А именно, оказывается, что при некото
ром дополнительном ограничении на V реш етка Ст (у)  изоморфна подпря- 
мому произведению решеток конгруэнций некоторых 8 ш-подмножеств 8 Ш- 
множества Мы выведем соответствующее утверждение из некото
рого результата о конгруэнциях на (^-множествах. Чтобы сформулировать 
его, нам понадобится ряд  определений.

Напомним, что (^-множество А  назы вается транзитивным , если д л я  лю
бых х , у  С А  найдется элемент д С (7 такой, что у =  д*(х).  Транзитивное 
(^-подмножество (^-множества А  назы вается орбитой этого (^-множества. 
Ясно, что всякое (^-множество является дизъю нктным объединением всех 
своих орбит. Отметим такж е тот очевидный факт, что объединение произ
вольного набора орбит (^-множества А  является его (^-подмножеством. Мно
жество всех орбит (^-множества А  будем обозначать через ОгЬ(А). Пусть 
а  Е Соп(А), а В  и С  — различны е орбиты в А. Будем говорить, что:

а  связывает В  в. С, если х а у  д л я  некоторых элементов х  Е В  и у Е С; 
а  склеивает В  в  С, если х а у  д л я  любых элементов х , у  Е В  и С.

Л е м м а  4. Пусть А  — нетранзитивное С-множество, С  — подрешетка 
в Соп(А), Ао — орбита в А, а Ф — разбиение множества  ОгЬ(А) \  А$. 
Д ля всякого блока р  разбиения Ф обозначим через А ^ объединение всех ор
бит, входящих в р , и орбиты Ао. Предположим, что выполнены следующие 
условия:

(I) если р  — блок разбиения  Ф; то всякая конгруэнция а  Е Соп(Я^) я вля 
ется ограничением на А ^  некоторой конгруэнции а ' Е С;

(II) если конгруэнция а  Е С связывает орбиты X  и У, принадлежащие  
различным блокам разбиения  Ф; то а  склеивает каждую из орбит X  
и У  с орбитой Ао;

(ш) если конгруэнция а  Е С связывает орбиту Ао с некоторой другой 
орбитой X ,  то а  склеивает Ао и X .

Тогда решетка С изоморфна подпрямому произведению решеток  Соп(Я^) 
по всем блокам р  разбиения Ф.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я  всякого блока р  разбиения Ф определим отображе
ние из С  во множество всех бинарных отношений на множестве А ^  прави
лом: если се Е С, то ш ^ а )  — ограничение се на А^.  Ясно, что отображает 
С  в Соп(А<р). В силу условия (1) отображение является сюръекцией.

Проверим, что д л я  всякого р  Е Ф отображение является гомоморфиз
мом из С в Соп(Д^). Пусть се, /3 Е С.  Равенство сдДа Л (3) =  сдДсе) Л си^/З) и 
включение ш ^ а )  V ш^/З)  С ^ ( а У  /3) очевидны. Осталось проверить, что

сдДа V /?) С щ ^се) V ш<р(/3). (4)

Пусть (ж, у) Е ш^аУ/З). Это означает, что (ж, у) Е сеХ//3 и ж, у Е Д^. Требуется 
показать, что существует последовательность элементов из Я, в которой

все элементы леж ат в Д ^, первый элемент совпадает с ж, 

последний — с у, а лю бая пара соседних элементов при
надлеж ит либо се, либо /3.

(5)

Поскольку (ж, у) Е се V/3, существует последовательность жо, жх, . . . ,  ж*. ^ Д в  
которой первый элемент совпадает с ж, последний — с у, а лю бая пара сосед
них элементов принадлеж ит либо се, либо /3. Если, кроме того, жо, жх, . . . ,  ж*. Е 

Др, то условию (5) удовлетворяет уж е последовательность жо, жх, . . . ,  ж&. По
скольку жо =  ж, Ж£ =  у и ж,у Е Д^, можно считать, что существуют числа г 
и ^ такие, что

1 < г < 3 < к -  1, ж0, ж1?. . . ,  Жг_х, ж^+х,. . . ,  х к Е Д<̂ , а ж*, ж̂- Д Д^.

Обозначим орбиты (^-множества Д, содержащие элементы ж^-х и ж*, через 
X  и У  соответственно и зафиксируем элемент ао Е До-

Предположим сначала, что ж^-х, Ж7+1 ^ До- Ясно, что в этом случае орби
ты X  и У принадлеж ат различны м блокам разбиения Ф. Поскольку, кроме 
того, эти две орбиты связы ваю тся одной из конгруэнций се и /3, из условия
(11) вытекает, что одна из конгруэнций се и (3 склеивает орбиты X  и До. В 
частности, она содержит пару (ж^_х,ао). Аналогично проверяется, что одна 
из конгруэнций се и /3 содержит пару (ао,ж^+х)- Следовательно, последова
тельность жо, жх, . . . ,  ж^_х, ао, Xj+ı , . . . ,  ж*, удовлетворяет условию (5).

Пусть теперь ж^-х ^ До, а ж^+х Е До- К ак и в предыдущем абзаце, прове
ряется, что одна из конгруэнций се и (3 склеивает орбиты X  и До. В частно
сти, она содержит пару (ж^_х,ж^+х)- Следовательно, в данном случае усло
вию (5) удовлетворяет последовательность жо, жх, . . . ,  # г -ъ  ж̂ +х> • • • ? х к-

Случай, когда ж^-х Е До, а ж^+х ^  До? разбирается вполне аналогично 
предыдущему.
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Пусть, наконец, Xi - \ ,Xj+\  С Ао. Н а этот раз из условия (ш) вы тека
ет, что одна из конгруэнций а  и (3 склеивает орбиты А  о и У. В частности, 
она содержит пару (ж^-ь x j+ı)• Мы вновь получаем, что последовательность 
Жо, # 1, . . . , %i-\ ,Xj  + \, • • • 5 х к удовлетворяет условию (5).

Включение (4) доказано. Осталось проверить, что пересечение ядер го
моморфизмов по всем блокам р  разбиения Ф есть отношение равен
ства. Пусть се, (3 С С  и Ш(р(а) =  щД/З) д л я  всякого р  С Ф. Требуется до
казать, что а  =  /3. Предположим противное. Без ограничения общности 
можно считать, что существует пара (ж, у) Е а  \  (3. Если ж, у С Ао, то 
(ж, у) С а; Д а )  =  щД/З) С (3 д л я  произвольного блока (/9 разбиения Ф. Но это 
невозможно, так как (ж, у) ^ (3. Поэтому без ограничения общности можно 
считать, что х ф Ао. Обозначим орбиты, содержащие ж и у, через X  и У со
ответственно, а блок разбиения Ф, содержащий X , —  через (/9. Если у Е 
то вновь (ж, у) Е а; Д а )  =  щД/З) С (3 вопреки выбору ж и у. Следовательно, 
У ^  и У ф До- Обозначим блок разбиения Ф, содержащий У, через ф и 
зафиксируем элемент ао Е До* Конгруэнция а  связы вает орбиты X  и У. 
По условию (11) се склеивает каж дую  из орбит X  и У с 4о* В частности, 
(ж, ао) Е саДа) =  щД/З) С (3 и (ао,у) Е алДа) =  алД/З) С (3. Следовательно, 
х /Зао /Зу, т.е. х/Зу вопреки выбору элементов ж и у. Л ем м а доказана.

Вернемся к многообразиям полугрупп и введем ряд  определений и обо
значений.

Пусть т и п  — натуральные числа и т  < п. Многообразие полугрупп V 
назовем (п, т)-расщепляемым, если из выполнимости в V тож дества и = V 
такого, что п(и)  =  т, £(и) =  п  и £(ж) > п, вытекает, что в V выполнено то
ждество и =  0. Многообразие, являю щ ееся (п, т)-расщ епляем ы м  д л я  всех 
п  > т, назовем т- однородным. Если V га-однородно д л я  всех т, то V назы 
вается однородным. Иными словами, многообразие однородно, если вместе со 
всяким выполненным в нем тождеством и =  V таким, что £{и) ф  £ ( х ) ,  в нем 
выполняется и тождество и =  0. Наследственно однородным (наследственно  
т-однородным) будем называть многообразие, все подмногообразия которо
го однородны (соответственно т-однородны ). Используя хорошо известное 
описание атомов решетки всех многообразий полугрупп (см., например, [14]), 
легко понять, что всякое наследственно однородное многообразие полугрупп 
состоит из нильполугрупп.

Д л я  всякого п  > т  обозначим через И ^ ?Ш(У) множество всех слов длины 
п  из и положим

К т №  = \¥п,т (У) и {0}.

Л егко проверить, что если многообразие V (п, ш )-расщ епляемо (в частности,
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если оно га-однородно), то является 8 ш-подмножеством в
(это вытекает, например, из доказательства леммы 1.1 в [2]).

Основным результатом данного раздела является

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть т  — натуральное число. Если многообразие ниль-  
полугрупп V наследственно т-однородно, то решетка Ст (у) изоморфна 
подпрямому произведению решеток вида С оЦ Т/Г^^У )) по всем п  > т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я  краткости положим Ст =  СШ(У), W m =  и
И^г,ш =  ^ п т ( Ю  Дл я  всякого п > т.  Ясно, что {0} — орбита в ТУт . М ожно 
считать, что \ ¥т ф {0}, так как в противном случае как реш етка Ст , так 
и решетки вида С оп(И ^?ш) д л я  всех п  > т  одноэлементны. В частности, 
8 ш-множество У\£т нетранзитивно. Орбиты этого 8 ш-множества, отличные 
от {0}, будем называть ненулевыми. Если и  — ненулевая орбита в то 
без ограничения общности можно считать, что и  состоит из слов одной и той 
же длины. Это позволяет определить длину  ненулевой орбиты и  как длину 
любого слова из I I . Д лину ненулевой орбиты и  будем обозначать через £(П).  
Ясно, что если и  ф {0}, то £(11) > т. Определим разбиение Ф на множестве 
ОгЬ(у\£т ) \  {0} правилом: ненулевые орбиты и  и V  попадают в один и тот 
же блок разбиения Ф тогда и только тогда, когда £(П)  =  £(У).

Ясно, что если ср — блок разбиения Ф, то (в обозначениях леммы
4) есть не что иное, как ТЕп?т д л я  некоторого п  > т. Д л я  доказательства 
предлож ения достаточно показать, что мы находимся в условиях леммы 4 
(при А  =  \¥ т , С  =  Ст , Ао =  {0} и разбиении Ф, определенном в предыдущем 
абзаце).

Проверим сначала выполнение условия (1) леммы 4. Пусть а  — конгру
энция на В процессе доказательства теоремы 1.3 в работе [2] показа
но, что а  является ограничением на некоторой вполне инвариантной
конгруэнции сё на Е , содержащей вполне инвариантную конгруэнцию на 
Е , отвечающую V (при этом используется лишь (п, т)-расщ епляем ость V, 
которая имеет место в условиях доказываемого предложения). Обозначим 
через а' ограничение а  на }¥т . Из определения решетки Ст ( у ) вытекает, 
что а' Е Ст . Очевидно, что ограничение а' на \¥ п т̂ равно а.

Из доказательства теоремы видно, что всякая конгруэнция а  Е Ст я вл я 
ется ограничением на Шт некоторой вполне инвариантной конгруэнции а  
на Е , содержащей вполне инвариантную конгруэнцию на Е , отвечающую V. 
Многообразие, отвечающее а , обозначим через Уа . Ясно, что Уа С V и что 
если иаи, то в Уа выполнено тождество и =  V. Если при этом £(и) ф £(и), 
то, в силу наследственной т-однородности многообразия V, в ]£а выполнены 
тож дества и =  0 и V =  0. Иными словами, если а  связы вает орбиты [ / и У ,  
принадлежащ ие различны м блокам разбиения Ф, то а  склеивает каж дую
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из орбит и  и V  с орбитой {0}. Таким образом, условие (11) леммы 4 такж е 
выполнено.

Наконец, условие (ш) с очевидностью вы текает из того, что орбита {0} 
одноэлементна. Предложение доказано.

Из теоремы и предлож ения 1 непосредственно вы текает

С л е д с тв и е  1 . Если V  — наследственно однородное многообразие полу
групп, то решетка Ну) антиизоморфна подпрямому произведению реше
ток вида С о п ( И ^ ш(У)) по всем т и п  таким, что п  > т.

Отметим, что это следствие было ранее получено авторами другим спо
собом в [2] (см. там следствие 1.1) д л я  случая, когда многообразие V ниль- 
потентно.

3. П р и м е р

Н а протяжении данного раздела через N  обозначается многообразие по- 
лугрупп, заданное тож дествами

хуг1 =  х 2у =  (х у )2, х у 2 =  у х 2, х у г х  =  у х г у , х 4 =  0.

К ак показано в [8], N  — одно из максимальных многообразий нильполу- 
групп с модулярной решеткой подмногообразий. М одулярность решетки 

доказана в [8] на основе результатов работ [1] и [3] с помощью весьма 
сложных и громоздких рассуждений. Результаты разделов 1 и 2 в сочетании 
с информацией о (^-множествах, полученной в [15], позволяют с помощью 
простых и относительно коротких вы кладок установить значительно бо
лее сильный факт. Чтобы сформулировать его, нам понадобятся некоторые 
обозначения.

Обозначим через М & решетку, изображенную на рис. 1, а через —
решетку, изображенную на рис. 2. Многообразия, порожденные решетками 
М}~ и обозначим через М& и соответственно.

Основным результатом данного раздела является

П р е д л о ж е н и е  2 . Решетка Ь{М) принадлежит многообразию М 4Д.

Более того, из доказательства предлож ения 2 будет видно, что М дд — 
наименьшее многообразие решеток, содержащее Ь{М).  Отметим, что при
надлежность многообразию М дд является значительно более сильным свой
ством, чем модулярность. В самом деле, хорошо известно, что многообразие
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всех модулярных решеток имеет континуум подмногообразий (см., напри
мер, теорему V.2.5 в [16]), в то время как многообразие М дд — всего семь 
подмногообразий (реш етка его подмногообразий изображена на рис. 3, на ко
тором через Т  обозначено тривиальное многообразие, а через D IS  — мно
гообразие всех дистрибутивных решеток). В частности, из предлож ения 2 
вы текает дезарговость решетки Ь(ЛГ), поскольку реш етка М 4Д дезаргова.

П режде чем приступать к доказательству предлож ения 2, приведем не
обходимую д л я  этого вспомогательную информацию. Начнем с информации 
о реш етках конгруэнций (^-множеств. Пусть А  — (^-множество и а Е А.  
Положим

81аЬл(а) =  {д Е С | д*(а) =  а}.

Ясно, что 81аЬл(а) — подгруппа в С. К ак обычно, через 8иЬ(С) будем обо
значать решетку подгрупп группы С. Нам понадобится следующее хорошо 
известное утверждение (см., например, лемму 4.20 в [17]).

Л е м м а  5. Решетка конгруэнций транзитивного С-множества А  изомор
фна интервалу  ^ а Ь ^ а ) ,  С] решетки  8иЬ(С ); где а — произвольный эле
мент из А.

Хорошо известно, что 8иЬ(8 з) =  М 4. Поэтому из леммы 5 вы текает

С л е д с тв и е  2. Решетка конгруэнций транзитивного  в з -множества ле 
ж ит  в М 4.

Конгруэнцию а  будем называть жадной , если она склеивает любые две 
орбиты, которые она связывает. Совокупность всех ж адны х конгруэнций 
С-множества А  будем обозначать через ССоп(Я). Легко проверяется (см. 
лемму 1.1 в [15]), что ССоп(Л) — подрешетка в Соп(Л). Нам понадобится 
следующий результат.
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Л е м м а  6 ([15], предложение 1.2). Решетка жадных конгруэнций произ
вольного С-множества А  изоморфна подпрямому произведению решеток  
конгруэнций всех орбит этого С-мноэюества и решетки эквивалентностей  
на множестве всех его орбит.

Пусть ОгЬ(Л) =  {А{ | г Е /}  и а  Е ССоп(Л). Обозначим через а\ ограниче
ние конгруэнции а  на орбиту А{, а через а* — отношение эквивалентности на 
множестве ОгЬ(Л), определяемое следующим образом: если В , С  Е ОгЬ(Л), 
то В а С  тогда и только тогда, когда либо В  =  С, либо а  связы вает В  и С . К ак 
обычно, решетку эквивалентностей на множестве X  будем обозначать через
Ед(Х ). Изоморфное вложение решетки ССоп(Л) в Ед(ОгЬ(Л)) х П С о п (^ ) ,

ге/
найденное в [15], вы глядит следующим образом: образом конгруэнции а  
является кортеж  (се*;. . . ,  с^ , . . . ) .

(^-множество, все конгруэнции которого являю тся жадными, назовем се
грегированным. Следующее предложение непосредственно вы текает из тео
ремы 2.2 работы [15].

Л е м м а  7. Пусть  Ь  — произвольное многообразие модулярных решеток, 
содержащее многообразие М 3. Решетка конгруэнций С-множ ества А  при
надлежит  Ь  тогда и только тогда, когда решетки конгруэнций всех орбит 
этого С-множества леж ат в а А  содержит < 3 орбит и сегрегировано.

Нам будет полезно следующее очевидное достаточное условие сегрегиро- 
ванности (^-множества.

Л е м м а  8 . Если С-множество содержит не более одной неодноэлементной 
орбиты, то оно сегрегировано.

Нам понадобятся такж е некоторые известные ф акты  о следствиях по- 
лугрупповых тождеств. Приведем необходимые д л я  их формулировки опре
деления и обозначения. Если и и V — полугрупповые слова, то мы будем 
писать и <\ V, если V =  а^(и)Ь д л я  некоторых (возможно, пустых) слов а и 6 

и некоторого эндоморфизма £ полугруппы И. Напомним, что многообразие 
полугрупп назы вается перестановочным , если оно удовлетворяет тождеству 
вида

Х\Х2 * * * Хп =  Х1пХ27т * * * ХП7Т, (6)

где 7г — нетривиальная перестановка из В дальнейшем нам будут по
лезны следующие три технических замечания о тож дествах ни л ьпо л у групп. 
Первые два из них очевидны, доказательство третьего см. в [11], лемма 1.3.

Л е м м а  9. Пусть V  — многообразие нильполугрупп.
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(I) Если V удовлетворяет тождеству и — V такому, что с(и ) ^  с(и), 
то V удовлетворяет также тождеству и =  0 .

(II) Если V удовлетворяет тождеству вида х г =  х в, где г < в, то V 
удовлетворяет также тождеству х г =  0 .

(ш) Если V перестановочно и удовлетворяет тождеству и — V такому, 
что £(и) < £(и) и и<\и, то V удовлетворяет также тождеству и =  0 .

Если V — многообразие полугрупп, а п  — натуральное число, то через 
Р е г т п(У) обозначается множество всех перестановок 7г из таких, что в V 
выполнено тождество (6). Ясно, что Р е г т п(У) — подгруппа в Следующая 
лемма является частным случаем результатов работы [18].

Л е м м а  1 0 . Если многообразие полугрупп V удовлетворяет тождеству  
хуг1 — 1гух, то Р е г т п(У) =  для всякого п > 5.

Сделаем теперь несколько замечаний о тождествах, выполненных в Я . 
Используя сначала тождество х 2у =  (х у )2, а затем дваж ды  тождество 
хуг1 =  Ьхух, имеем

х 2уг  =  ( ху)2г  =  х(у х ) у г  =  г у 2х 2 =  х 2у 2г.

Таким образом, х 2уг  =  х 2у 2г  в N .  В силу леммы 9(ш) это означает, что в 
N  выполнено тождество х 2 у г  =  0 , а значит, и тож дества

х 2угЬ =  0, (7)

х 2у 2 =  0. (8)

Используя тождество хуг1 — 1гух,  получаем, что х у г 2 =  г 2ух  =  0 в N .  
Напомним, что слово назы вается линейны м , если всякая буква входит в него 
< 1 раза. У читывая лемму 10 и тождество (7), получаем, что все нелинейные
слова длины > 5 равны 0 в М . В частности, отсюда вытекает, что х у 2г  =
х ( у г ) 2 =  0 в ЛЛ Будем говорить, что слова и и V подобны в многообразии 
Я ,  если существует слово ии такое, что в Я  выполнено тождество и =  гг и 
V может быть получено из ии переименованием переменных. Из сказанного 
выше и того ф акта, что х у г у  =  у г у х  в Я , легко вытекает, что каж дое слово, 
не равное 0 в Я , подобно в Я  некоторому слову из множества

ТЕ =  {х \ Х 2 • • • х т , х 2, х 3, х у х , х у 2, ( ху )2, х у х г , хугх} .

Приступим к непосредственному доказательству предлож ения 2. В силу 
теоремы достаточно проверить, что Ст ( Я ) Е М з?4 д л я  всякого натурального 
т .
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Если т  =  1, то нужный нам ф акт вы текает из следующего общего утвер
ждения.

Л е м м а  1 1 . Если V  — многообразие нильполугрупп, то решетка С \(у )  дис
трибутивна.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу первых двух утверждений леммы 9 всякое мно
гообразие нильполугрупп наследственно 1-однородно. У читывая предлож е
ние 1, получаем, что реш етка Сх(У) является подпрямым произведением 
решеток вида Соп(ТЕ^д(У)) по всем натуральным п. Осталось заметить, что 
< 1(У) С {ж^,0}, и потому реш етка Соп(1Е^д(У)) содержит < 2 элементов. 
Л ем м а доказана.

Пусть теперь т  — 2. Положим И 2̂ =  Ш^ ( Я)  и О  =  С2(Я) .  Из вида 
множества ТЕ и тождеств, задающих Я , ясно, что ТЕ2 состоит из следующих 
пяти орбит:

и 0 = {0}, Иг = { х у , у х } ,  и 2 = { х у 2}, Щ = { х у х , у х у } ,  Щ = {{ху)2}.

Пусть а  С С2. Из доказательства теоремы видно, что а  — ограничение на 
ТЕ2 некоторой вполне инвариантной конгруэнции а  на полугруппе Е , содер
жащ ей вполне инвариантную конгруэнцию на Е , отвечающую многообразию 
Я. Обозначим подмногообразие многообразия Я , отвечающее а , через Яа- 
Предположим, что а  связы вает две различны е орбиты 32-множества ТЕ2, т.е. 
что иаи, где и С С/̂ , V С и 0 < г < ;  < 4. Тогда иаи, т.е. и =  V в Яа- Из вида 
орбит ясно, что либо одна из орбит Щ и Uj одноэлементна, либо £(и) < £(и) 
и и <\ V. Ясно, что в первом случае а  склеивает Щ и Uj. Во втором случае 
из леммы 9(111) вытекает, что а  склеивает каж дую  из орбит Щ и ^  с [/о, а 
значит, и склеивает \JiyiUj  меж ду собой. Мы показали, что С2 состоит толь
ко из ж адны х конгруэнций 32-множества ТЕ2, т.е. является подрешеткой в

4
СС оп(1Е 2). В силу леммы 6 , С2 вклады вается в Ед(ОгЬ(1Е 2)) х П Соп(СТг).

г=0

Обозначим через Е 2 проекцию на Ед(ОгЬ(1Е 2)) образа решетки С2 при соот
ветствующем изоморфном вложении. Все орбиты 32-множества ТЕ2 содер
ж ат < 2 элементов. Следовательно, решетки конгруэнций всех этих орбит 
дистрибутивны. Осталось убедиться в том, что Е 2 Е М з^.

Пусть а* — эквивалентность из Е 2, соответствующая а  при вложении 
4

С2 в Ед(ОгЬ(И^2)) х П Соп([/г). Если и  и V  — различны е орбиты в ТЕ2, то,
г=0

согласно комментарию к лемме 6, IIа* V  тогда и только тогда, когда а  свя
зывает и  и V, т.е. когда иаи  д л я  некоторых слов и Е и  и V Е V. Но тогда 
и а и , т.е. и =  V в Яа- Обратно, если в Яа выполнено тождество и =  V, где
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и ,у  Е И^2, то гшг> и потому [7 а* V*, где [7 — орбита, содерж ащ ая гг, а У — 
орбита, содерж ащ ая г>. У читывая лемму 9(111), легко понять, что если 
д л я  некоторого г > 1, то [Т^а/^Уо д л я  всех ^ > 1, а если [/за*[/4, то 
Предположим, что [72<а*[73. Тогда в Ма выполнено тождество х у 2 =  уху.  
У множ ая это тождество слева на х  и учитывая, что в N  выполнено тож де
ство (8), получаем, что в этом случае и±а*Щ. Из сказанного легко вытекает, 
что Е 2 имеет вид, изображенный на рис. 4. Н а этом рисунке через £ обозна
чено отношение равенства на ОгЬ(И^2), через А — универсальное отношение 
на этом множестве, через Р1х12..лг (гДе г > 2 и 0 < гх < г2 < • • • < г'г < 4) — 
эквивалентность на ОгЬ(И^), единственным неодноэлементным классом ко
торой является {[7^, • • • 5 ^гг}> наконец, через ро4,23 — эквивалентность
на ОгЬ(И^2), классами которой являю тся {[/о, ^з}  и {С/1}- Из рис. 4
видно, что Е 2 Е М з?4.

Пусть, наконец, т  > 2. Из вида множества ТЕ видно, что если слова 
и и V зависят от > 2  букв, не равны 0 в N  и £(и) < Дг>), т о  либо с(и) Ф 
с(г>), либо и <\ V. В силу леммы 9 отсюда вытекает, что в рассматриваемом 
случае многообразие N  наследственно га-однородно. В силу предлож ения 1 
достаточно показать, что С о п (И ^ ш(Л/")) Е М з ?4 д л я  всех п > т.

Рассмотрим сначала случай, когда п  =  га. Д л я  краткости положим \¥ п =  
ТУп,п (ЛГ) и =  1У°'П(ЛГ). Ясно, что \¥ п — транзитивное Э^-множество. 
Следовательно, состоит из двух орбит: {0} и \¥ п . Из леммы 8 выте
кает, что Э^-множество сегрегировано. В силу леммы 7 осталось убе
диться в том, что Соп(И ^) Е М з ?4. Следствие 2 позволяет считать, что 
п  > 4. Без ограничения общности можно считать, что Х\Х2 *' '  х п Е Шп. 
В силу леммы 5, Соп(И^п) =  ^ з Ь ц г п(х 1Х2 • • • х п), Легко понять, что 
<&1ъЬцгп{х1Х2 - - - х п) =  Р егтД Л Д  (см., например, доказательство следствия
1.7 в [11]). Таким образом, Соп(\¥п) =  [РегтД А О , 8 П]. Если п  > 5, то, в силу
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леммы 10, интервал [Р егтп(Л/*), Эп] одноэлементен. Пусть, наконец, п  =  4. 
Если 7г £ 84 , то через gr{7г} будем обозначать подгруппу в 84 , порожденную 
7г. Положим Р 14Д3 =  gr{(14)(23)}. По условию Рет т ^Я )  Э Р 14Д3. Следова
тельно, Соп(ТЕ4) — интервал в решетке [Рыдз? 84]. К ак обычно, будем обо
значать через А 4 знакопеременную подгруппу в 84 , а через \^4 — четверную 
группу Клейна. Кроме того, положим С1243 =  ёг{(1243)} и =  gr{(гj)}, где 
1 < г < 7 < 4. Н а рис. 5 изображен интервал [Рыдз? 84] решетки 846 (84) 
(через V на этом рисунке обозначается объединение в решетке 8иЬ(84)). Мы 
видим, что [-Р14Д3, 84] =  М з?4. Следовательно, Соп(1К4) £ М з^ .

Пусть теперь п > т.  К ак отмечалось выше, любое нелинейное слово дли
ны > 5 равно 0 в ЛЛ Следовательно, если п  > 5 (в частности, если т  > 4), 
то РР®т(Я)  =  {0} и реш етка Соп(ТК^т (Л/*)) одноэлементна. Остается рас
смотреть случай, когда п  =  4, а т  =  3. Из вида множества ТК вытекает, что 
если и £  ТК4?з(Л/*), то и подобно в Я  одному из слов хухг  и хугх.  Используя 
тож дества x y z t  =  t z y x  и x y z x  =  yxzy ,  легко понять, что если и подобно в 
Я  слову хугх,  то и — хугх  в Я . Следовательно,

ТК40з(ЛО =  {xyxz^ x zxy ,  yxyz ,  yzyx^ zxzy ,  z yzx ,  xy zx ,  0}.

Ясно, что РР®3(Я)  содержит три орбиты:

и 0 =  {0}, и \  =  {хухг ,  х гху ,  ухуг ,  угух,  гхгу ,  г у г х }  и [/2 =  {xyzx} .

В силу леммы 8 , Эз-множество УР®3( Я)  сегрегировано, а из следствия 2 
вытекает, что решетки конгруэнций всех его орбит леж ат в М з?4. У читывая 
лемму 7, получаем, что и СоЦТК^^Л/*)) £ М з^ .

Предложение 2 доказано.
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