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Ïåðåñå÷åíèå ÊÑ ÿçûêîâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêàçàëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ðåãóëÿðíîãî è ÊÑ ÿçûêîâ
ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì.

Ñïðàâåäëèâî ëè ýòî äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ, ò.å ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåñå÷åíèå ÊÑ ÿçûêîâ
ÊÑ ÿçûêîì?

Îêàçûâàåòñÿ, íåò!

Ðàññìîòðèì ÿçûê L1 = {anbkcn | n, k ≥ 0}.
ßâëÿåòñÿ ëè îí ÊÑ-ÿçûêîì?
Äà, ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîðîæäàåòñÿ ÊÑ-ãðàììàòèêîé
S → aSc | A
A→ bA | ε

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÿçûê L2 = {anbnck | n, k ≥ 0}.
Îí òîæå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì, ïîñêîëüêó ïîðîæäàåòñÿ ÊÑ-ãðàììàòèêîé
S → aAbB | ε,
A→ aAb | ε
B → cB | ε
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Ïåðåñå÷åíèå ÊÑ ÿçûêîâ

Âîïðîñ. Áóäåò ëè ïåðåñå÷åíèå ÿçûêîâ

L = L1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0}

òàêæå ÊÑ ÿçûêîì?

Ðàíåå (â ëåêöèè 2) ìû ïîñòðîèëè íå ÊÑ ãðàììàòèêó, ïîðîæäàþùóþ ÿçûê
L.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì ïðèäåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî íåò ÊÑ ãðàììàòèêè, êîòîðàÿ åãî ïîðîæäàåò.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì,
ìû â òåîðèè àâòîìàòîâ ïîëüçîâàëèñü ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû î íàêà÷êå
äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ëåììó î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ.

Ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ èç íåå äîêàæåì, ÷òî ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñëåäñòâèå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äðóãèå
ÿçûêè íå ÿâëÿþòñÿ ÊÑ.
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∃n ∈ N:
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åñëè
|w | ≥ n (α(n,w))

òî
∃x , u, y ∈ Σ∗

w = xuy (β1(n,w , x , u, y))
è
|u| ≥ 1 (β2(n,w , x , u, y))
è
∀k ≥ 0 (xuky ∈ R) (β3(n,w , x , u, y))

ϕ = (∃n ∈ N)(∀w ∈ R)(α→ (∃x , u, y ∈ Σ∗)(β1&β2&β3))
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Ëåììà 2 (pumpimg lemma) î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ëåììó 2 î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ.

Ëåììà 2 î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ

Ïóñòü L � ÊÑ ÿçûê. Òîãäà
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∃x , u, y , v , z ∈ Σ∗:
w = xuyvz
è
|uv | ≥ 1
è
|uyv | ≤ m
è
∀k ≥ 0 (xukyvkz ∈ L)
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Äîêàçàòåëüñâî ëåììû 2 î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ

Åñëè L � êîíå÷íûé ÿçûê, òî âîçüìåì n áîëüøåå, ÷åì ìàêñèìàëüíàÿ
äëèíà ñëîâà â L. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÿçûê L áåñêîíå÷åí.

Ïóñòü G = (Γ,Σ,P,S) � ÊÑ ãðàììàòèêà, ïîðîæäàþùàÿ ÿçûê L. Äëÿ
êàæäîãî ñëîâà w ∈ L çàôèêñèðóåì åãî íàèìåíüøåå ïî âûñîòå äåðåâî Tw

âûâîäà è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
A = {u ∈ L | âûñîòà äåðåâà Tu íå áîëüøå |Γ| }.
Òàê êàê ìíîæåñòâî A êîíå÷íî (ïî÷åìó è ÷åì îãðàíè÷åíà ìîùíîñòü A?),
òî âîçüìåì n = max{|u| | u ∈ A}+ 1,
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Äîêàçàòåëüñâî ëåììû 2 î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ

Îòâåò: Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðàâûõ ÷àñòåé â ïðàâèëàõ
âûâîäà â ãðàììàòèêå (ò.å. ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñûíîâåé ó
âíóòðåííèõ óçëîâ äåðåâüåâ âûâîäà). Òîãäà åñëè h � âûñîòà
ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà âûâîäà Tu, òî ïî ï. (5) óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè
âûâîäà è äåðåâà âûâîäà èç ëåêöèè 3 äëèíà ñëîâà u íå áîëüøå, ÷åì
N = Mh, à ÷èñëî ñëîâ u òàêèõ, ÷òî âûñîòà äåðåâà Tu íå áîëüøå h, íå
áîëüøå, ÷åì |Σ|N (ïî÷åìó?). Â ÷àñòíîñòè, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A
êîíå÷íà, è äëèíà êàæäîãî ñëîâà ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò M |Γ|.

×èñëî M |Γ| + 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç m. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî m çàâèñèò òîëüêî
îò ïàðàìåòðîâ ñàìîé ãðàììàòèêè.
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Äîêàçàòåëüñâî ëåììû 2 î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñëîâî w ∈ L, |w | ≥ n, òîãäà w /∈ A è ïîýòîìó
âûñîòà åãî äåðåâà âûâîäà Tw ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé áîëüøå |Γ| (ñì.ðèñ
1). Ïîýòîìó íà ñàìîì äëèííîì ïóòè èç êîðíÿ äî ëèñòà åñòü õîòÿ áû äâà
óçëà, ïîìå÷åííûõ îäèíàêîâûìè íåòåðìèíàëàìè A.

Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ïàð îäèíàêîâûõ íåòåðìèíàëîâ íà ýòîì ïóòè
S = t0, t1, . . . , tr , . . . , ts , . . . , tm âûáåðåì äâà òàêèõ óçëà tr , ts , ïîìå÷åííûõ
íåêîòîðîì íåòåðìèíàëîì A, ìåæäó êîòîðûìè íåò äðóãîé ïàðû óçëîâ,
ïîìå÷åííûõ ýòèì îäíèì è òåì æå íåòåðìèíàëîì. ßñíî, ÷òî s > r .

Òîãäà, î÷åâèäíî, äëèíà öåïî÷êè îò r + 1-ãî óçëà äî s íå ïðåâîñõîäèò |Γ|, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ýòîé öåïî÷êå áóäóò ïîâòîðÿþùèåñÿ íåòåðìèíàëû,
÷åãî íå ìîæåò áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, s − (r + 1) + 1 ≤ |Γ|, ò.å.
s − r ≤ |Γ|+ 1.

Òîãäà A⇒∗ uyv � âûâîä èç íåòåðìèíàëà A â óçëå tr , A⇒∗ y � âûâîä èç
íåòåðìèíàëà A â óçëå ts .

Èìååì ðàçáèåíèå w = xuyvz öåïî÷êè w , ïîêàæåì, ÷òî îíî èñêîìîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)
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|uyv | ≤ M |Γ|+1 = m (ýòî ìû îáñóæäàëè âûøå). Çíà÷èò, |uyv | ≤ m.

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y (ñì. ðèñ.1).

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Åñëè u = v = ε, òî èìååì âûâîä A⇒∗ A, òîãäà äàííîå äåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì âûâîäà w ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé. Çíà÷èò, |uv | ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ïîääåðåâî tr äåðåâà Tw ñ êîðíåì â óçëå r .
Èç s − r ≤ |Γ|+ 1 ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà äåðåâà tr íå áîëüøå |Γ|+ 1. Òîãäà
|uyv | ≤ M |Γ|+1 = m (ýòî ìû îáñóæäàëè âûøå). Çíà÷èò, |uyv | ≤ m.

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y (ñì. ðèñ.1).

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Åñëè u = v = ε, òî èìååì âûâîä A⇒∗ A, òîãäà äàííîå äåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì âûâîäà w ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé. Çíà÷èò, |uv | ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ïîääåðåâî tr äåðåâà Tw ñ êîðíåì â óçëå r .
Èç s − r ≤ |Γ|+ 1 ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà äåðåâà tr íå áîëüøå |Γ|+ 1. Òîãäà
|uyv | ≤ M |Γ|+1 = m (ýòî ìû îáñóæäàëè âûøå). Çíà÷èò, |uyv | ≤ m.

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y (ñì. ðèñ.1).

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Åñëè u = v = ε, òî èìååì âûâîä A⇒∗ A, òîãäà äàííîå äåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì âûâîäà w ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé. Çíà÷èò, |uv | ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ïîääåðåâî tr äåðåâà Tw ñ êîðíåì â óçëå r .
Èç s − r ≤ |Γ|+ 1 ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà äåðåâà tr íå áîëüøå |Γ|+ 1. Òîãäà
|uyv | ≤ M |Γ|+1 = m (ýòî ìû îáñóæäàëè âûøå). Çíà÷èò, |uyv | ≤ m.

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y (ñì. ðèñ.1).

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Åñëè u = v = ε, òî èìååì âûâîä A⇒∗ A, òîãäà äàííîå äåðåâî íå ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì âûâîäà w ñ ìèíèìàëüíîé âûñîòîé. Çíà÷èò, |uv | ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ïîääåðåâî tr äåðåâà Tw ñ êîðíåì â óçëå r .
Èç s − r ≤ |Γ|+ 1 ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà äåðåâà tr íå áîëüøå |Γ|+ 1. Òîãäà
|uyv | ≤ M |Γ|+1 = m (ýòî ìû îáñóæäàëè âûøå). Çíà÷èò, |uyv | ≤ m.

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y (ñì. ðèñ.1).

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y .

Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y .
Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 (î íàêà÷êå äëÿ ÊÑ ÿçûêîâ)

Èìååì S ⇒∗ xAz , A⇒∗ uAv , A⇒∗ y .
Ïðè k = 0 ïîñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xyz , îòêóäà xyz ∈ L(G ) = L.

Ïðè k > 0 ñòðîèì âûâîä S ⇒∗ xAz ⇒∗ xuAvz ⇒∗ xukAvkz ⇒∗ xukyvkz .
Îòêóäà xukyvkz ∈ L(G ) = L.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Ïðèìåð 1 íåðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ïðèìåð 1 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

L = {anbn | n ≥ 0}

Âñïîìíèì, êàê ìû äîêàçûâàëè íåðåãóëÿðíîñòü ÿçûêà ïðè ïîìîùè
ñëåäñòâèÿ 1.

Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê L íå ÊÑ ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå n. È âîçüìåì N = n + 1 è ðàññìîòðèì ñëîâî
w = aNbN ∈ L. Î÷åâèäíî, |w | ≥ n. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñëîâî ÿâëÿåòñÿ
êîíòðïðèìåðîì.

Ðàçîáúåì åãî íà òðè ÷àñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì: w = xuy òàê, ÷òî
|u| ≥ 1. Áåðåì, íàïðèìåð, k = 2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
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Ïðèìåð 1 íåðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

1 ñëó÷àé. Ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòåïåíåé äâóõ ðàçíûõ áóêâ,
ò.å. u = akbr , ãäå k , r 6= 0, òîãäà xu2y ñîäåðæèò ïîäñëîâî u2 = akbrakbr ,
ïîýòîìó xu2y /∈ L.

2 ñëó÷àé. Ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ îäíîé áóêâû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, u = al , l 6= 0. Òîãäà, èìååì x = as , u = al , y = aN−s−lbN . Òîãäà
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k èìååì

xuky = as(al)kaN−s−lbN

×èñëî áóêâ a â ýòîì ñëîâå áóäåò ðàâíî

s + kl + N − s − l = N + (k − 1)l > N

Ñëåäîâàòåëüíî, xuky /∈ L.

Ñëó÷àé, êîãäà u = bl , ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî (óïð.).

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû ðàçáèòü ñëîâî w íà òðè
÷àñòè è âñÿêèé ðàç ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè �íàêà÷êå� ðåçóëüòèðóþùåå ñëîâî íå
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà

Ïðèìåð 2 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

L = {anbncn | n ≥ 0}

Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê L íå ÊÑ ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 2.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå m, n. È âîçüìåì N = max(m, n) + 1 è ðàññìîòðèì
ñëîâî w = aNbNcN ∈ L. Î÷åâèäíî, |w | ≥ n. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñëîâî
ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì.

Ðàçîáúåì åãî íà ïÿòü ÷àñòåé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì: w = xuyvz òàê, ÷òî
|uv | ≥ 1. Áåðåì, íàïðèìåð, k = 2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà

Ïðèìåð 2 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèé ÿçûê íå ÿâëÿåòñÿ

êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

L = {anbncn | n ≥ 0}

Äîêàæåì, ÷òî ÿçûê L íå ÊÑ ïðè ïîìîùè ñëåäñòâèÿ 2.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå m, n. È âîçüìåì N = max(m, n) + 1 è ðàññìîòðèì
ñëîâî w = aNbNcN ∈ L. Î÷åâèäíî, |w | ≥ n. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñëîâî
ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì.

Ðàçîáúåì åãî íà ïÿòü ÷àñòåé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì: w = xuyvz òàê, ÷òî
|uv | ≥ 1. Áåðåì, íàïðèìåð, k = 2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 9



Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà

1 ñëó÷àé. Ñëîâî u èëè ñëîâî v ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòåïåíåé äâóõ
ðàçíûõ áóêâ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ñëîâî u, ò.å.
u = albr , ãäå k , r 6= 0, òîãäà xu2yv2z ñîäåðæèò ïîäñëîâî u2 = akbralbr ,
ïîýòîìó xu2yv2z /∈ L.

Ñëîâî u è ñëîâî v íå ìîæåò ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòåïåíåé òð¼õ
ðàçíûõ áóêâ (ïî÷åìó? óêàçàíèå: ïîñìîòðåòü íà äëèíó ñëîâà uyv). Ïîýòîìó
ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñëó÷àþ.
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà

3 ñëó÷àé. Cëîâî u ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ îäíîé áóêâû è ñëîâî v ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ îäíîé áóêâû.

Âíîâü, ðàññìàòðèâàÿ äëèíó ñëîâà uyv , ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ëèáî (3.1)
ñëîâà u è v ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ îäíîé áóêâû, ëèáî (3.2) äëÿ ñëîâà u �
ñòåïåíü áóêâû a, äëÿ ñëîâà v - ñòåïåíü áóêâû b, ëèáî (3.3) äëÿ ñëîâà u �
ñòåïåíü áóêâû b, äëÿ ñëîâà v - ñòåïåíü áóêâû c .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (3.2): u = al , v = br , l , r ∈ N ∪ {0}, l 6= 0. Òîãäà,
èìååì x = as , u = al , y = aN−s−lbf , v = br , z = bN−f−rcN . Òîãäà äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k èìååì

xukyvkz = as(al)kaN−s−lbf (br )kbN−f−rcN

×èñëî áóêâ a â ýòîì ñëîâå áóäåò ðàâíî

s + kl + N − s − l = N + (k − 1)l > N

Ñëåäîâàòåëüíî, xukyvkz /∈ L.
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Ïðèìåð 2 íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíîãî ÿçûêà

Îñòàëüíûå ïîäñëó÷àè ñëó÷àÿ 3 ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû ðàçáèòü ñëîâî w íà ïÿòü
÷àñòåé è âñÿêèé ðàç ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè �íàêà÷êå� ðåçóëüòèðóþùåå ñëîâî
íå ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L.
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Ñëåäñòâèÿ î ïåðåñå÷åíèè è äîïîëíåíèè ÊÑ ÿçûêîâ

Ñëåäñòâèå 1

Ïåðåñå÷åíèå ÊÑ ÿçûêîâ íå îáÿçàòåëüíî áóäåò ÊÑ ÿçûêîì.

Ðàññìîòðèì ÿçûêè L = {akbncn | k, n ≥ 0}, L2 = {anbnck | k, n ≥ 0}.
Ïðè ýòîì L1 ∩ L2 = {anbncn | n ≥ 0} íå ÊÑ ÿçûê

Ñëåäñòâèå 2 (óïð.)

Äîïîëíåíèå äî ÊÑ ÿçûêà íåîáÿçàòåëüíî áóäåò ÊÑ ÿçûêîì.

Óêàçàíèå. Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äîïîëíåíèå ëþáîãî ÊÑ ÿçûêà îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì.

Òàê êàê ÿçûê {anbn|n ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ ÊÑ-ÿçûêîì, òî èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà
ìîæíî ñäåëàòü íåôîðìàëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå
ãðàììàòèêè íå óìåþò ñðàâíèâàòü êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ äâóõ âèäîâ, íî íå òðåõ.
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