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Ïåðèîäè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Ñâîáîäíûé ìîíîèä a∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì
èç âñåõ ñâîáîäíûõ ìîíîèäîâ, ïîýòîìó îí îáëàäàåò îñîáåííûìè
ñâîéñòâàìè, êîòîðîûå ìû áóäåì îáñóæäàòü â ýòîé ëåêöèè.

Êàæäîå ñëîâî w èç óíàðíîãî ÿçûêà L ⊆ a∗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå an,
ãäå n � äëèí ñëîâà w , ïîýòîìó âìåñòî ÿçûêà L åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
N0, êîòîðîå ñîñòîèò èç äëèí ñëîâ ÿçûêà L, ò.å. M(L) = {|w | | w ∈ L}

Ìíîæåñòâî M ⊆ N0 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà
n0, d ∈ N (n0 íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì, à d � ïåðèîäîì) òàêèå, ÷òî

∀m ∈ M m ≥ n0 ⇒ m + d ∈ M
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Ïåðèîäè÷åñêèå ìíîæåñòâà. Ïðèìåð 1

Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
M = {0, 1} ∪ {2 + 2k , 7 + 3k | k ∈ N0} = {0, 1} ∪ 2 + 2N0 ∪ 7 + 3N0.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì d = 6 è
èíäåêñîì n0 = 2.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâà
P0 = {0, 1} è äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ ðàçíîñòÿìè 2 è 3.

Ïåðâàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä {2, 4, 6, 8, 10, 12, . . .}, ïðåäñòàâèì åå â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ P1 = {2, 8, 14, . . .}, P2 = {4, 10, 16, . . .},
P3 = {6, 12, 18, . . .}.
Âòîðàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò âèä {7, 10, 13, 16, . . .}, åå ïðåäñòàâèì â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ P4 = {7, 13, 19, . . .} è P5 = {10, 16, . . .}. Âèäíî, ÷òî
P5 ⊆ P2.

Òîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà P0 è
÷åòûðåõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé P1, P2, P3, P4 ñ îäèíàêîâîé
ðàçíîñòüþ d = 6.

Òîãäà ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ èíäåêñîì - ëþáûì ÷èñëîì
n0, áîëüøèì èëè ðàâíûì ÷èñëà min{2, 4, 6, 7} = 2 ñ ïåðèîäîì d = 6.
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Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ

Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ

Äëÿ ëþáîãî óíàðíîãî ÿçûêà L ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 ÿçûê L ðàöèîíàëåí;

2 ÿçûê L êîíòåêñòíî-ñâîáîäåí;

3 ìíîæåñòâî M(L) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà (1)⇒ (2)
(2)⇒ (3) Òàê êàê L � ÊÑ ÿçûê, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ëåììà î íàêà÷êå:
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Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

∃m∃n ∈ N:

∀w ∈ L
åñëè
|w | ≥ n

òî
∃x , u, y , v , z ∈ Σ∗

w = xuyvz
è
|uv | ≥ 1
è
|uyv | ≤ 1
è
∀k ≥ 0 (xukyvkz ∈ L)
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Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

Íàéäåì èíäåêñ è ïåðèîä ÿçûêà L.

Ðàññìîòðèì ñëîâî w = xuyvz . Òàê ïîëóãðóïïà a∗ êîììóòàòèâíà, òî
w = xuyvz = (xyz)(uv) = asap, ãäå xyz = as , uv = ap. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
k ≥ 0 èìååì (xyz)(uv)k = asakp = as+kp ∈ L

Êðîìå òîãî, |uyz | ≤ m, îòêóäà p = |uv | ≤ m, òîãäà âîçüìåì d = m! è
îòìåòèì, ÷òî òàê êàê p ≤ m, òî p | m!.
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Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü d = Kp, òîãäà ïåðåïèøåì óñëîâèå ëåììû î íàêà÷êå:
∃n0 = n ∃d = m! ∈ N:

∀w ∈ L
åñëè
|w | ≥ n0

òî
∃s, p,K ∈ N
d = Kp
è
∀k ≥ 0 (as+kp ∈ L)

Äîêàæåì ïåðèîäè÷íîñòü ìíîæåñòâà M(L).
(Íàïîìíèì, ÷òî w ∈ L⇔ |w | ∈ M(L)):
|w | ∈ M(L), |w | ≥ n0 ⇒ |w | = s + p ⇒
|w |+ d = s + p + d = s + p + Kp = s + (K + 1)p.
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as+kp = as+(K+1)p = a|w |+d ∈ L⇒ |w |+ d ∈ M(L).
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Äîêàçàòåëüñòâî. (3)⇒ (1) Ïóñòü M(L) ïåðèîäè÷åñêîå, ãäå n0 � èíäåêñ, à
d � ïåðèîä ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ i = 0, . . . , d − 1 ðàññìîòðèì ki ≥ n0, ki ≡ i(mod d) � ìèíèìàëüíîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ki + dN0 = {ki + nd | n ∈ N0}
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì M(L). Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå íàéäåòñÿ, òî
ïîëîæèì ki =∞.

Î÷åâèäíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà P = {ki <∞ | i = 0, . . . , d − 1} ìåíüøå
d . Ïóñòü K = max(P). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî {0, .. ,K + d − 1} è
ïîñòðîèì ÄÊÀ A = {Q, {a}, δ, {0},F}:

0 1 K

K + 1

K + d − 1 K + d − 2

K + 2

. . . . . .a a a

a

a

a

a

a

a

Ðèñ. 1

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 10



Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. (3)⇒ (1) Ïóñòü M(L) ïåðèîäè÷åñêîå, ãäå n0 � èíäåêñ, à
d � ïåðèîä ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ i = 0, . . . , d − 1 ðàññìîòðèì ki ≥ n0, ki ≡ i(mod d) � ìèíèìàëüíîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ki + dN0 = {ki + nd | n ∈ N0}
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì M(L). Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå íàéäåòñÿ, òî
ïîëîæèì ki =∞.

Î÷åâèäíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà P = {ki <∞ | i = 0, . . . , d − 1} ìåíüøå
d . Ïóñòü K = max(P). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî {0, .. ,K + d − 1} è
ïîñòðîèì ÄÊÀ A = {Q, {a}, δ, {0},F}:

0 1 K

K + 1

K + d − 1 K + d − 2

K + 2

. . . . . .a a a

a

a

a

a

a

a

Ðèñ. 1

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 10



Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî. (3)⇒ (1) Ïóñòü M(L) ïåðèîäè÷åñêîå, ãäå n0 � èíäåêñ, à
d � ïåðèîä ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ i = 0, . . . , d − 1 ðàññìîòðèì ki ≥ n0, ki ≡ i(mod d) � ìèíèìàëüíîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ki + dN0 = {ki + nd | n ∈ N0}
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì M(L). Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå íàéäåòñÿ, òî
ïîëîæèì ki =∞.

Î÷åâèäíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà P = {ki <∞ | i = 0, . . . , d − 1} ìåíüøå
d . Ïóñòü K = max(P). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ìíîæåñòâî {0, .. ,K + d − 1} è
ïîñòðîèì ÄÊÀ A = {Q, {a}, δ, {0},F}:

0 1 K

K + 1

K + d − 1 K + d − 2

K + 2

. . . . . .a a a

a

a

a

a

a

a

Ðèñ. 1

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 10



Òåîðåìà îá óíàðíûõ ÿçûêàõ. Äîêàçàòåëüñòâî

Çàäàäèì ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñîñòîÿíèé:
Äëÿ 0 ≤ n ≤ K − 1 ïîëîæèì n ∈ F ⇔ n ∈ M(L)(⇔ an ∈ L).
Äëÿ K ≤ n ≤ K + d − 1 ïîëîæèì n ∈ F ⇔ ∃ki <∞ (n ≡ ki (mod d)).

Ïîêàæåì, ÷òî L ⊆ L(A).

Ïóñòü w ∈ L, w = an. Òîãäà åñëè n = |w | < K , òî ïî ðèñ.1 è îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà F çàêëþ÷èòåëüíûõ âåðøèí w ∈ L(A).
Åñëè n = |w | ≥ K , òî ∃ki ≡ n(mod d)⇒ w ∈ L(A).

Ïîêàæåì, ÷òî L(A) ⊆ L.

Ïóñòü w ∈ L(A) è w = an.

Òîãäà åñëè n = |w | < K , òî ïî ðèñ.1 è îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà F
çàêëþ÷èòåëüíûõ âåðøèí w ∈ L.

Åñëè n = |w | ≥ K , òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà F çàêëþ÷èòåëüíûõ
âåðøèí n = δ(0,w) ≡ ki (mod d).
Ñëåäîâàòåëüíî, n ∈ ki + dN0 ⊆ P ⊆ M(L).
Çíà÷èò, w ∈ L.
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Çíà÷èò, w ∈ L.
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Ïðèìåð 2

Ïðèìåð 2 Ïîñòðîèòü ÄÊÀ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

M = {1, 3 + 3k, 5 + 3k | k ∈ N0}

Èíäåêñ n0 = 3, ïåðèîä d = 3, ïîñêîëüêó
n0 + dN0 = 3 + 3N0 = {3 + 3k | k ∈ N0}.

3 + 3N0 ⊆ M, ñëåäîâàòåëüíî, ki = 3 äëÿ i ≡ 3(mod3), ò.å. äëÿ i = 0. Èòàê,
k0 = 3.

5 + 3N0 ⊆ M, ñëåäîâàòåëüíî, ki = 5 äëÿ i ≡ 5(mod3), ò.å. äëÿ i = 2. Èòàê,
k2 = 2.

Îñòàâøååñÿ k1 =∞.

P = {k0, k2} = {5, 2}, K = max(P) = 5.

Â èñêîìîì àâòîìàòå áóäåò K + d − 1 = 5 + (3− 1) = 7 ñîñòîÿíèé, íàðèñóåì
åãî (ñì.ðèñ.2).

Äëÿ 1 ≤ n ≤ 7 çàêëþ÷èòåëüíûìè âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû n = 1,
n = 3 + 3 · 0 = 3, n = 3 + 3 · 1 = 6, n = 5 + 3 · 0 = 5.
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Ñëåäñòâèå

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíûé àëôàâèò, L ⊆ Σ∗ � ÊÑ ÿçûê. Òîãäà
M(L) = {|w | | w ∈ L} � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : Σ∗ → a∗ òàêîé, ÷òî
∀b ∈ Σ f (b) = a. Ðàíåå (â ëåêöèè 6) ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè L � ÊÑ ÿçûê, òî
f (L) � ÊÑ ÿçûê.

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå îá óíàðíûõ ÿçûêàõ ìíîæåñòâî M(f (L)) ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì.

Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ãîìîìîðôèçì f íå èçìåíÿåò äëèíû ñëîâà, ïîýòîìó
M(f (L)) = M(L), è ñëåäîâàòåëüíî, M(L) � ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
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Ïðèìåðû 3, 4

Ïðèìåð 3 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L = {ap | p − ïðîñòîå } íå ÿâëÿåòñÿ
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

ßçûê L ÿâëÿåòñÿ óíàðíûì. Äîêàæèòå îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî M(L)
äëèí ñëîâ ýòîãî ÿçûêà, ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ
ÿçûêîì.

Ïðèìåð 4 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L = {apbp | p − ïðîñòîå } íå ÿâëÿåòñÿ
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

Ñíîâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äëèí ñëîâ ýòîãî ÿçûêà
M(L) = {2p | p − ïðîñòîå }. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì.

Þ. Â. Íàãðåáåöêàÿ, È. À. Ìèõàéëîâà Ëèíãâèñòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Ëåêöèÿ 10



Ïðèìåðû 3, 4

Ïðèìåð 3 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L = {ap | p − ïðîñòîå } íå ÿâëÿåòñÿ
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

ßçûê L ÿâëÿåòñÿ óíàðíûì. Äîêàæèòå îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî M(L)
äëèí ñëîâ ýòîãî ÿçûêà, ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ
ÿçûêîì.

Ïðèìåð 4 Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê L = {apbp | p − ïðîñòîå } íå ÿâëÿåòñÿ
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûì

Ñíîâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äëèí ñëîâ ýòîãî ÿçûêà
M(L) = {2p | p − ïðîñòîå }. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿçûê L íå ÿâëÿåòñÿ ÊÑ ÿçûêîì.
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