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Дифференциал второго порядка 
функции двух переменных

Опр. Дифференциалом второго порядка 

функции � = �(�, �) называется 

дифференциал от дифференциала первого 

порядка

 2d z d dz
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при условии, что 	� = 
��
�, 	� = 
��
�.
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Дифференциал второго порядка 
функции двух переменных
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Экстремум функции двух переменных 
(определение)

Опр. Пусть функция определена в � �� . Точка 

��(��, ��) называется точкой локального 

максимума (локального минимумума) функции

� = �(�, �), если в некоторой окрестности 

функция � = �(�, �) принимает наибольшее 

(наименьшее) значение в этой точке. 
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Локальный максимум Ф2П (иллюстрация)
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Локальный минимум Ф2П (иллюстрация)
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Необходимое условие экстремума Ф2П

6
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Теорема 3. Пусть функция � = �(�, �) определена в 

� �� , дифференцируема в точке ��(��, ��) и 

точка ��(��, ��) − точка локального экстремума. 

Тогда частные производные функции � = �(�, �)
в точке �� равны нулю:
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Геометрическое доказательство теоремы 3 

0z  x
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0z  x

y
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Геометрический смысл необходимого 
условия экстремума Ф2П
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Утверждение. Пусть функция � = �(�, �)
определена в � �� , дифференцируема в точке 

��(��, ��) и точка ��(��, ��) − точка локального 

экстремума. 

Тогда уравнение касательной к поверхности 

� = �(�, �) в точке �� задается уравнением � = ��:
� − �� = ��

�����
� − �� + ��

���
��

� − ��
� − �� = 0 ⋅ � − �� + 0 ⋅ � − ��



0z 
0z z В точках локального 

экстремума 

дифференцируемой 

Ф2П 

касательная 

плоскость 

параллельна 

плоскости Oxy

Геометрическая интерпретация теоремы 3 
(иллюстрация) 



Необходимое условие экстремума Ф2П

10
Курс "Математика", II сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ 

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

Точки возможного экстремума Ф2П:

• точки, в которых 	� = 0 (стационарные)

• точки, в которых функция � = �(�, �) не  

дифференцируема.



Необходимое условие экстремума Ф2П 
Пример 3
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Пример 3. Найти стационарные точки функции 

� = � �, � = �! + �!.
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
Пример 3
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
Пример 4
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Пример 3. Найти стационарные точки функции 

� = � �, � = �! − �!.
2 2( , )z f x y x y    2 , 2

f f
x y

x y

 
  

 

0
f

x





2 0x  0x 

0
f

y





2 0y  0y 

0 (0,0)

 точка

P

стационарная

 



x

y

z

Необходимое условие экстремума Ф2П 
Пример 4

14
Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

0 (0,0)

стационарная точка,

которая не является

точкой 

P O

locextr

 

O Необходимое 

условие 

экстремума для 

Ф2П не является  

достаточным! 



Достаточное условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал
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Теорема 4. Пусть функция � = �(�, �) определена 

в � ��  и ее вторые производные непрерывны в 

� �� .
Тогда для любых 	�, 	� одновременно не равных 

нулю (т.е. таких, что 	�! + 	�! ≠ 0 ) выполняется 



Достаточное условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал
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(сохраняет знак «-»),2
01). ( ) 0d z P 

то P0 - точка максимума,

(сохраняет знак «+»),2
02). ( ) 0d z P 

не сохраняет знака при изменении 

dx, dy,

2
03). ( )d z P

то в точке P0 нет экстремума.

то P0 - точка минимума,



Достаточное условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Док-во
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Достаточное условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Пример 5
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Пример 5. Исследовать на локальный 

экстремум функцию � = � �, � = �! + �! при 

помощи вторых дифференциалов
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Пример 4
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Пример 6
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Пример 6. Исследовать на локальный 

экстремум функцию � = � �, � = �! − �! при 

помощи вторых дифференциалов

0 (0,0)  точкаP стационарная

0

2

P
d z  2 22 2dx dy 

	!�|�� не сохраняет знака при изменении 

знака dx, dy ⇒ �� не является точкой locextr.

Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.



Достаточное условие экстремума Ф2П 
через вторые производные
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Теорема 5. Пусть функция � = �(�, �) определена в 

� �� , ее вторые производные непрерывны в � �� и 

Δ = ' (
( ) , 

где ' = �*+
�*��

��
�� ,  ( = �*+

�����
��

,  ) = �*+
�*��

��
и точка 

�� − стационарная точка. Тогда 

• �� – точка максимума, если Δ > 0, ' < 0;

• �� – точка минимума, если Δ > 0, ' > 0;

• в точке �� экстремума нет, если Δ < 0;
• требуется дополнит. исследование, если Δ = 0.



Необходимое условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Пример 7
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Пример 7. Исследовать на локальный 

экстремум функцию � = � �, � = �! + �! при 

помощи вторых производных.
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Необходимое условие экстремума Ф2П 
через второй дифференциал. Пример 8
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Пример 8. Исследовать на локальный 

экстремум функцию � = � �, � = �! − �! при 

помощи вторых производных.
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0

2

2
,2

P

f
A

x


 


0

2

2
,2

P

f
C

y


  


Курс "Математика", III сем., автор к.ф.-м.н., доцент ИЕНиМ

УрФУ Нагребецкая Ю.В.

0

2

0

P

f
В

x y


  
 

A B

B C
  

2 0
4

0 2
 



0 (0,0)  не является точкой locextr0 P   


