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Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

11.1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: �îðìóëèðîâêà è íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.1

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F ïðèâîäèì

ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàçëîæèì â ïîëå F íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Èç ýòîé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 11.4 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 11.1

Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, òî ëþáîé ëèíåéíûé

îïåðàòîð â V ïðèâîäèì ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå.
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Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå 11.1 ïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî.

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 11.1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð, ìàòðèöà êîòîðîãî â íåêîòîðîì áàçèñå æîðäàíîâà. Â ÷àñòíîñòè,

ýòà ìàòðèöà íèæíåòðåóãîëüíà. Îáîçíà÷èì ñêàëÿðû, ñòîÿùèå íà åå ãëàâíîé

äèàãîíàëè, ÷åðåç λ
1

, λ
2

, . . . , λn (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñîâïàäàòü). Òîãäà

χ
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) ðàçëîæèì íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 11.1 áóäåò äîêàçàíà ïîçæå, ïîñëå òîãî, êàê ìû

äîêàæåì âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû.
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Öåïî÷êè ÿäåð è îáðàçîâ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (1)

11.2. �àçëîæåíèå Ôèòòèíãà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü íåêîòîðûå

ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, èìåþùèå íåíóëåâîå ÿäðî. Çà�èêñèðóåì

ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð H â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä

ïîëåì F . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîëíåíû

âêëþ÷åíèÿ

KerHk ⊆ KerHk+1
(1)

è

ImHk ⊇ ImHk+1. (2)

Ëåììà 11.1

Åñëè KerH 6= {0}, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî s òàêîå, ÷òî

{0} ⊂ KerH ⊂ KerH2 ⊂ · · · ⊂ KerHs =
= KerHs+1 = · · · = KerHs+m = · · ·

(3)

è

V ⊃ ImH ⊃ ImH2 ⊃ · · · ⊃ ImHs = ImHs+1 = · · · = ImHs+m = · · · . (4)
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Öåïî÷êè ÿäåð è îáðàçîâ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì dimV = n. Âêëþ÷åíèå {0} ⊂ KerH âûïîëíåíî

ïî óñëîâèþ. Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ (1)

è KerHk+1 ⊆ V , è ïîòîìó dimKerHk
6 dimKerHk+1

6 n. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå s òàêîå, ÷òî

{0} ⊂ KerH ⊂ KerH2 ⊂ · · · ⊂ KerHs = KerHs+1.

Ïðîâåðèì, ÷òî KerHs = KerHs+m
äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî

KerHs = KerHs+1 = · · · = KerHs+m−1 ⊂ KerHs+m

äëÿ íåêîòîðîãî m. Îòìåòèì, ÷òî m > 1, òàê êàê

KerHs = KerHs+1. (5)

Èç âêëþ÷åíèÿ KerHs+m−1 ⊂ KerHs+m
âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x

òàêîé, ÷òî x ∈ KerHs+m
, íî x /∈ KerHs+m−1

. Â ÷àñòíîñòè, Hs+m(x) = 0.

Ïîëîæèì y = Hm−1(x). Òîãäà Hs+1(y) = Hs+m(x) = 0. Èç ðàâåíñòâà (5)

âûòåêàåò, ÷òî Hs(y) = 0. Íî Hs(y) = Hs+m−1(x) 6= 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3).

Ñëåäîâàòåëüíî,

dim{0} < dimKerH < dimKerH2 < · · · < dimKerHs =

= dimKerHs+1 = · · · = dimKerHs+m = · · · .
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Öåïî÷êè ÿäåð è îáðàçîâ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (3)

Ïîñêîëüêó, â ñèëó òåîðåìû î ðàíãå è äå�åêòå, dim ImHk + dimKerHk = n

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k , îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

n > dim ImH > dim ImH2 > · · · > dim ImHs =

= dim ImHs+1 = · · · = dim ImHs+m = · · · .

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå (2), âûòåêàþò

ñîîòíîøåíèÿ (4).
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�àçëîæåíèå Ôèòòèíãà (1)

Ïîëîæèì NH = KerHs
, UH = ImHs

, N = H|NH
è U = H|UH

.

Ïðåäëîæåíèå 11.1

Åñëè KerH 6= {0}, òî ïîäïðîñòðàíñòâà NH è UH èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî H, V = NH ⊕ UH, N � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, à U �

àâòîìîð�èçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ ImHs
. Òîãäà x = Hs(y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ V .

Ñëåäîâàòåëüíî,

H(x) = H
(

Hs(y)
)

= Hs+1(y) = Hs
(

H(y)
)

,

è ïîòîìó H(x) ∈ ImHs
. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî ImHs

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî H.

Äàëåå, ïóñòü x ∈ KerHs
, ò. å. Hs(x) = 0. Òîãäà

Hs
(

H(x)
)

= Hs+1(x) = H
(

Hs(x)
)

= H(0) = 0,

è ïîòîìó H(x) ∈ KerHs
. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâî KerHs

òàêæå

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî H.
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�àçëîæåíèå Ôèòòèíãà (2)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà NH âûòåêàåò, ÷òî N s = O, è ïîòîìó

îïåðàòîð N íèëüïîòåíòåí. Äàëåå,

H(UH) = H(ImHs) = ImHs+1 = ImHs = UH.

Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 8.1 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð U = H|UH
ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîð�èçìîì.

Äîêàæåì, ÷òî NH ∩ UH = {0}. Ïóñòü x ∈ NH ∩ UH. Èç òîãî, ÷òî x ∈ NH,

âûòåêàåò, ÷òî Hs(x) = 0, à èç òîãî, ÷òî x ∈ UH, ñëåäóåò, ÷òî x = Hs(y) äëÿ
íåêîòîðîãî âåêòîðà y. Ñëåäîâàòåëüíî, H2s(y) = Hs

(

Hs(y)
)

= Hs(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, y ∈ KerH2s = KerHs
, è çíà÷èò x = Hs(y) = 0.

×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâî V = NH ⊕ UH (è òåì ñàìûì çàâåðøèòü

äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ), îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî V = NH + UH. Â

ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî NH ∩ UH = {0}, èìååì

dim(NH + UH) = dimNH + dimUH − dim(NH ∩ UH) = dimNH + dimUH.

Èç òåîðåìû î ðàíãå è äå�åêòå âûòåêàåò, ÷òî dimNH + dimUH = dimV .

Òàêèì îáðàçîì, dim(NH + UH) = dimV , è ïîòîìó NH + UH = V .

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

�àâåíñòâî V = NH ⊕ UH íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ôèòòèíãà ïðîñòðàíñòâà

V îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà H.
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Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Íåòðèâèàëüíîñòü ÿäðà îïåðàòîðà Ai

11.3. Êîðíåâîå ðàçëîæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ñ ýòîãî ìåñòà è äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.1 ÷åðåç A
îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì

F òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) ðàçëîæèì â ïîëå F íà ëèíåéíûå

ìíîæèòåëè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

χ
A
(x) = (−1)n(x − λ

1

)k1(x − λ
2

)k2 · · · (x − λm)
km , (6)

ãäå n = λ
1

+ λ
2

+ · · ·+ λm = dimV . Â ÷àñòíîñòè, λ
1

, λ
2

, . . . , λm � âñå

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A.

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m ïîëîæèì Ai = A− λiE .

Çàìå÷àíèå 11.1

Ïóñòü i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Òîãäà KerAi 6= {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèéñÿ
ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi , òî x 6= 0 è

Ai (x) = (A− λiE)(x) = A(x)− λiE(x) = λix− λix = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî x ∈ KerAi , è ïîòîìó KerAi 6= {0}.
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Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Èç ëåììû 11.1 è çàìå÷àíèÿ 11.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m
ñóùåñòâóåò ÷èñëî si òàêîå, ÷òî

{0} ⊂ KerAi ⊂ KerA2

i ⊂ · · · ⊂ KerAsi
i = KerAsi+1

i = · · · = KerAsi+m

i = · · · è

V ⊃ ImAi ⊃ ImA2

i ⊃ · · · ⊃ ImAsi
i = ImAsi+1

i = · · · = ImAsi+m

i = · · · .

Ïîëîæèì Ni = KerAsi
i è Ui = ImAsi

i . Îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà Ai íà

ïîäïðîñòðàíñòâà Ni è Ui áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ni è Ui ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî Ni íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà

V , ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi .
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Ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ Ni è Ui . Òåîðåìà î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè

Èç ïðåäëîæåíèÿ 11.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò, êîòîðûé äàëåå áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê ïðàâèëî, áåç ÿâíûõ ññûëîê.

Ñëåäñòâèå 11.2

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ïîäïðîñòðàíñòâà Ni è Ui èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Ai ;

2) V = Ni ⊕ Ui ;

3) Ni � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð;

4) Ui � àâòîìîð�èçì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èç êîòîðîé, êàê ìû

óâèäèì íèæå, óæå ëåãêî âûòåêàåò äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 11.1.

Òåîðåìà 11.2

V = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm.

�àâåíñòâî V = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ðàçëîæåíèåì

ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 11.2 íåîäíîêðàòíî ïðèãîäèòñÿ íàì â ïîñëåäóþùèõ

ïàðàãðà�àõ.
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Ni ñîäåðæèòñÿ â Uj (1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 11.2, íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâå ëåììû.

Ëåììà 11.2

Ïóñòü i , j ∈ {1, 2, . . . ,m} è i 6= j . Òîãäà Ni ⊆ Uj .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

Aj = A− λjE = A− λiE + λiE − λjE = Ai + (λi − λj)E .

Åñëè x ∈ Ni , òî Ai (x) ∈ Ni (ïîñêîëüêó Ni èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Ai ) è

(λi − λj )x ∈ Ni . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

Aj (x) =
(

Ai + (λi − λj)E
)

(x) = Ai (x) + (λi − λj )x ∈ Ni .

Ìû âèäèì, ÷òî Ni èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Aj . Ñëåäîâàòåëüíî,

îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà Aj íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ni ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð â Ni . Îáîçíà÷èì ýòîò îïåðàòîð ÷åðåç Aji .

Ïðîâåðèì, ÷òî KerAji = {0}. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü v ∈ KerAji . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî v ∈ KerAj è v ∈ Ni . Èñïîëüçóÿ ïåðâîå èç ýòèõ äâóõ

âêëþ÷åíèé, èìååì

0 = Aj (v) = (A− λjE)(v) = A(v)− λjv,

îòêóäà A(v) = λjv.
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Ni ñîäåðæèòñÿ â Uj (2)

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ai (v) = (A− λiE)(v) = A(v)− λiv = λjv− λiv = (λj − λi )v.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Asi
i (v) = (λj − λi)

si
v. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

v ∈ Ni = KerAsi
i , èìååì (λj − λi )

si
v = 0. Ïîñêîëüêó λj 6= λi , çàêëþ÷àåì,

÷òî (λj − λi )
si 6= 0, è ïîòîìó v = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî KerAji = {0}. Â ñèëó

òåîðåìû î ðàíãå è äå�åêòå ïîëó÷àåì, ÷òî ImAji = Ni . Èç ýòîãî ðàâåíñòâà

è èíâàðèàíòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Ni îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Aj

âûòåêàåò, ÷òî Aj (Ni ) = Ni . Íî òîãäà

Ni = Aj (Ni ) = Aj

(

Aj (Ni )
)

= A2

j (Ni) = · · · = A
sj
j (Ni ) ⊆ A

sj
j (V ) = ImA

sj
j = Uj .

Ëåììà 11.2 äîêàçàíà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ni (1)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ki
êðàòíîñòü ñêàëÿðà λi êàê êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà χ

A
(x).

Ëåììà 11.3

Ïóñòü i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Òîãäà dimNi = ki .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì di = dimNi . Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â

íåêîòîðîì áàçèñå. Òîãäà îïåðàòîð Ai èìååò â òîì æå áàçèñå ìàòðèöó

A− λiE . Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâà Ni è Ui èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

Ai è V = Ni ⊕ Ui , èç ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî

χ
Ai
(x) = χ

Ni
(x) · χ

Ui
(x). Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x .

Â ÷àñòíîñòè, χ
Ai
(x − λi ) = χ

Ni
(x − λi) · χUi

(x − λi). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

10.4 χ
Ni
(x) = (−1)di xdi

, è ïîòîìó χ
Ni
(x − λi ) = (−1)di (x − λi )

di
.

Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî

χ
A
(x) = |A− xE | =

∣

∣(A− λiE)− (x − λi )E
∣

∣ = χ
Ai
(x − λi) =

= χ
Ni
(x − λi ) · χUi

(x − λi ) = (−1)di (x − λi )
di · χ

Ui
(x − λi ).
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�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ni (2)

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) äåëèòñÿ íà (x − λi )

di
. Ñëåäîâàòåëüíî,

di 6 ki . ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî di = ki , îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî χ
A
(x) íå

äåëèòñÿ íà (x − λi)
di+1

. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

ñêàëÿð λi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà χ
Ui
(x − λi ), ò.å. òîìó, ÷òî

χ
Ui
(λi − λi) = χ

Ui
(0) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî χ

Ui
(0) = 0.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà Ui â íåêîòîðîì áàçèñå ÷åðåç Mi . �àâåíñòâî

χ
Ui
(0) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî |Mi − 0 · E | = |Mi | = 0. Íî îïåðàòîð Ui ÿâëÿåòñÿ

àâòîìîð�èçìîì. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 8.1 âûòåêàåò, ÷òî åãî ìàòðèöà â

ëþáîì áàçèñå íåâûðîæäåííà. Ñëåäîâàòåëüíî, |Mi | 6= 0. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ñëåäñòâèå î ïðîñòîì êîðíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Èç ëåììû 11.3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò, êîòîðûé ïðèãîäèòñÿ íàì â

äàëüíåéøåì.

Ñëåäñòâèå 11.3

Ïóñòü i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Åñëè λi � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), òî

êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ni îäíîìåðíî, à â êà÷åñòâå åãî áàçèñà ìîæíî

âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi .

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî dimNi = 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

ëåììû 11.3. Ïóñòü pi � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi . Òîãäà pi 6= 0 è, êàê âèäíî èç

äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèÿ 11.1, pi ∈ KerAi . Ïîñêîëüêó

KerAi ⊆ KerAsi
i = Ni , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî pi ∈ Ni \ {0}. Ïîñêîëüêó

îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì íåíóëåâûì âåêòîðîì,

ïîëó÷àåì, ÷òî {pi} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ni .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè

Òåïåðü ìû ìîæåì áûñòðî çàâåðøèòü

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.2. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

V = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm. Ïóñòü 1 6 i 6 m − 1. Â ñèëó ëåììû 11.2

Ni+1, . . . ,Nm ⊆ Ui , è ïîòîìó Ni+1 + · · ·+Nm ⊆ Ui . Ïîñêîëüêó Ni ∩Ui = {0},
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ni ∩ (Ni+1 + · · ·+ Nm) = {0}, è ïîòîìó

Ni + (Ni+1 + · · ·+ Nm) = Ni ⊕ (Ni+1 + · · ·+ Nm). Ñëåäîâàòåëüíî,

N
1

+ N
2

+ · · ·+ Nm = N
1

⊕ (N
2

+ · · ·+ Nm) =

= N
1

⊕ N
2

⊕ (N
3

+ · · ·+ Nm) = · · · = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) ðàçëîæèì â ïîëå F íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè,

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî k
1

+ k
2

+ · · ·+ km = degχ
A
(x) = dimV . Ó÷èòûâàÿ

ñêàçàííîå â ïðåäûäóùåì àáçàöå è ëåììó 11.3, èìååì

dim(N
1

+ N
2

+ · · ·+ Nm) = dimN
1

+ dimN
2

+ · · ·+ dimNm =

= k
1

+ k
2

+ · · ·+ km = dimV .

Èòàê, dimV = dim(N
1

+ N
2

+ · · ·+ Nm), è ïîòîìó
V = N

1

+ N
2

+ · · ·+ Nm = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm.
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Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (1)

Òåïåðü âñå ãîòîâî ê òîìó, ÷òîáû áûñòðî çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 11.1. Íàïîìíèì, ÷òî íåîáõîäèìîñòü â ýòîé òåîðåìå áûëà

äîêàçàíà â íà÷àëå ïàðàãðà�à.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 11.1. Ïóñòü i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Â
ñèëó òåîðåìû 10.1 â ïðîñòðàíñòâå Ni ñóùåñòâóåò áàçèñ Pi , â êîòîðîì

ìàòðèöà îïåðàòîðà Ni æîðäàíîâà, ïðè÷åì íà ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ âñåõ åå

êëåòîê Æîðäàíà êîòîðîé ñòîèò 0. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç Ji , à

ìàòðèöó îïåðàòîðà A|Ni
â áàçèñå Pi � ÷åðåç Ai . Ïîñêîëüêó

Ni = A|Ni
− λiE , èìååì Ji = Ai − λiE , è ïîòîìó Ai = Ji + λiE . ßñíî, ÷òî Ai

� êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, âñå äèàãîíàëüíûå êëåòêè êîòîðîé

èìåþò âèä













0 0 0 · · · 0 0

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1 0













+













λi 0 0 · · · 0 0

0 λi 0 · · · 0 0

0 0 λi · · · 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 0 λi













=













λi 0 0 · · · 0 0

1 λi 0 · · · 0 0

0 1 λi · · · 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1 λi













,

ò. å. ÿâëÿþòñÿ êëåòêàìè Æîðäàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà Ai æîðäàíîâà.
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Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà (2)

Ïóñòü x ∈ Ni . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ai (x) ∈ Ni (ïîñêîëüêó Ni èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî Ai ) è λix ∈ Ni , ïîëó÷àåì, ÷òî

A(x) = (Ai + λiE)(x) = Ai (x) + λix ∈ Ni .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ni (ïðè ëþáîì i = 1, 2, . . . ,m)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Ïîëîæèì P = P
1

∪ P
2

∪ · · · ∪ Pm. Èç òåîðåìû 11.2 è çàìå÷àíèÿ 3.6

âûòåêàåò, ÷òî P � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâà

N
1

,N
2

, . . . ,Nm èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A, èç òåîðåìû 11.2 è ï. 1)

ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå P èìååò

âèä













A
1

O O · · · O

O A
2

O · · · O

O O A
3

· · · O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
O O O · · · Am













.

ßñíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà æîðäàíîâà.

Òåîðåìà 11.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå: êðàòêàÿ ñõåìà (1)

11.4. Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå

Ïåðåéäåì ê àëãîðèòìó ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå, íàéäåííîìó Â. À. ×óðêèíûì â 1991 ã. Îòìåòèì, ÷òî

àëãîðèòì 10.1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîãî àëãîðèòìà. Ïðåæäå ÷åì

ïðèñòóïàòü ê ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ àëãîðèòìà, êîòîðîå çàéìåò øåñòü

ñëàéäîâ, ïðèâåäåì åãî êðàòêóþ îáùóþ ñõåìó.

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ òåîðåìû 11.1, à λ
1

, λ
2

, . . . , λm � åãî âñåâîçìîæíûå ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Àëãîðèòì ïåðåáèðàåò ýòè ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ è äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m íàõîäèò íàáîð âåêòîðîâ Pi , êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâûì áàçèñîì êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ni , è ìàòðèöó

Ji , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà A|Ni
â áàçèñå Pi (è, â ÷àñòíîñòè,

æîðäàíîâà).
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå: êðàòêàÿ ñõåìà (2)

Íàáîð âåêòîðîâ Pi è ìàòðèöà Ji èùóòñÿ îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëåäóþùèì òðåì ñëó÷àÿì:

à) λi � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x) è i < m (øàã 1 àëãîðèòìà);

á) λi � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x) è i = m (øàã 2);

â) λi � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x) (øàã 3).

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà øàãå 4 àëãîðèòìà

ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ îòâåò.

Íà ñëåäóþùåì ñëàéäå ïðèâåäåíà áëîê-ñõåìà îáñóæäàåìîãî àëãîðèòìà.

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A óïîðÿäî÷åíû

òàê, ÷òî ñíà÷àëà èäóò âñå êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), à ïîòîì �

âñå åãî ïðîñòûå êîðíè.
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Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà

i := 1

i := i + 1 i := i + 1

i = m?

i = m?

χ
A
(x) ðàçëîæèì â F

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè?

A íå ïðèâîäèì

ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå

λi � ïðîñòîé

êîðåíü χ
A
(x)?

äà

äà

äà

äà

íåò

íåò

íåò

íåò

Øàã 1 Øàã 2

Øàã 3

Øàã 4

ÑÒÎÏ

�èñ. 1. Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà 11.1
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (1)

Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 1

Äàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä

ïîëåì F . Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé ìàòðèöà A ýòîãî îïåðàòîðà â

íåêîòîðîì áàçèñå.

Øàã 0. Íàõîäèì ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) è åãî ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè â ïîëå F . Åñëè íå âñå èç ýòèõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé

ëèíåéíû, äåëàåì âûâîä, ÷òî îïåðàòîð íå ïðèâîäèì ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå, è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (6). Â ÷àñòíîñòè, ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðû λ
1

, λ
2

, . . . , λm è òîëüêî îíè.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Ai = A− λiE , Ai = A− λiE , Ni � êîðíåâîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λi , à Ni � îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà Ai íà Ni (i = 1, 2, . . . ,m).

Óïîðÿäî÷èâàåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A òàê, ÷òîáû ñíà÷àëà

øëè âñå êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), à ïîòîì � âñå åãî ïðîñòûå

êîðíè.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (2)

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 2

Ïîëàãàåì i = 1. Åñëè λi � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), ïåðåõîäèì ê

øàãó 3. Åñëè æå λi � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), ïîëàãàåì Xi = E

è ïåðåõîäèì ïðè i < m ê øàãó 1, à ïðè i = m � ê øàãó 2.

Øàã 1. Çàïèñûâàåì ìàòðèöó (Xi | XiA
⊤

i ). Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ìàòðèöû ïðèâîäèì åå ê âèäó (B
1,1 | B

1,2), ãäå B
1,2 �

ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà

1

. Çàòåì çàïèñûâàåì ìàòðèöó (B
1,1 | B

1,2 | B
1,2A

⊤

i ) è
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ìàòðèöû ïðèâîäèì åå ê

âèäó (B
2,1 | B

2,2 | B
2,3), ãäå B

2,3 � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Åñëè

r(B
1,2) 6= r(B

2,3), çàïèñûâàåì ìàòðèöó (B
2,1 | B

2,2 | B
2,3 | B

2,3A
⊤

i ) è ñ
ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ìàòðèöû ïðèâîäèì åå ê âèäó

(B
3,1 | B

3,2 | B
3,3 | B

3,4), ãäå B3,4 � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Ïðîäîëæàåì ýòîò

ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íà êàêîì-òî øàãå íå îêàæåòñÿ, ÷òî ðàíã êðàéíå

ïðàâîãî (ñòóïåí÷àòîãî) áëîêà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó êðàéíå

ïðàâîãî (ñòóïåí÷àòîãî) áëîêà ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå.

1

Çäåñü è íèæå â îïèñàíèè àëãîðèòìà âåðòèêàëüíûå ëèíèè âíóòðè ìàòðèöû äåëÿò åå

íà áëîêè ðàçìåðà n × n.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (3)

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 3

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðåäïîñëåäíåì øàãå áûëà ïîñòðîåíà ìàòðèöà

(Bk,1 | Bk,2 | · · · | Bk,k+1), à íà ïîñëåäíåì � ìàòðèöà

(Bk+1,1 | Bk+1,2 | · · · | Bk+1,k+2) è r(Bk,k+1) = r(Bk+1,k+2). Â ìàòðèöå

(Bk,1 | Bk,2 | · · · | Bk,k) ðàññìàòðèâàåì íåíóëåâûå ñòðîêè, ïðîäîëæåíèå

êîòîðûõ â ìàòðèöå Bk,k+1 ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ñòðîêîé. Êàæäàÿ òàêàÿ

íåíóëåâàÿ ñòðîêà äåëèòñÿ íà ïîäñòðîêè, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè ìàòðèö

Bk,1, Bk,2, . . . , Bk,k . �àññìàòðèâàåì ýòè ïîäñòðîêè êàê âåêòîðû èç

ïðîñòðàíñòâà F n
. Âû÷åðêèâàåì èç êàæäîé ñòðîêè íóëåâûå âåêòîðû, à

îñòàâøèåñÿ âåêòîðû âûðàâíèâàåì ïî ïðàâîìó êðàþ.

Ïîëó÷èëàñü æîðäàíîâà òàáëèöà. ¾Ñæèìàåì¿ ýòó æîðäàíîâó òàáëèöó äî

òåõ ïîð, ïîêà îñòàâøèåñÿ â íåé âåêòîðû íå ñòàíóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

(ñïîñîá ¾ñæàòèÿ¿ óêàçàí â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 10.2).

Îáîçíà÷àåì ÷åðåç Pi óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ èç ïîëó÷åííîé

æîðäàíîâîé òàáëèöû (ñíà÷àëà ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå âåêòîðû èç ïåðâîé

ñòðîêè òàáëèöû, ñëåâà íàïðàâî, ïîòîì, â òîì æå ïîðÿäêå, � âåêòîðû èç

âòîðîé ñòðîêè òàáëèöû è ò. ä.).
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (4)

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 4

Îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ji êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âñå

äèàãîíàëüíûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ êëåòêàìè Æîðäàíà ñî ñêàëÿðîì λi íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÷èñëî êëåòîê ðàâíî ÷èñëó ñòðîê â ïîëó÷åííîé

æîðäàíîâîé òàáëèöå, à ïîðÿäêè êëåòîê ðàâíû äëèíàì ýòèõ ñòðîê, ïðè÷åì

ñíà÷àëà ñòîèò êëåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû, ïîòîì �

âòîðîé ñòðîêå è ò. ä.

Óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå i íà åäèíèöó. Åñëè λi � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

χ
A
(x), ïåðåõîäèì ê øàãó 3. Åñëè æå λi � êðàòíûé êîðåíü óêàçàííîãî

ìíîãî÷ëåíà, ïîëàãàåì Xi = Bk,k+1 è ïðè i < m âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî

øàãà 1, à ïðè i = m ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Øàã 2. Çàïèñûâàåì ìàòðèöó (Xm | XmA
⊤
m ) è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì åå ê âèäó (B
1,1 | B

1,2), ãäå B
1,2 � ñòóïåí÷àòàÿ

ìàòðèöà. Åñëè B
1,2A

⊤
m 6= O, çàïèñûâàåì ìàòðèöó (B

1,1 | B
1,2 | B

1,2A
⊤
m ) è ñ

ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì åå ê âèäó

(B
2,1 | B

2,2 | B
2,3), ãäå B

2,3 � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (5)

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 5

Ïðîäîëæàåì îïèñàííûé ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðè êàêîì-òî k íå ñòàíåò

âåðíûì ðàâåíñòâî Bk,k+1A
⊤
m = O. Ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû

(Bk,1 | Bk,2 | · · · | Bk,k+1) ðàçáèâàåì íà ïîäñòðîêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ðàñïîëîæåíà âíóòðè îäíîé èç ìàòðèö Bk,1, Bk,2, . . . , Bk,k+1, è

ðàññìàòðèâàåì ýòè ïîäñòðîêè êàê âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà F n
.

Âû÷åðêèâàåì èç êàæäîé ñòðîêè íóëåâûå âåêòîðû è âûðàâíèâàåì

îñòàâøèåñÿ âåêòîðû ïî ïðàâîìó êðàþ.

Ïîëó÷èëàñü æîðäàíîâà òàáëèöà. Êàê è íà øàãå 1, ¾ñæèìàåì¿ ýòó

æîðäàíîâó òàáëèöó äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàâøèåñÿ â íåé âåêòîðû íå ñòàíóò

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (ñïîñîá ¾ñæàòèÿ¿ óêàçàí â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 10.2). Îáîçíà÷àåì ÷åðåç Pm óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ

èç ïîëó÷åííîé æîðäàíîâîé òàáëèöû (ïåðå÷èñëÿåìûõ â ïîðÿäêå, óêàçàííîì

íà øàãå 1), à ÷åðåç Jm � êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ

ñòðîèòñÿ ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è ìàòðèöà Ji íà øàãå 1 (â ÷àñòíîñòè,

âñå åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû λm). Ïåðåõîäèì ê øàãó 4.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå (6)

Àëãîðèòì 11.1 (àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå), ÷àñòü 6

Øàã 3. Íàõîäèì ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A,
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi . Îáîçíà÷àåì ÷åðåç Pi íàáîð

âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ýòîãî âåêòîðà, à ÷åðåç Ji � êâàäðàòíóþ

ìàòðèöó ïîðÿäêà 1, åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð λi .

Åñëè i < m, óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå i íà åäèíèöó è âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî

øàãà 3, à åñëè i = m, ïåðåõîäèì ê øàãó 4.

Øàã 4. Æîðäàíîâûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A
ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ P = P

1

∪ P
2

∪ · · · ∪ Pm, â êîòîðîì

èäóò ñíà÷àëà âåêòîðû èç P
1

, óïîðÿäî÷åííûå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì,

ïîòîì âåêòîðû èç P
2

â àíàëîãè÷íîì ïîðÿäêå è ò. ä. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A
â áàçèñå P èìååò âèä

J =









J
1

O . . . O

O J
2

. . . O

. . . . . . . . . . . . . .
O O . . . Jm









.
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Àëãîðèòì 11.1: êîììåíòàðèè (1)

Ìîæíî áûëî áû óáðàòü èç àëãîðèòìà øàãè 2 è 3 è îáðàáàòûâàòü âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A òàê, êàê óêàçàíî íà øàãå 1. Íî ýòî

ñóùåñòâåííî óâåëè÷èëî áû âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå íà øàãàõ 1 è 2, âî ìíîãîì ñîâïàäàþò. Åñòü

òîëüêî äâà ðàçëè÷èÿ. Ïåðâîå ñîñòîèò â óñëîâèè âûõîäà èç

ðåàëèçóåìîãî íà ýòîì øàãå öèêëà, à âòîðîå � â òîì, èç êàêèõ

âåêòîðîâ ñîñòîèò æîðäàíîâà òàáëèöà, êîòîðóþ ìû ¾ñæèìàåì¿ äî

æîðäàíîâà áàçèñà.

Øàã 2 ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò àëãîðèòì 10.1. Êàê ñòàíåò ÿñíî

èç äàëüíåéøåãî, ýòî ñîâïàäåíèå íå ñëó÷àéíî.
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Àëãîðèòì 10.1: êîììåíòàðèè (2)

Îáîçíà÷èì ÷èñëî êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x) ÷åðåç r , à ÷èñëî åãî

ïðîñòûõ êîðíåé � ÷åðåç s. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 6 r , s 6 m è r + s = m.

Åñëè s = 0, òî øàã 1 âûïîëíÿåòñÿ m − 1 ðàç, øàã 2 � îäèí ðàç, à øàã

3 íå âûïîëíÿåòñÿ íè ðàçó. Åñëè ïðè ýòîì m = 1, òî ðàáîòà àëãîðèòìà

ñâîäèòñÿ ê îäíîêðàòíîìó âûïîëíåíèþ øàãà 2. Ôàêòè÷åñêè ïðè ýòîì ê

îïåðàòîðó A
1

= A− λ
1

E ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 10.1. Ýòî íå

ñëó÷àéíî: â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå χ
A
(x) = (−1)n(x − λ

1

)n, è èç

òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî

îïåðàòîð A− λ
1

E íèëüïîòåíòåí. Åñëè, ïîìèìî âñåãî ñêàçàííîãî, åùå

è λ
1

= 0, òî îïåðàòîð A óæå ñàì íèëüïîòåíòåí, è àëãîðèòì 11.1

¾óæèìàåòñÿ¿ äî àëãîðèòìà 10.1.

Åñëè æå s 6= 0, òî øàã 1 âûïîëíÿåòñÿ r ðàç, øàã 3 � s ðàç, à øàã 2 íå

âûïîëíÿåòñÿ íè ðàçó. Åñëè ïðè ýòîì r = 0, òî s = m = n è ðàáîòà

àëãîðèòìà ñîñòîèò â n-êðàòíîì âûïîëíåíèè øàãà 3. Ìàòðèöà J ïðè

ýòîì îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî, òàê êàê â

óêàçàííîì ñëó÷àå χ
A
(x) = (−1)n(x − λ

1

)(x − λ
2

) · · · (x − λn) è
îïåðàòîð A ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1.
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Èíâàðèàíòíîñòü íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ

îïåðàòîðîâ (1)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà 11.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå òðè

âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü i , j ∈ {1, 2, . . . ,m} è i 6= j . Â

äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 11.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ni èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Aj . Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå àíàëîãè÷íî ýòîìó

óòâåðæäåíèþ è ïî �îðìóëèðîâêå, è ïî äîêàçàòåëüñòâó.

Çàìå÷àíèå 11.2

Ïóñòü i , j ∈ {1, 2, . . . ,m} è i 6= j . Ïðîñòðàíñòâî Ui èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Aj .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Ui èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Ai . Ïîýòîìó

òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

Aj = A− λjE = A− λiE + λiE − λjE = Ai + (λi − λj )E

è çàìå÷àíèÿ 10.1.
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Èíâàðèàíòíîñòü íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ

îïåðàòîðîâ (2)

Çàìå÷àíèå 11.3

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m, ïðîñòðàíñòâî Ni èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò �àêò âûòåêàåò èç èíâàðèàíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ni

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Ai , ðàâåíñòâà A = Ai + λiE è çàìå÷àíèÿ 10.1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ U
1

,U
2

, . . . ,Uq (1)

Ëåììà 11.4

Äëÿ âñÿêîãî q = 1, 2, . . . ,m − 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq = Nq+1 ⊕ Nq+2 ⊕ · · · ⊕ Nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 11.3 âûòåêàåò, ÷òî

Nq+1 ⊕ Nq+2 ⊕ · · · ⊕ Nm ⊆ U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

dim(Nq+1 ⊕ Nq+2 ⊕ · · · ⊕ Nm) = dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq).

Â ñèëó òåîðåìû 11.2

dim(Nq+1 ⊕ Nq+2 ⊕ · · · ⊕ Nm) = dimV − dim(N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nq) =

= dimV − dimN
1

− dimN
2

− · · · − dimNq .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî

dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq) = dimV − dimN
1

− dimN
2

− · · · − dimNq .

Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî èíäóêöèåé ïî q.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü q = 1. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.2 V = N
1

⊕ U
1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimV = dimN
1

+ dimU
1

, îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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Ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ U
1

,U
2

, . . . ,Uq (2)

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü q > 1. Èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî

dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq) = dim
(

(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq−1

) ∩ Uq

)

=

= dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq−1

) + dimUq −

− dim(U
1

+ U
2

+ · · ·+ Uq).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq−1

) = dimV − dimN
1

− dimN
2

− · · · − dimNq−1

.

Èç ñëåäñòâèÿ 10.2 âûòåêàåò, ÷òî dimUq = dimV − dimNq . Íàêîíåö, èç

ëåììû 11.3 âûòåêàåò, ÷òî U
1

⊇ Ni äëÿ âñÿêîãî i = 2, 3, . . . ,m, à U
2

⊇ N
1

, è

ïîòîìó

U
1

+ U
2

+ · · ·+ Uq ⊇ U
1

+ U
2

⊇ Ni

äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 11.2, èìååì

U
1

+ U
2

+ · · ·+ Uq ⊇ N
1

+ N
2

+ · · ·+ Nm = V ,

è ïîòîìó U
1

+ U
2

+ · · ·+ Uq = V . Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå, èìååì

dim(U
1

∩ U
2

∩ · · · ∩ Uq) = (dimV − dimN
1

− dimN
2

− · · · − dimNq−1

) +

+ (dimV − dimNq)− dimV =

= dimV − dimN
1

− dimN
2

− · · · − dimNq ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 11.1 (1)

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 11.1. Åñëè ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) íå ðàçëîæèì â ïîëå

F íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, òî îïåðàòîð A íå ïðèâîäèì ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå ïî òåîðåìå 11.1, è ïîòîìó ðàáîòà àëãîðèòìà

çàâåðøàåòñÿ, íå óñïåâ íà÷àòüñÿ. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (6).

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m íà øàãàõ 1�3 ñòðîÿòñÿ íàáîð âåêòîðîâ Pi è

æîðäàíîâà ìàòðèöà Ji . Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Pi � áàçèñ

êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ni , à Ji � ìàòðèöà îïåðàòîðà A|Ni
â ýòîì

áàçèñå. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî òàê, à P è J �

ñîîòâåòñòâåííî, íàáîð âåêòîðîâ è ìàòðèöà, ïîñòðîåííûå íà øàãå 4. Òîãäà

èç çàìå÷àíèÿ 11.3, òåîðåìû 11.2 è ïðåäëîæåíèÿ 10.1 âûòåêàåò, ÷òî P �

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à J � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû J âûòåêàåò, ÷òî îíà

æîðäàíîâà.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 11.1 (2)

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðû λ
1

, λ
2

, . . . , λm óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî ñíà÷àëà èäóò

âñå êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), à ïîòîì � âñå åãî ïðîñòûå êîðíè.

Îáíàðóæèâ ïåðâûé ðàç, ÷òî î÷åðåäíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì êîðíåì, àëãîðèòì ïåðåõîäèò ê øàãó 3 è âûïîëíÿåò óêàçàííûå òàì

äåéñòâèÿ äëÿ äàííîãî è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ò. å. äëÿ

âñåõ ïðîñòûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x). Ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûå ïðè

ýòîì íàáîðû âåêòîðîâ Pi è ìàòðèöû Ji îáëàäàþò íóæíûìè íàì

ñâîéñòâàìè.

Åñëè λi � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), òî â êà÷åñòâå íàáîðà

âåêòîðîâ Pi àëãîðèòì âûáèðàåò ìíîæåñòâî {pi}, ãäå pi � ïðîèçâîëüíûé

ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λi . Ñëåäñòâèå 10.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî Pi � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà

Ni . Ïîñêîëüêó A(pi ) = λipi , ìàòðèöåé îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà A íà Ni â

áàçèñå Pi ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 1-ãî ïîðÿäêà (λi), ÿâëÿþùàÿñÿ
æîðäàíîâîé. Èìåííî åå àëãîðèòì âûáèðàåò â êà÷åñòâå ìàòðèöû Ji . Òàêèì

îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàáîð âåêòîðîâ Pi è ìàòðèöà Ji
îáëàäàþò íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 11.1 (3)

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî àëãîðèòì ïðàâèëüíî îáðàáàòûâàåò êðàòíûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x). �àáîòà ñ ýòèìè êîðíÿìè ïðîèñõîäèò íà øàãàõ 1 (ïðè

i < m) è 2 (ïðè i = m). Âêðàòöå ñóòü ïðîèñõîäÿùåãî òàì ìîæíî

îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷èíàÿ âûïîëíåíèå øàãà 1 èëè 2

ïðè î÷åðåäíîì çíà÷åíèè i , ìû ïîëó÷àåì íà âõîä ìàòðèöó Xi , íåíóëåâûå

ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ni ⊕ · · · ⊕ Nm. Äåéñòâóÿ íà

ýòè âåêòîðû íóæíîå ÷èñëî ðàç îïåðàòîðîì Ai , ìû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

×óðêèíà ïîëó÷àåì íàáîð âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

ïðîñòðàíñòâà Ni , à ïðè i < m � åùå è ìàòðèöó Xi+1, íåíóëåâûå ñòðîêè

êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ni+1 ⊕ · · · ⊕ Nm. Ïîñëå ýòîãî ìû ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà 10.1 ¾ñæèìàåì¿ íàéäåííóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ

ïðîñòðàíñòâà Ni äî áàçèñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è íàõîäèì ìàòðèöó

îïåðàòîðà A|Ni
â ýòîì áàçèñå, ÿâëÿþùóþñÿ æîðäàíîâîé. Åñëè i < m, òî

ïîñëå ñêàçàííîãî ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ i , â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàâåðøàåì ðàññìîòðåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x).

Îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü ñêàçàííîå â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Ýòîìó ïîñâÿùåíû

ñëåäóþùèå ïÿòü ñëàéäîâ.
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Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó ðàçáîðó ðàáîòû àëãîðèòìà íà øàãàõ 1 è 2.

Ïóñòü λi � êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

i = 1 è m > 1. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ øàã 1. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè

ìàòðèöû X
1

= E îáðàçóþò (ñòàíäàðòíûé) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à â ñèëó

òåîðåìû 11.2 V = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm. Âûïîëíåíèå øàãà 1 íà÷èíàåòñÿ ñ

ðàññìîòðåíèÿ ìàòðèöû (X
1

| X
1

A⊤
1

) = (E | A⊤
1

). Ïóñòü Q � òîò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì îïåðàòîð A èìååò ìàòðèöó A. Ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû (E | A⊤
1

) ïî ñòðîêàì çàïèñàíû

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ áàçèñà Q â ñàìîì ýòîì áàçèñå. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé

÷àñòè ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö EA⊤
1

, òàì ïî ñòðîêàì çàïèñàíû

êîîðäèíàòû îáðàçîâ âåêòîðîâ èç Q ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A
1

. Ïðèâåäÿ

ïðàâóþ ÷àñòü ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ìû íàéäåì áàçèñ ïîäðîñòðàíñòâà

ImA
1

(íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû B
1,2). Çàòåì, óìíîæèâ B

1,2 íà A⊤
1

,

ïðèïèñàâ ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ñïðàâà ê òîé, ÷òî áûëà íàéäåíà ðàíåå, è

ïðèâåäÿ íîâóþ ïðàâóþ ÷àñòü ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ìû íàéäåì áàçèñ

ïîäïðîñòðàíñòâà ImA2

1

(íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû B
2,3). Ïîâòîðÿÿ ýòè

äåéñòâèÿ, ìû áóäåì ïîëó÷àòü áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ ImA3

1

, ImA4

1

è ò. ä.,

äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñîâïàäóò ðàíãè ìàòðèö Bk,k+1 è Bk+1,k+2. Ïîñëåäíåå

óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñîâïàäàþò ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ImAk
1

è

ImAk+1
1

, à çíà÷èò, è ñàìè ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà (ïîñêîëüêó

ImAk+1
1

⊆ ImAk
1

). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ImAk
1

= U
1

.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 11.1 (5)

Îòñþäà è èç àëãîðèòìà ×óðêèíà âûòåêàåò, ÷òî íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû

Bk,k+1 îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U
1

. �àññìîòðèì íåíóëåâûå ñòðîêè

ìàòðèöû (Bk,1 | Bk,2 | · · · | Bk,k), èìåþùèå íóëåâûå ïðîäîëæåíèÿ â Bk,k+1.

Äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, ìû ðàçáèâàåì âñÿêóþ òàêóþ

ñòðîêó íà ïîäñòðîêè, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè ìàòðèö Bk,1, Bk,2, . . . , Bk,k , è

ðàññìàòðèâàåì ýòè ïîäñòðîêè êàê âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà F n
. Çàòåì ìû

âû÷åðêèâàåì íóëåâûå âåêòîðû, à îñòàâøèåñÿ âåêòîðû ñäâèãàåì âïðàâî.

ßñíî, ÷òî ïîñëå ýòîãî âåêòîðû èç îäíîé è òîé æå ñòðîêè îáðàçóþò

íèëü-ñëîé, à â öåëîì ìû ïîëó÷àåì æîðäàíîâó òàáëèöó. Îïåðàòîð N
1

íèëüïîòåíòåí. Ïîýòîìó ¾ñæèìàÿ¿ ïîëó÷åííóþ æîðäàíîâó òàáëèöó äî

ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà âåêòîðîâ, ìû íàõîäèì æîðäàíîâ áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà N
1

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà N
1

, êîòîðûé àëãîðèòì è

âûáèðàåò â êà÷åñòâå íàáîðà âåêòîðîâ P
1

. Âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà N
1

â

áàçèñå P
1

óêàçàí â àëãîðèòìå 10.1. Â ýòîé ìàòðèöå íà ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ

âñåõ êëåòîê Æîðäàíà ñòîèò ÷èñëî 0. Ïîñêîëüêó A = A
1

+ λ
1

E , çàìåíèâ â

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íóëè íà λ
1

, ìû ïîëó÷èì

ìàòðèöó îïåðàòîðà A|N
1

, êîòîðóþ àëãîðèòì è âûáèðàåò â êà÷åñòâå

ìàòðèöû J
1

. ßñíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà æîðäàíîâà. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð

âåêòîðîâ P
1

è ìàòðèöà J
1

îáëàäàþò íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè.
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Ïóñòü òåïåðü i = 2 è m > 2. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ øàã 1. Ïðè

ýòîì â êà÷åñòâå X
2

âûñòóïàåò ïîëó÷åííàÿ ïðè ïðåäûäóùåì âûïîëíåíèè

øàãà 1 ìàòðèöà Bk,k+1, íåíóëåâûå ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà U
1

. Â ñèëó ëåììû 11.4 U
1

= N
2

⊕ N
3

⊕ · · · ⊕ Nm. Âûïîëíÿÿ

øàã 1 ïðè i = 2, ìû ñòðîèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Bk,1, Bk,2,

. . . , Bk,k+1, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ìàòðèöû X
2

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé è óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ìàòðèöó A⊤
2

. Ýòè äåéñòâèÿ íå

âûâîäÿò ñòðîêè óêàçàííûõ ìàòðèö çà ïðåäåëû ïðîñòðàíñòâà U
1

(äëÿ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ óìíîæåíèÿ íà

A⊤
2

âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 11.2). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåíóëåâûå

ñòðîêè ¾íîâîé¿ ìàòðèöû Bk,k+1 ïî-ïðåæíåìó ëåæàò â U
1

. Ïðè ýòîì ìû,

ïî ñóòè äåëà, âíîâü ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ×óðêèíà, íî â

ìîäè�èöèðîâàííîì âèäå

2

. Ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû

Bk,k+1 ëåæàò â U
2

. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ñòðîêè ïîïàäàþò â ïðîñòðàíñòâî

U
1

∩ U
2

.

2

Êàê è â ¾êëàññè÷åñêîì¿ âàðèàíòå àëãîðèòìà ×óðêèíà, ìû ïðèïèñûâàåì ê

êîîðäèíàòàì áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîîðäèíàòû èõ îáðàçîâ è ïðèâîäèì ïðàâóþ ÷àñòü

ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðàâäà, çäåñü êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ è èõ

îáðàçîâ çàïèñûâàþòñÿ íå â òîì áàçèñå, êîòîðûé ýòè áàçèñíûå âåêòîðû îáðàçóþò (êàê ýòî

äåëàåòñÿ â ¾êëàññè÷åñêîì¿ âàðèàíòå àëãîðèòìà ×óðêèíà), à â êàêîì-òî äðóãîì. Íî èç

îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà ×óðêèíà ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî ýòî íè÷åãî íå ìåíÿåò.
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Êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ i = 1, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåíóëåâûå ñòðîêè

ìàòðèöû Bk,k+1 îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U
1

∩ U
2

, à íåíóëåâûå ñòðîêè

ìàòðèö Bk,1, Bk,2, . . . , Bk,k , èìåþùèå íóëåâûå ïðîäîëæåíèÿ â Bk,k+1,

ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå N
2

∩ U
1

= N
2

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç

ëåììû 11.3). Êàê è ðàíåå, ýòè ñòðîêè îáðàçóþò æîðäàíîâó òàáëèöó.

¾Ñæàâ¿ åå äî æîðäàíîâà áàçèñà, ìû ïîñòðîèì íàáîð âåêòîðîâ P
2

è

ìàòðèöó J
2

, îáëàäàþùèå íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè.

Ïðîäîëæàÿ ïåðåáèðàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êðàòíûìè

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x), ìû êàæäûé ðàç, âûïîëíÿÿ øàã 1 äëÿ

î÷åðåäíîãî i < m, íà÷èíàåì ñ íàéäåííîé ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäûäóùåãî

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Xi , íåíóëåâûå ñòðîêè êîòîðîé îáðàçóþò

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U
1

∩ · · · ∩ Ui−1

, êîòîðîå â ñèëó ëåììû 11.4 ðàâíî

Ni ⊕ Ni+1 ⊕ · · · ⊕ Nm, è íàõîäèì ìàòðèöó Bk,k+1, íåíóëåâûå ñòðîêè

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U
1

∩ · · · ∩ Ui , íàáîð âåêòîðîâ Pi ,

ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà (U
1

∩ · · · ∩ Ui−1

) ∩ Ni = Ni (ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 11.3), è æîðäàíîâó ìàòðèöó Ji , êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà A|Ni
â áàçèñå Pi . Íàáîð âåêòîðîâ Pi è

ìàòðèöà Ji îáëàäàþò íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè.
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Åñëè ìíîãî÷ëåí χ
A
(x) íå èìååò ïðîñòûõ êîðíåé, òî, äîéäÿ äî

ðàññìîòðåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λm, ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó Xm,

íåíóëåâûå ñòðîêè êîòîðîé ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå U
1

∩ · · · ∩ Um−1

, è

ïåðåéäåì ê øàãó 2. Â ñèëó ëåììû 11.4 U
1

∩ · · · ∩ Um−1

= Nm. Ïîñêîëüêó

îïåðàòîð Nm íèëüïîòåíòåí, æîðäàíîâ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Nm

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Nm ìîæåò áûòü íàéäåí òàê, êàê ýòî îïèñàíî â

àëãîðèòìå 10.1. Ôàêòè÷åñêè, èìåííî ýòî è äåëàåòñÿ íà øàãå 2 ñ òîé òîëüêî

ðàçíèöåé, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îïåðàòîð A, à îïåðàòîð Am, è äåéñòâèÿ

íà÷èíàþòñÿ íå ñ ìàòðèöû (E | A⊤) = (E | EA⊤), à ñ ìàòðèöû (Xm | XmA
⊤
m ).

Çàìåíà ìàòðèöû (E | A⊤) íà (Xm | XmA
⊤
m ) íåïðèíöèïèàëüíà: îíà îçíà÷àåò

ëèøü, ÷òî ìû ïðèìåíÿåì çäåñü ìîäè�èöèðîâàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà

×óðêèíà, óïîìÿíóòûé íà ñëàéäå, ïðåäøåñòâóþùåì ïðåäûäóùåìó. À äëÿ

òîãî, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ìàòðèöà íå îïåðàòîðà Am, à

îïåðàòîðà A = Am + λmE , ìû çàìåíÿåì íà ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ êëåòîê

Æîðäàíà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íóëè íà ñêàëÿð λm. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð

âåêòîðîâ Pm è ìàòðèöà Jm, ïîñòðîåííûå íà øàãå 2, îáëàäàþò íóæíûìè

íàì ñâîéñòâàìè. Ýòî çàâåðøàåò îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà.
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Âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé ìàòðèöû (1)

11.5. Âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé ìàòðèöû

Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ �îðìà ìàòðèöû èìååò ìíîãî ðàçëè÷íûõ

ïðèìåíåíèé. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïàðàãðà�à ìû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èç

íèõ: ê âû÷èñëåíèþ ñòåïåíåé ìàòðèö è íàõîæäåíèþ ìèíèìàëüíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à, îäíèì èç

ïîáóäèòåëüíûõ ìîòèâîâ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé

íîðìàëüíîé �îðìå, ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îíî ñóùåñòâåííî

îáëåã÷àåò âîçâåäåíèå êâàäðàòíîé ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü.

Ïîêàæåì, êàê ýòî ïðîèñõîäèò. Ïóñòü A � ìàòðèöà íåêîòîðîãî îïåðàòîðà,

ïðèâîäèìîãî ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå, â êàêîì-òî áàçèñå Q, à P

� òîò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà æîðäàíîâà. Âû÷èñëåíèå

ìàòðèöû Ak
, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ëåãêî ñâîäèòñÿ ê

âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû Ak
P , ïîñêîëüêó Ak = TQPA

k
P (TQP)

−1

(ñì. çàìå÷àíèå

7.4), à ìàòðèöà TQP âû÷èñëÿåòñÿ ëåãêî.
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Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ ñòåïåíè æîðäàíîâûõ ìàòðèö. Ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî âû÷èñëåíèå ñòåïåíè êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê

âû÷èñëåíèþ ñòåïåíåé åå äèàãîíàëüíûõ êëåòîê:

åñëè A =









A
1

O · · · O

O A
2

· · · O

. . . . . . . . . . . . . . .
O O · · · Am









, òî A
k =









Ak
1

O · · · O

O Ak
2

· · · O

. . . . . . . . . . . . . . .
O O · · · Ak

m









.

Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé æîðäàíîâîé ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê

âû÷èñëåíèþ ñòåïåíåé åå êëåòîê Æîðäàíà.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàò î òîì, êàê âûãëÿäèò ïðîèçâîëüíàÿ

ñòåïåíü êëåòêè Æîðäàíà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ÷àñòíûé

ñëó÷àé áèíîìèàëüíîé �îðìóëû Íüþòîíà:

(λ+ 1)k = λk + C
1

k λ
k−1 + C

2

k λ
k−2 + · · ·+ C

k−1

k λ+ 1. (7)

Ïóñòü Jλ,n � êëåòêà Æîðäàíà ïîðÿäêà n ñî ñêàëÿðîì λ íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè, à k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà Jk
λ,n = (aij), ãäå

aij =











0, åñëè ëèáî i < j , ëèáî

i > j + k (â ñëó÷àå, êîãäà j + k < n);

C
i−j
k λk−i+j , åñëè j 6 i 6 min{j + k , n}.

(8)
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Èíûìè ñëîâàìè, âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Jk
λ,n, ðàñïîëîæåííûå âûøå

ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû 0 è â êàæäîì åå ñòîëáöå, íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòà íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè, ñâåðõó âíèç ïîñëåäîâàòåëüíî èäóò ñëàãàåìûå èç

ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7). Ïðè ýòîì, åñëè â óêàçàííîé ÷àñòè ñòîëáöà

¾õâàòàåò ìåñòà¿ äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ è ñòîëáåö îñòàåòñÿ íå çàïîëíåííûì

äî êîíöà, òî îñòàâøèåñÿ ìåñòà â íèæíåé ÷àñòè ñòîëáöà çàïîëíÿþòñÿ

íóëÿìè. Åñëè æå ìåñòà íå õâàòàåò, òî òàì ñòîÿò ñòîëüêî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ

èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7), ñêîëüêî ¾ïîìåùàåòñÿ¿ â ñòîëáöå.

Íàïðèìåð,

J
5

λ,3 =





λ5 0 0

5λ4 λ5 0

10λ3 5λ4 λ5



 , à J
4

λ,8 =

























λ4 0 0 0 0 0 0 0

4λ3 λ4 0 0 0 0 0 0

6λ2 4λ3 λ4 0 0 0 0 0

4λ 6λ2 4λ3 λ4 0 0 0 0

1 4λ 6λ2 4λ3 λ4 0 0 0

0 1 4λ 6λ2 4λ3 λ4 0 0

0 0 1 4λ 6λ2 4λ3 λ4 0

0 0 0 1 4λ 6λ2 4λ3 λ4

























.
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11.6. Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ïîêàæåì, êàê çíàíèå æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìû ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü A �

ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðèâîäèìûé ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå, à A �

åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì áàçèñå, ÿâëÿþùàÿñÿ æîðäàíîâîé. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 7.5 ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ

ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, êàê

âûãëÿäèò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí æîðäàíîâîé ìàòðèöû.

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ � ñ êëåòêè Æîðäàíà. Ïóñòü, êàê è ðàíåå,

Jλ,n � êëåòêà Æîðäàíà ïîðÿäêà n ñî ñêàëÿðîì λ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ëåììà 11.5

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Jλ,n ðàâåí (x − λ)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Jλ,n:

|Jλ,n − xE | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ− x 0 0 . . . 0

1 λ− x 0 . . . 0

0 1 λ− x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ− x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (λ− x)n = (−1)n(x − λ)n.
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Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (2)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 14.1 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ ìèíèìàëüíûé

ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Jλ,n ðàâåí (x − λ)k äëÿ íåêîòîðîãî k 6 n. Ïðè ýòîì

(Jλ,n − λE)n = O â ñèëó òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî åñëè k < n, òî (Jλ,n − λE)k 6= O.

Ïîëîæèì (Jλ,n − λE)k = (aij). Òîãäà

aij =

{

1, åñëè i − j = k ;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýòî âûòåêàåò èç (8) ïðè λ = 0 (ïîñêîëüêó Jλ,n − λE = J
0,n) è ìîæåò áûòü

ëåãêî ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî èíäóêöèåé ïî k . Â ÷àñòíîñòè, åñëè

k < n, òî ak+1 1 = 1, è ïîòîìó (Jλ,n − λE)k 6= O.

Ïðåäëîæåíèå 11.2

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðèâîäèìûé ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå, A � åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì áàçèñå, ÿâëÿþùàÿñÿ æîðäàíîâîé, à

λ
1

, λ
2

, . . . , λm � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m îáîçíà÷èì ÷åðåç qi
ìàêñèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ êëåòîê Æîðäàíà ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi . Òîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A
ðàâåí (x − λ

1

)q1(x − λ
2

)q2 · · · (x − λm)
qm
.
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Íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìèíèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû îïåðàòîðà

A è ìàòðèöû A ñîâïàäàþò â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.5. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A =













J
1

O O . . . O

O J
2

O . . . O

O O J
3

. . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . .
O O O . . . Jm













,

ãäå Ji � æîðäàíîâà ìàòðèöà, âî âñåõ êëåòêàõ êîòîðîé íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè ñòîèò ñêàëÿð λi (i = 1, 2, . . . ,m). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 14.3 èç

êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ è ëåììû 11.5 äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Ji ðàâåí (x − λi)

qi
, ãäå qi èìååò ñìûñë,

óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ. Îñòàåòñÿ åùå ðàç ñîñëàòüñÿ íà

ïðåäëîæåíèå 14.3 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 11.2 îáîáùàåò ñëåäñòâèå 14.2 èç êóðñà

¾Îñíîâû àëãåáðû¿.
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