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Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

9.1. Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà è ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V . Âåêòîð x ∈ V íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì

âåêòîðîì îïåðàòîðà A, åñëè x 6= 0 è ñóùåñòâóåò ñêàëÿð t ∈ F òàêîé, ÷òî

A(x) = tx. (1)

Ñêàëÿð t ∈ F íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì èëè ñîáñòâåííûì

÷èñëîì îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ V òàêîé, ÷òî x 6= 0 è

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1). Ïðè íàëè÷èè ðàâåíñòâà (1) ìû áóäåì íàçûâàòü x

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t, à t �

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x.
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Ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó æå

ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

Òåîðåìà 9.1

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó

æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóåò

ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (1)

Òåîðåìà 9.2

Åñëè âåêòîðû x
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, x
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, . . . , xk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà A è îòíîñÿòñÿ ê ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
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Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåêòîðîâ.
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îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
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Ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì (2)

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 6.1, èìååì

0 = A(0) = A(s
1

x

1

+ s
2

x

2

+ · · ·+ sk−1

xk−1

+ skxk) =

= s
1

A(x
1

) + s
2

A(x
2

) + · · ·+ sk−1

A(xk−1

) + skA(xk) =

= s
1

t
1

x

1

+ s
2

t
2

x

2

+ · · ·+ sk−1

tk−1

xk−1

+ sktkxk .

Èòàê,

s
1

t
1

x

1

+ s
2

t
2

x

2

+ · · ·+ sk−1

tk−1

xk−1

+ sktkxk = 0. (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) íà tk , ïîëó÷àåì, ÷òî

s
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Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (4) èç (3), ïîëó÷àåì, ÷òî

s
1

(t
1

− tk)x1 + s
2

(t
2

− tk)x2 + · · ·+ sk−1

(tk−1

− tk)xk−1

= 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âåêòîðû x
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Ïîñêîëüêó ñêàëÿðû t
1

, t
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, tk ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîëó÷àåì, ÷òî

s
1

= s
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= · · · = sk−1

= 0. Èç (2) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî skxk = 0. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî xk 6= 0 (ïîñêîëüêó âåêòîð xk � ñîáñòâåííûé), ïîëó÷àåì, ÷òî sk = 0.

Èòàê, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2), òî s
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= sk = 0.
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Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (1)

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V

íàä ïîëåì F . Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷èì

÷åðåç A ìàòðèöó îïåðàòîðà A â ýòîì áàçèñå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

x ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç X ñòîëáåö åãî êîîðäèíàò â âûáðàííîì áàçèñå.

Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèéñÿ ê ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ t. Â ñèëó �îðìóëû (2) èç � 6 ðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî

ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó AX = tX . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå AX = tEX , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A.

Ñëåäîâàòåëüíî, AX − tEX = O, ãäå O � íóëåâîé ñòîëáåö. Ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(A− tE)X = O. (5)

Ìû ïîëó÷èëè ìàòðè÷íóþ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îñíîâíàÿ

ìàòðèöà êîòîðîé ñîäåðæèò ïàðàìåòð t. Ýòà ñèñòåìà êðàìåðîâñêàÿ (òàê êàê

åå îñíîâíàÿ ìàòðèöà � êâàäðàòíàÿ) è îäíîðîäíàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (5) è òîëüêî îíè;

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ òå çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (5) èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ, è

òîëüêî îíè.
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Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (2)

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 9.3 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿, ïîëó÷àåì, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 9.1

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V .

à) Ñêàëÿð t ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t ∈ F è

|A− tE | = 0. (6)

á) Ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèìèñÿ ê

åãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t
0

, ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (A− t
0

E)X = 0 è òîëüêî îíè.
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Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (3)

Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) ñòîèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà A (èëè ìàòðèöû A).

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå (6) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îïåðàòîðà A è

ìàòðèöû A.

Òàêèì îáðàçîì, ï. à) ïðåäëîæåíèÿ 9.1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ êîðíè åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâíîì ïîëå, è òîëüêî

îíè.
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Êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (1)

9.2. Îïåðàòîðû, ïðèâîäèìûå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå V , íàçûâàåòñÿ

ïðèâîäèìûì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó èëè îïåðàòîðîì ïðîñòîé ñòðóêòóðû,

åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî

îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà.

Òåîðåìà 9.3

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F ïðèâîäèì

ê äèàãîíàëüíîìó âèäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â V ñóùåñòâóåò áàçèñ,

ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà.
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Êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó (3)

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.3 íåïîñðåäñòâåííî èçâëåêàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

èí�îðìàöèÿ, ïîëåçíàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìåííî â ýòîì

áàçèñå äèàãîíàëüíà è íà åå äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

ïðè÷åì êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñòîèò ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî

èìååòñÿ îòíîñÿùèõñÿ ê íåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ. Åñëè ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå

äèàãîíàëüíà, òî èìåííî ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðà A.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèâîäèìîñòè îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Ñëåäñòâèå 9.1

Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì

áàçèñå. Åñëè óðàâíåíèå |A− tE | = 0 èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ëåæàùèõ â

ïîëå F , òî îïåðàòîð A ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t
1

, t
2

, . . . , tn ∈ F � ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ

|A− tE | = 0. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A. Äëÿ
êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ti çà�èêñèðóåì ñîáñòâåííûé âåêòîð yi

îòíîñÿùèéñÿ ê ti . Ïî òåîðåìå 9.2 âåêòîðû y

1

, y
2

, . . . , yn ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.7 îíè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 9.3.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (1)

9.3. Ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, êàê

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ ëèíåéíîé

àëãåáðû. �å÷ü ïîéäåò î ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ.

�àññìîòðèì n òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (èëè n ïðåäïðèÿòèé)

p
1

, p
2

, . . . , pn, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò n ïðîäóêòîâ G
1

,G
2

, . . . ,Gn ïðè

ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ: êàæäûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîèçâîäèò

îäèí è òîëüêî îäèí ïðîäóêò è íåò ïðèòîêà ïðîäóêòîâ èçâíå. Äëÿ óäîáñòâà

îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ pi ïðîèçâîäèò

ïðîäóêò Gi , ãäå i = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêòà Gi â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå pi ìîãóò

ïîíàäîáèòüñÿ ïðîäóêòû G
1

,G
2

, . . . ,Gn. Ïóñòü aij � êîëè÷åñòâî åäèíèö

ïðîäóêòà Gi , íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà îäíîé åäèíèöû ïðîäóêòà Gj .

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij ) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé

ïîòðåáëåíèÿ. ßñíî, ÷òî A � ìàòðèöà íàä ïîëåì R, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé

íåîòðèöàòåëüíû. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (2)

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé âðåìåííîé èíòåðâàë, ñêàæåì, ãîä. Ïóñòü â

òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè ïðîèçâåäåíî xi åäèíèö ïðîäóêòà Gi , ãäå

i = 1, 2, . . . , n. Âåêòîð x = (x
1

, x
2

, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âàëîâîãî

âûïóñêà. Âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà R
n
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû

íàä R ðàçìåðà 1× n. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðàõ.

ßñíî, ÷òî âåêòîð x � íåîòðèöàòåëüíûé. ×àñòü ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè

ðàñõîäóåòñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ýòà ÷àñòü îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì

y = (y
1

, y
2

, . . . , yn), ãäå yi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn äëÿ i = 1, 2, . . . , n.

Âåêòîð y íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò. ×åðåç X

îáîçíà÷èì ñòîëáåö äëèíû n, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ x
1

, x
2

, . . . , xn, à ÷åðåç

Y � ñòîëáåö äëèíû n, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ y
1

, y
2

, . . . , yn. Ïåðåõîäÿ ê

ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èìååì Y = AX . Âåêòîð  = x− y ïðåäíàçíà÷åí

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â íåïðîèçâîäñòâåííîé ñ�åðå è íàêîïëåíèÿ. Îí

íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ. Ñòîëáåö äëèíû n,

ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà , îáîçíà÷èì ÷åðåç C .

ßñíî, ÷òî C = X − Y = X − AX .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Ìîäåëü Ëåîíòüåâà (3)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâà íà íàø

âðåìåííîé èíòåðâàë, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè çàäàííîì

âåêòîðå êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ  íàéòè íåîáõîäèìûé âåêòîð âàëîâîãî

âûïóñêà x. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïðè çàäàííûõ âåêòîðå  è

ìàòðèöå A íàéòè õîòÿ áû îäèí íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð x,

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó X − AX = C èëè

(E − A)X = C . (7)

Ýòî ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ñèñòåìà ñ

óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèåé ìàòðèöû A è ñòîëáöîâ X è C íàçûâàåòñÿ

ìîäåëüþ ¾çàòðàòû�âûïóñê¿ èëè ìîäåëüþ Ëåîíòüåâà

1

. �åøåíèå

(x0
1

, x0
2

, . . . , x0n ) ñèñòåìû (7) íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè x0i > 0 äëÿ

âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

1

Â ÷åñòü àâòîðà ìîäåëè � àìåðèêàíñêîãî ýêîíîìèñòà ðîññèéñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ

Âàñèëèÿ Âàñèëüåâè÷à Ëåîíòüåâà (1905�1999), ïîëó÷èâøåãî â 1973 ã. Íîáåëåâñêóþ

ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå ¾çà ðàçâèòèå ìåòîäà �çàòðàòû � âûïóñê� è çà åãî ïðèìåíåíèå ê

âàæíûì ýêîíîìè÷åñêèì ïðîáëåìàì¿.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû (1)

Îïðåäåëåíèå

Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíîé, åñëè

äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà  ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (7).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò äâà êðèòåðèÿ ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû.

Òåîðåìà 9.4

Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä ïîëåì R ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà;

2) ìàòðèöà E − A îáðàòèìà è ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê E − A,

íåîòðèöàòåëüíà;

3) âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A ïî ìîäóëþ

ìåíüøå åäèíèöû.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè t � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû, òî

|t| < 1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ëèøü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1) è 2).

Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1) è 3) äîêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå, è ýòó ÷àñòü

äîêàçàòåëüñòâà ìû îïóñòèì.

1)=⇒ 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei ñòîëáåö äëèíû n, â êîòîðîì íà i-ì ìåñòå

ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Â ñèëó ïðîäóêòèâíîñòè

ìàòðèöû A ñèñòåìà (E − A)X = Ei èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Xi . ßñíî, ÷òî Xi � ñòîëáåö äëèíû n. Îáîçíà÷èì

÷åðåç X êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, i-é ñòîëáåö êîòîðîé (äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . , n) ñîâïàäàåò ñ Xi . Òîãäà (E − A)X � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n, i-é ñòîëáåö êîòîðîé (äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n) ñîâïàäàåò ñ Ei .

Èíûìè ñëîâàìè, (E − A)X = E . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà E − A

îáðàòèìà è (E − A)−1 = X . Îòñþäà âûòåêàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ìàòðèöû

(E − A)−1

, ïîñêîëüêó ìàòðèöà X íåîòðèöàòåëüíà ïî ïîñòðîåíèþ.

2)=⇒ 1). Èç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû E − A âûòåêàåò, ÷òî |E − A| 6= 0. Ïî

òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà (E − A)X = C ñîâìåñòíà. Åñëè X
0

� ðåøåíèå

ýòîé ñèñòåìû, òî ñòîëáåö X
0

= (E − A)−1C íåîòðèöàòåëåí êàê

ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.
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Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû (3)

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé 1) è 2) òåîðåìû 9.4, êðèòåðèÿ

îáðàòèìîñòè ìàòðèöû è òåîðåìû Êðàìåðà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 9.2

Åñëè A � ïðîäóêòèâíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî, äëÿ âñÿêîãî

íåîòðèöàòåëüíîãî ñòîëáöà C äëèíû n, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà



Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ñ�îðìóëèðóåì (áåç äîêàçàòåëüñòâà)

óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå

ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 3) òåîðåìû 9.4. Åñëè A � êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì R, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé

ìàòðèöû èìååò n êîðíåé â ïîëå C (íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò

ñîâïàäàòü). Íàèáîëüøèé èç íèõ ïî ìîäóëþ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì

ðàäèóñîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç tA. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îáùåì

ñëó÷àå tA � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå îáÿçàíî áûòü äåéñòâèòåëüíûì.

Åñëè æå îíî ëåæèò â R, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû

A.

Òåîðåìà 9.5 (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà)

Åñëè A � íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì R, òî åå

ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì è ñóùåñòâóåò

îòíîñÿùèéñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 9. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà


