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Îïðåäåëåíèÿ îáðàçà è ÿäðà

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî W .

Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ y ∈ W

òàêèõ, ÷òî A(x) = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ V . ßäðîì îòîáðàæåíèÿ A
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ x ∈ V òàêèõ, ÷òî A(x) = 0W . Îáðàç

îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ImA, à åãî ÿäðî � ÷åðåç KerA.

Êàæäîå èç ìíîæåñòâ ImA è KerA íåïóñòî. Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ ýòî

î÷åâèäíî, à äëÿ âòîðîãî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî A(0V ) = 0W . Ââåäåííûå

ïîíÿòèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 1.

r r

0V 0W
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�èñ. 1. Îáðàç è ÿäðî
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Îáðàç è ÿäðî � ïîäïðîñòðàíñòâà (1)

Çàìå÷àíèå 8.1

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â W .

à) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â W , à åãî ÿäðî �

ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .

á) Åñëè P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî ïîäïðîñòðàíñòâî
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W . Äàëåå, ïóñòü x
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x
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∈ KerA, è ïîòîìó KerA � ïîäïðîñòðàíñòâî

â V .
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Îáðàç è ÿäðî � ïîäïðîñòðàíñòâà (2)

á) Åñëè x ∈ V è (x
1

, x
2

, . . . , xn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P, òî

A(x) = A(x
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p
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+ · · ·+ xnpn) = x
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A(p
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Ñëåäîâàòåëüíî, ImA ⊆ 〈A(p
1

),A(p
2

), . . . ,A(pn)〉. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó A(pi ) ∈ ImA äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n è ImA �

ïîäïðîñòðàíñòâî â W . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî

ImA = 〈A(p
1

),A(p
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), . . . ,A(pn)〉.
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�àíã è äå�åêò (1)

Çàìå÷àíèå 8.1 ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçìåðíîñòè è áàçèñå îáðàçà è ÿäðà

îòîáðàæåíèÿ A.

Îïðåäåëåíèå

�àçìåðíîñòü îáðàçà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A íàçûâàåòñÿ ðàíãîì A è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç r(A), à ðàçìåðíîñòü ÿäðà îòîáðàæåíèÿ A íàçûâàåòñÿ

äå�åêòîì A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç d(A).

Çàìå÷àíèå 8.2

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì, A �

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , à P è Q � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàíã îòîáðàæåíèÿ A ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû AP,Q .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàìå÷àíèÿ 8.1 è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ â áàçèñàõ âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ImA ñîâïàäàåò ñ

ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû AP,Q .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã îïåðàòîðà ðàâåí ðàíãó ýòîé ìàòðèöû ïî

ñòîëáöàì.
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�àíã è äå�åêò (2)

Èç çàìå÷àíèÿ 8.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 8.1

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V , à P �

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ðàíã îïåðàòîðà A ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû

AP .

À èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.2

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V , à P è Q

� áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ìàòðèöû AP è AQ èìåþò îäèí è òîò æå

ðàíã.
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Òåîðåìà î ðàíãå è äå�åêòå (1)

Òåîðåìà 8.1 (òåîðåìà î ðàíãå è äå�åêòå)

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì, à A
� ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W . Òîãäà ñóììà ðàíãà è äå�åêòà

îòîáðàæåíèÿ A ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2, íà

êîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâà KerA è ImA âûäåëåíû çåëåíûì öâåòîì.

Îáîçíà÷èì ðàíã îòîáðàæåíèÿ A ÷åðåç r , à åãî äå�åêò � ÷åðåç d . Ïóñòü

a
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, . . . , r � áàçèñ ImA. Äëÿ âñÿêîãî

i = 1, 2, . . . , r ñóùåñòâóåò âåêòîð bi ∈ V òàêîé, ÷òî A(bi ) = i .
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�èñ. 2. Áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ KerA è ImA è ïðîñòðàíñòâà V
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Òåîðåìà î ðàíãå è äå�åêòå (2)
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ïðîñòðàíñòâà V . Ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.
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Òåîðåìà î ðàíãå è äå�åêòå (3)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì. Ïóñòü
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Ñëåäñòâèå î ðàíãå è äå�åêòå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Èç òåîðåìû î ðàíãå è äå�åêòå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.3

Ñóììà ðàíãà è äå�åêòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V

ðàâíà ðàçìåðíîñòè V .
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè îáðàçà

Ïóñòü A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî W , à

A � ìàòðèöà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â íåêîòîðûõ áàçèñàõ. Èç çàìå÷àíèÿ 8.1 è

îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â áàçèñàõ âûòåêàåò, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî ImA ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì

âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ ïðîñòðàíñòâîì,

ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè-ñòðîêàìè ìàòðèöû A⊤
. Ó÷èòûâàÿ àëãîðèòì 1.1,

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì 8.1

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì, P è

Q � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî, A � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â W , à A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ P è Q.

×òîáû íàéòè áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA, íàäî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó

âèäó ìàòðèöó A⊤
. Â íåíóëåâûõ ñòðîêàõ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäóò

çàïèñàíû êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ImA â áàçèñå Q, à

÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ImA.
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Î íàõîæäåíèè áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ÿäðà

Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì

æå ïîëåì, P è Q � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî, A �

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , à A � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â

áàçèñàõ P è Q. ßñíî, ÷òî x ∈ KerA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

[A(x)]Q = AP,Q [x]P = O, ãäå O � íóëåâîé ñòîëáåö. Èíûìè ñëîâàìè,

ïðîñòðàíñòâî KerA ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AP,Q [x]P = O. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ ÿäðà

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A � ýòî �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îñíîâíàÿ ìàòðèöà êîòîðîé åñòü

ìàòðèöà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â íåêîòîðûõ áàçèñàõ. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

�óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé óêàçàí â � 5. Ïîýòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè â òîì, ÷òîáû

ñïåöèàëüíî �îðìóëèðîâàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè

ÿäðà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Àëãîðèòì ×óðêèíà

Ïðèâåäåì åùå îäèí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñîâ è ðàçìåðíîñòåé îáðàçà

è ÿäðà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A. Åãî ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí

ïîçâîëÿåò íàéòè áàçèñû îáðàçà è ÿäðà îäíîâðåìåííî. Êðîìå òîãî, ýòîò

àëãîðèòì áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè

áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷. Àëãîðèòì íàéäåí ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî (â 1991 ã.),

åãî àâòîðîì ÿâëÿåòñÿ íîâîñèáèðñêèé ìàòåìàòèê Â. À. ×óðêèí.

Àëãîðèòì 8.2 (àëãîðèòì ×óðêèíà)

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì,

P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} è Q = {q
1

, q
2

, . . . , qm} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W

ñîîòâåòñòâåííî, A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , à A � ìàòðèöà

îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ P è Q. Çàïèøåì ìàòðèöó B = (E | A⊤), ãäå E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âñåé

ýòîé ìàòðèöû (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ïðèâåäåì åå

ïðàâóþ ÷àñòü ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç

C = (C
1

| C
2

), ãäå C
2

� ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ íà ìåñòå

ìàòðèöû A⊤
. Òîãäà íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû C

2

ñîäåðæàò êîîðäèíàòû

áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ImA â áàçèñå Q, à ñòðîêè ìàòðèöû C
1

,

ïðîäîëæåíèÿìè êîòîðûõ â ìàòðèöå C
2

ÿâëÿþòñÿ íóëåâûå ñòðîêè,

ñîäåðæàò êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà KerA â áàçèñå P.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ×óðêèíà (1)

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ×óðêèíà. Óòâåðæäåíèå (i) íåìåäëåííî âûòåêàåò

èç àëãîðèòìà 8.1 è òîãî �àêòà, ÷òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ëåâàÿ è

ïðàâàÿ ÷àñòè ìàòðèöû B íå ¾ïåðåìåøèâàþòñÿ¿. Îáîñíóåì óòâåðæäåíèå

(ii). Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n âåêòîð pi èìååò â áàçèñå P êîîðäèíàòû

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû B, åñòü ìàòðèöà, â

êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ p

1

, p
2

, . . . , pn â áàçèñå

P. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî

â ïðàâîé ÷àñòè i-é ñòðîêè ìàòðèöû B ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðà A(pi ) â
áàçèñå Q. Èòàê, ñòðîêè ìàòðèöû B îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè

ðàññìàòðèâàòü ëåâóþ ÷àñòü ñòðîêè êàê êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà x â

áàçèñå P, òî â åå ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà A(x) â
áàçèñå Q. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, îí âûïîëíåíî äëÿ ìàòðèöû,

ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ×óðêèíà. Ïîýòîìó â òåõ

ñòðîêàõ ìàòðèöû C
1

, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ â C
2

ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè,

çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà KerA â áàçèñå P.

Ìàòðèöà C
1

ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç

åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò

ðàíãà ìàòðèöû, r(C
1

) = r(E) = n.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ×óðêèíà (2)

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà âñåõ ñòðîê ìàòðèöû C
1

ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Òîãäà

åå ïîäñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òåõ ñòðîê, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ â C
2

ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìà (ñì. ëåììó 1.3). Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 2.7 îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà KerA. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 6.2 ïîëó÷àåì, ÷òî

r(A⊤) = r(A) = r(A). Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó î ðàíãå è äå�åêòå, ïîëó÷àåì, ÷òî

÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû C
1

, ïðîäîëæåíèÿ êîòîðûõ â C
2

ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè,

ðàâíî n − r(A) = d(A) = dimKerA. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ýòî

çàâåðøàåò îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ×óðêèíà.
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Êðèòåðèé àâòîìîð�íîñòè (1)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â � 6, ëèíåéíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîð�èçìîì

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, êîãäà ýòîò

ýíäîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì.

Ïðåäëîæåíèå 8.1

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A � àâòîìîð�èçì V íà ñåáÿ;

2à) A � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç V íà ñåáÿ;

2á) ImA = V ;

2â) r(A) = dimV ;

3à) A � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç V â ñåáÿ;

3á) KerA = {0};

3â) d(A) = 0;

4à) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå íåâûðîæäåííà;

4á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå íåâûðîæäåííà.
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Êðèòåðèé àâòîìîð�íîñòè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 2à) è 2á) î÷åâèäíà, à óñëîâèÿ

2á) è 2â) ýêâèâàëåíòíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ðàíãà îïåðàòîðà.

Óñëîâèÿ 3á) è 3â) ýêâèâàëåíòíû â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äå�åêòà îïåðàòîðà.

Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 3à) è 3á).

3à)=⇒ 3á). Åñëè îïåðàòîð A èíúåêòèâåí, òî A(x) 6= 0 äëÿ ëþáîãî

íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ V , è ïîòîìó KerA = {0}.

3á)=⇒ 3à). Ïóñòü KerA = {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A(x) = A(y) äëÿ
íåêîòîðûõ x, y ∈ V . Òîãäà A(x− y) = A(x)−A(y) = 0, è ïîòîìó

x− y ∈ KerA. Ñëåäîâàòåëüíî, x− y = 0, ò. å. x = y. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îïåðàòîð A èíúåêòèâåí.

Èç òåîðåìû î ðàíãå è äå�åêòå âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 2â) è

3â). Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå, ìû äîêàçàëè ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé

2à)�2â) è 3à)�3â).

Èìïëèêàöèÿ 1)=⇒ 2à) î÷åâèäíà. Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 2à) è

3à), èìïëèêàöèÿ 2à)=⇒ 1) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî èç îäíîâðåìåííîãî

âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 2à) è 3à) âûòåêàåò 1), à ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé

àâòîìîð�èçìà è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå 1)

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì 2à)�2â) è 3à)�3â).

Èìïëèêàöèÿ 4à)=⇒ 4á) î÷åâèäíà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 8. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ



Êðèòåðèé àâòîìîð�íîñòè (3)

4á)=⇒ 4à). Ïóñòü A è B � ìàòðèöû îïåðàòîðà A â äâóõ ðàçíûõ áàçèñàõ è

|A| 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ,

÷òî B = T−1AT . Ñëåäîâàòåëüíî,

|B| = |T−1

AT | = |T−1| · |A| · |T | =
1

|T |
· |A| · |T | = |A| 6= 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð, â

ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 2â) è 4à).

2â)=⇒ 4à). Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïî

óñëîâèþ r(A) = dimV , à ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.1, r(A) = r(A). Èòàê,
r(A) = dimV , ò. å. ðàíã ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ åå ïîðÿäêîì. Â ÷àñòíîñòè,

ðàíã A ïî ìèíîðàì ðàâåí ïîðÿäêó ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, |A| 6= 0, ò. å.

ìàòðèöà A íåâûðîæäåííà.

4à)=⇒ 2â). Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïî

óñëîâèþ |A| 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã A ïî ìèíîðàì ðàâåí ïîðÿäêó

ìàòðèöû A. Èíûìè ñëîâàìè, r(A) = dimV . Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 8.1,

ïîëó÷àåì, ÷òî r(A) = dimV .
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