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Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè

7.1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F . Îáîçíà÷èì

ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â W ÷åðåç Hom(V ,W ), à
ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V � ÷åðåç Hom(V ).
Ïóñòü A,B ∈ Hom(V ,W ). Ñóììîé îòîáðàæåíèé A è B íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå S èç V â W , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì S(x) = A(x) + B(x) äëÿ
âñÿêîãî x ∈ V . Ñóììà îòîáðàæåíèé A è B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A+ B.
Äàëåå, ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèÿ A íà ñêàëÿð t ∈ F íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå C èç V â W , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì C(x) = tA(x) äëÿ âñÿêîãî
x ∈ V . Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ A íà ñêàëÿð t îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç tA.
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è óìíîæåíèÿ ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ íà ñêàëÿð ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåðìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè

íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ïîñêîëüêó ëèíåéíûé îïåðàòîð � ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,

ñóììà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà

ñêàëÿð íå íóæäàþòñÿ â ñïåöèàëüíûõ îïðåäåëåíèÿõ.
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Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Ïðåäëîæåíèå 7.1

Ñóììà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ íà

ñêàëÿð ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ìíîæåñòâî Hom(V ,W ) ñ
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ è óìíîæåíèÿ îïåðàòîðà íà ñêàëÿð

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, 〈Hom(V ,W );+〉 �
àáåëåâà ãðóïïà.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó îíî

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ðîëü

íóëåâîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èãðàåò íóëåâîå

îòîáðàæåíèå.
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Èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è ìàòðèö

(1)

Òåîðåìà 7.1

Åñëè V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , dimV = n è

dimW = m, òî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà Hom(V ,W ) è Fm×n
èçîìîð�íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì â V áàçèñ P = {p
1

, p
2

, . . . , pn}, à â W �

áàçèñ Q = {q
1

, q
2

, . . . , qm}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ èç ïðîñòðàíñòâà

Hom(V ,W ) â ïðîñòðàíñòâî Fm×n
ïðàâèëîì: åñëè A � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â W , òî ϕ(A) � ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ P è

Q. Ïóñòü A,B ∈ Hom(V ,W ) è t ∈ F . Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ

áèåêòèâíî è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ϕ(A+ B) = ϕ(A) + ϕ(B) è ϕ(tA) = tϕ(A).

Â ìàòðèöå ϕ(A+ B) ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ âèäà

(A+ B)(pi) â áàçèñå Q, à â ìàòðèöàõ ϕ(A) è ϕ(B) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

A(pi) è B(pi ) ñîîòâåòñòâåííî â òîì æå áàçèñå (i = 1, 2, . . . , n). Ïîñêîëüêó

(A+ B)(pi) = A(pi ) + B(pi ), êîîðäèíàòû âåêòîðà (A+ B)(pi) ðàâíû ñóììå

êîîðäèíàò âåêòîðîâ A(pi ) è B(pi). Ïåðâîå èç òðåáóåìûõ ðàâåíñòâ
äîêàçàíî. Âòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî.
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Èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è ìàòðèö

(2)

Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ áèåêòèâíî. Åñëè A,B ∈ Hom(V ,W ) è
ϕ(A) = ϕ(B), òî èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â

áàçèñàõ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ A è B îäèíàêîâî äåéñòâóþò íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà V . Íî òîãäà A = B, òàê êàê ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûõ

âåêòîðàõ (ñì. òåîðåìó 6.1). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕ èíúåêòèâíî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ϕ ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü A = (aij ) � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðà m × n. Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì

wj = a
1jp

1

+ a
2jp

2

+ · · ·+ anjpn. Â ñèëó òåîðåìû 6.1 ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå A èç V â W òàêîå, ÷òî A(pi ) = wi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Èç

îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû îòîáðàæåíèÿ â áàçèñàõ âûòåêàåò, ÷òî AP,Q = A, ò. å.

ϕ(A) = A. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ϕ ñþðúåêòèâíî.
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�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Èç òåîðåìû 7.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 7.1

Åñëè V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , òî âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà Hom(V ) è F n×n
èçîìîð�íû.

Êàê îòìå÷àëîñü â � 2, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Fm×n
ðàâíà mn. Ïîýòîìó

èç òåîðåìû 7.1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 7.2

Åñëè V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, dimV = n è dimW = m, òî

dimHom(V ,W ) = mn è dimHom(V ) = n2.
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Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (1)

7.2. Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

Ïóñòü U, V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F ,

A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç U â V , à B � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â

W . Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé A è B â

îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî AB � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç U â W . Â ñàìîì äåëå, åñëè x, y ∈ U, à t ∈ F , òî

(AB)(x+ y) = B
(
A(x+ y)

)
= B

(
A(x) +A(y)

)
= B

(
A(x)

)
+ B

(
A(y)

)
=

= (AB)(x) + (AB)(y),

(AB)(tx) = B
(
A(tx)

)
= B

(
tA(x)

)
= tB

(
A(x)

)
= t(AB)(x).

Ëåììà 7.1

Ïóñòü U, V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , P, Q è R �

áàçèñû ïðîñòðàíñòâ U, V è W ñîîòâåòñòâåííî, A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

èç U â V , à B � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W . Åñëè îòîáðàæåíèå A
èìååò â áàçèñàõ P è Q ìàòðèöó A, à îòîáðàæåíèå B èìååò â áàçèñàõ Q è

R ìàòðèöó B, òî îòîáðàæåíèå AB èìååò â áàçèñàõ P è R ìàòðèöó BA.
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Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1) èç � 6 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî A = AP,Q ,

à B = BQ,R , èìååì

[
(AB)(x)

]

R
=

[
B
(
A(x)

)]

R
= B ·

[
A(x)

]

Q
= BA · [x]P .

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îòîáðàæåíèÿ AB â áàçèñàõ P è R ÷åðåç C . Â ñèëó

�îðìóëû (1) èç � 6

[
(AB)(x)

]

R
= C · [x]P . Òàêèì îáðàçîì,

C · [x]P = BA · [x]P . Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî

ñòîëáöà [x]P , èç îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö âûòåêàåò,

÷òî C = BA.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è B íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè, åñëè

AB = BA.

Çàìå÷àíèå 7.1

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è B ïåðåñòàíîâî÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

èõ ìàòðèöû â íåêîòîðîì áàçèñå ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 7.1, à äîñòàòî÷íîñòü �

èç òîãî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé

ìàòðèöåé.
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Ëèíåéíûé îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê äàííîìó

Åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A èç ïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî W

èíúåêòèâíî, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå, êîòîðîå

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A−1

.

Çàìå÷àíèå 7.2

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â W . Åñëè îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå A, ñóùåñòâóåò, òî
îíî ëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ W è t ∈ F . Ïîëîæèì x

′ = A−1(x) è
y

′ = A−1(y). Òîãäà A(x′ + y

′) = A(x′) +A(y′) = x+ y, è ïîòîìó

A−1(x+ y) = x

′ + y

′ = A−1(x) +A−1(y). Äàëåå, A(tx′) = tA(x′) = tx, è

ïîòîìó A−1(tx) = tx′ = tA−1(x).

Èç ëåììû 7.1 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 7.3

Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå F ìàòðèöó A è

ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A−1

, òî A−1

èìååò â áàçèñå F ìàòðèöó A−1

.
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Íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå

Åñëè îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A ñóùåñòâóåò, òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ

îáðàòèìûì èëè íåâûðîæäåííûì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç çàìå÷àíèÿ 7.3, îáúÿñíÿåò

ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà ¾íåâûðîæäåííûé îïåðàòîð¿.

Ëåììà 7.2

Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) îïåðàòîð A íåâûðîæäåí;

á) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå íåâûðîæäåííà;

â) ìàòðèöà îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå íåâûðîæäåííà.
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Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (1)

7.3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ∈ Hom(V ) è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì

ïî èíäóêöèè îïåðàòîð An
â V : A1 = A, à åñëè n > 1, òî

An(x) = A
(
An−1(x)

)
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ V . Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

A0 = E . Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â � 14 â êóðñå ¾Îñíîâû

àëãåáðû¿ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö: åñëè

f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

∈ F [x], òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

f (A) = anA
n + an−1

An−1 + · · ·+ a
0

E .

Ïðåäëîæåíèå 7.2

Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó A, òî

îïåðàòîð f (A) èìååò â òîì æå áàçèñå ìàòðèöó f (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè

îïåðàòîðû X è Y èìåþò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöû X è Y

ñîîòâåòñòâåííî, à t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð, òî îïåðàòîðû X + Y è tX
èìåþò â òîì æå áàçèñå ìàòðèöû X + Y è tX ñîîòâåòñòâåííî.
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Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (2)

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

îïåðàòîð An
èìååò â áàçèñå P ìàòðèöó An

. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà

An
â áàçèñå P ÷åðåç B. Â ñèëó �îðìóëû (2) èç � 6 [An(x)]P = B · [x]P . Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîé èíäóêöèè ïî n ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî [An(x)]P = An · [x]P . Òàêèì îáðàçîì, B · [x]P = An · [x]P . Ïîñêîëüêó ýòî
ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x, èç îñëàáëåííîãî çàêîíà

ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî B = An
.
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Ïîäîáèå ìàòðèö

Ââåäåì ïîëåçíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B íàä íåêîòîðûì ïîëåì F íàçûâàþòñÿ

ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà T íàä F

òàêàÿ, ÷òî B = T−1AT .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â äâóõ

ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ ïîäîáíû.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïîäîáèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ìíîãî÷ëåíû, àííóëèðóþùèå ëèíåéíûé îïåðàòîð (1)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . �îâîðÿò, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f àííóëèðóåò îïåðàòîð A, åñëè f (A) = O.

Ïðåäëîæåíèå 7.3

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f (x) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) f (x) àííóëèðóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A;

á) f (x) àííóëèðóåò ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â íåêîòîðîì áàçèñå;

â) f (x) àííóëèðóåò ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ëþáîì áàçèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé à) è â) âûòåêàåò èç

ïðåäëîæåíèÿ 7.2, à èìïëèêàöèÿ â)=⇒ á) î÷åâèäíà. Îñòàëîñü äîêàçàòü

èìïëèêàöèþ á)=⇒ â). Ìàòðèöû îïåðàòîðà â äâóõ ðàçíûõ áàçèñàõ

ïîäîáíû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B

ïîäîáíû è f (A) = O, òî f (B) = O. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìàòðèöû A è B

ïîäîáíû, ò. å. B = T−1AT äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû T , è f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

.
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Ìíîãî÷ëåíû, àííóëèðóþùèå ëèíåéíûé îïåðàòîð (2)

Òîãäà

B
k = (T−1

AT )(T−1

AT ) · · · (T−1

AT )
︸ ︷︷ ︸

k ñêîáîê

=

= T
−1

A(TT−1)A · · · (TT−1)AT = T
−1

A
k
T ,

äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k , è ïîòîìó

f (B) = anB
n + an−1

B
n−1 + · · ·+ a

0

E =

= anT
−1

A
n
T + an−1

T
−1

A
n−1

T + · · ·+ a
0

T
−1

ET =

= T
−1(anA

n + an−1

A
n−1 + · · ·+ a

0

E)T = T
−1

f (A)T .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f (A) = O, òî f (B) = O.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Äåéñòâèÿ íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè



Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîâåðåí ñëåäóþùèé

�àêò, êîòîðûé ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Çàìå÷àíèå 7.4

Åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà è

B = T−1AT äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû T , à k �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî Bk = T−1AkT .

Ïðåäëîæåíèå 7.4

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü B = T−1AT . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, èìååì

χ
B
(x) = |B − xE | = |T−1

AT − xT
−1

ET | = |T−1

AT − T
−1(xE)T | =

= |T−1(A− xE)T | = |T−1| · |A− xE | · |T | =

=
1

|T |
· |A− xE | · |T | = |A− xE | = χ

A
(x).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Ïðåäëîæåíèå 7.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè A è B � ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ, òî χ
A
(x) = χ

B
(x). Ýòî äåëàåò

êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàçûâàåòñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí åãî ìàòðèöû â ëþáîì áàçèñå.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ
A
(x).

Èç òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò åå ¾îïåðàòîðíàÿ

âåðñèÿ¿.

Òåîðåìà 7.2 (òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

àííóëèðóåò ýòîò îïåðàòîð.
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Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (1)

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ âî ìíîãîì ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ,

ïðîâåäåííûå â êîíöå � 14 â êóðñå ¾Îñíîâû àëãåáðû¿.

Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò àííóëèðóþùèé

åãî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Íî íåêîòîðûå îïåðàòîðû ìîãóò àííóëèðîâàòüñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè ìåíüøåé ñòåïåíè. Íàïðèìåð, åäèíè÷íûé îïåðàòîð,

î÷åâèäíî, àííóëèðóåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì f (x) = x − 1.

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ

óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé àííóëèðóåò A è èìååò íàèìåíüøóþ

ñòåïåíè ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì.

Ëåììà 7.3

Ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, è ïðèòîì

òîëüêî îäèí.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó îíî ïî÷òè

äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 14.1 èç êóðñà ¾Îñíîâû

àëãåáðû¿.
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Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (2)

Ïðåäëîæåíèå 7.5

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F ,

à A � åãî ìàòðèöà â íåêîòîðîì áàçèñå. Ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà A. Òîãäà f óíèòàðåí è f (A) = O. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è
ïðåäëîæåíèÿ 7.3 âûòåêàåò, ÷òî f (A) = O. Åñëè g(A) = O äëÿ íåêîòîðîãî

ìíîãî÷ëåíà g òàêîãî, ÷òî deg g < deg f , òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.3,
g(A) = O. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî f � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà A.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A. Òîãäà f

óíèòàðåí è f (A) = O. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ïðåäëîæåíèÿ 7.3

âûòåêàåò, ÷òî f (A) = O. Åñëè g(A) = O äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g

òàêîãî, ÷òî deg g < deg f , òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.3, g(A) = O. Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî f � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A.
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Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (3)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò âàæíîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà. Îíî äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 14.2 èç

êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿.

Ïðåäëîæåíèå 7.6

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äåëèò

ëþáîé àííóëèðóþùèé åãî ìíîãî÷ëåí.

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ è òåîðåìû �àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 7.3

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äåëèò åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

ßâíîé �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà íå ñóùåñòâóåò. Â äàëüíåéøåì ìû óêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõ

ñïîñîáîâ åãî íàõîæäåíèÿ.
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