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Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

6.1. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F .

Îòîáðàæåíèå A èç V â W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðîâ x
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Îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ ãîâîðÿò, ÷òî A ñîõðàíÿåò ñóììó

âåêòîðîâ, îòíîñèòåëüíî âòîðîãî � ÷òî A ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà

íà ñêàëÿð. Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, òî îí íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Èíûìè

ñëîâàìè, ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâå V � ýòî ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â V .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà êàê óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû,

òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîð�èçìàìè èç îäíîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå, à ëèíåéíûå îïåðàòîðû �

ýíäîìîð�èçìàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (1)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïðèìåð 1. Çà�èêñèðóåì â �èçè÷åñêîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü π è îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ,

êîëëèíåàðíûõ π. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî V ñ îáû÷íûìè ëèíåéíûìè

îïåðàöèÿìè íàä âåêòîðàìè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî â ïëîñêîñòè π çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Òîãäà ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â V ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð:

à) îòîáðàæåíèå èç V â V , êîòîðîå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó èç V ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå ïðîåêöèþ ýòîãî âåêòîðà íà îñü àáñöèññ;

á) îòîáðàæåíèå èç V â V , êîòîðîå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó ~x ∈ V ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð, ñèììåòðè÷íûé âåêòîðó
~x îòíîñèòåëüíî îñè

îðäèíàò;

â) îòîáðàæåíèå èç V â V , êîòîðîå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó ~x ∈ V ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð, ïîëó÷åííûé ïîâîðîòîì âåêòîðà
~x ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè íà �èêñèðîâàííûé óãîë α.

Ïðèìåð 2. Â �èçè÷åñêîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V çà�èêñèðóåì âåêòîð

~a è îïðåäåëèì îïåðàòîð A â V ïðàâèëîì: A(~x) = (~a ~x) · ~a äëÿ âñÿêîãî

âåêòîðà
~x ∈ V . Èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýòîò

îïåðàòîð � ëèíåéíûé.
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (2)

Ïðèìåð 3. Âíîâü çà�èêñèðóåì â �èçè÷åñêîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V

âåêòîð
~a è îïðåäåëèì îïåðàòîð A â V ïðàâèëîì: A(~x) = ~a× ~x äëÿ âñÿêîãî

âåêòîðà
~x ∈ V . Èç ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýòîò

îïåðàòîð � ëèíåéíûé.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Çà�èêñèðóåì

ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð t ∈ F è çàäàäèì îïåðàòîð A â V ñëåäóþùèì

ïðàâèëîì: A(x) = tx äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V . Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ

îïåðàòîðîì ðàñòÿæåíèÿ â t ðàç. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ ñ

î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñîáî

îòìåòèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî

îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïðè t = 0. Îí îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé O è íàçûâàåòñÿ

íóëåâûì îïåðàòîðîì. ßñíî, ÷òî íóëåâîé îïåðàòîð ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð èç V â íóëåâîé âåêòîð. Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà

ðàñòÿæåíèÿ âîçíèêàåò ïðè t = 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ

áóêâîé E è íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì èëè åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì. Ýòîò

îïåðàòîð ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V â ñåáÿ.
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (3)

Ïðèìåð 5. Çà�èêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå V íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî M.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî M ′
â V òàêîå, ÷òî

V = M ⊕M ′
. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ V ìîæíî, è

ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïðåäñòàâèòü â âèäå x = x

1

+ x

2

, ãäå x

1

∈ M

è x

2

∈ M ′
. �àññìîòðèì îïåðàòîð P â ïðîñòðàíñòâå V , çàäàâàåìûé

ïðàâèëîì P(x) = x

1

. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàòîð � ëèíåéíûé.

Îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî M

ïàðàëëåëüíî M ′
. ×àñòíûì ñëó÷àåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîð, óêàçàííûé â ïðèìåðå 1à).

Ïðèìåð 6. Â ïðîñòðàíñòâå F [x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F îïðåäåëèì

îïåðàòîð D ïðàâèëîì: D(f ) = f ′. Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Èç ñâîéñòâ ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð

ëèíååí. Òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå Fn[x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F .
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Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

À âîò îòîáðàæåíèå, êîòîðîå âñÿêîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè èç R â R

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åå ïðîèçâîäíóþ, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

â ïðîñòðàíñòâå äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé. Áîëåå òîãî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ

äàæå ïðîñòî îïåðàòîðîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ

äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ìîæåò íå áûòü äè��åðåíöèðóåìîé.

Ïðèâåäåì ïîäòâåðæäàþùèé ýòî ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.1

�àññìîòðèì �óíêöèþ f (x) èç R â R, çàäàâàåìóþ ïðàâèëîì

f (x) = x · |x | =

{

x2, åñëè x > 0;

−x2, åñëè x < 0.

Òîãäà �óíêöèÿ f (x) äè��åðåíöèðóåìà, íî �óíêöèÿ f ′(x) = 2|x | íå
äè��åðåíöèðóåìà, ïîñêîëüêó íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0.
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Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (ðèñóíîê)

Íà ðèñ. 1 �óíêöèÿ f (x) èç ïðèìåðà 6.1 èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì, à åå

ïðîèçâîäíàÿ � ñèíèì.

r

x

y

f (x)

f ′(x)

�èñ. 1. Ôóíêöèÿ èç ïðèìåðà 6.1 è åå ïðîèçâîäíàÿ
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (1)

Íåêîòîðûå èç âîçíèêàâøèõ â ïðèìåðàõ 1�6 ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, íóëåâîé îïåðàòîð â

ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì èç V â íóëåâîå

ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà V íà

ïîäïðîñòðàíñòâî M ïàðàëëåëüíî M ′
� ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì èç V â

M, à îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Fn[x] � ëèíåéíûì

îòîáðàæåíèåì èç Fn[x] â Fn−1

[x]. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæàåòñÿ â åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïåðåéäåì ê ïðèìåðàì

ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, íå îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì.

Ïðèìåð 7. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A èç ïðîñòðàíñòâà Fn[x] â
ïðîñòðàíñòâî F n+1

ïðàâèëîì: åñëè f = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

, òî

A(f ) = (an, an−1

, . . . , a
0

). Î÷åâèäíî, ÷òî A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå.

Ïðèìåð 8. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A èç ïðîñòðàíñòâà R
n
â ïðîñòðàíñòâî

C
n
ïðàâèëîì: åñëè x ∈ R

n
, òî A(x) = ix. Êàê è âûøå, ëèíåéíîñòü

îòîáðàæåíèÿ A î÷åâèäíà.
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Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (2)

Ïðèìåð 9. Ïóñòü m è n � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à F �

ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà Fm×n
â

ïðîñòðàíñòâî F n×m
, êîòîðîå âñÿêîé ìàòðèöå A ∈ Fm×n

ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó A⊤
, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Åñëè m = n, òî ýòî

îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå F n×n
. Ýòîò

îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ èç ïðèìåðîâ 7 è 9 ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�èçìàìè,

à îòîáðàæåíèå èç ïðèìåðà 8 � èçîìîð�íûì âëîæåíèåì.

Ïðèìåð 10. Ïóñòü m, n è k � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à F �

ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Çà�èêñèðóåì ìàòðèöó A ∈ F n×k
è îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå M èç ïðîñòðàíñòâà Fm×n
â ïðîñòðàíñòâî Fm×k

ïðàâèëîì:

M(X ) = XA äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû X ∈ Fm×n
. Èç ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî.
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Ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû (1)

Íàïîìíèì, ÷òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü â � 1, âñÿêîå ïîëå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ñàìèì ñîáîé. Ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì F â ïðîñòðàíñòâî F

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì. Ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû �

ñïåöè�è÷åñêèé, íî âàæíûé òèï ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, âîçíèêàþùèé êàê

â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, òàê è çà åå ïðåäåëàìè (íàïðèìåð, â

�èçèêå). Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ. Â

ïðèìåðàõ 11�13 F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå.

Ïðèìåð 11. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A èç ïðîñòðàíñòâà F n
â F ïðàâèëîì:

åñëè x = (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ F n
, òî A(x) = x

1

+ x
2

+ · · ·+ xn. Î÷åâèäíî, ÷òî A
� ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.

Ïðèìåð 12. Îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà F [x] â F , ñòàâÿùåå â

ñîîòâåòñòâèå âñÿêîìó ìíîãî÷ëåíó íàä ïîëåì F åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì.

Ïðèìåð 13. Îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà F n×n
â F , ñòàâÿùåå â

ñîîòâåòñòâèå âñÿêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F ñóììó

ýëåìåíòîâ íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì.
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Ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû (2)

Ïðèìåð 14. Ïóñòü V � �èçè÷åñêîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çà�èêñèðóåì âåêòîð
~a ∈ V è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå A èç V â R,

çàäàâàåìîå ïðàâèëîì: A(~x) = ~x~a äëÿ âñÿêîãî
~x ∈ V . ßñíî, ÷òî A �

ëèíåéíûé �óíêöèîíàë.

Ïðèìåð 15. Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî âñåõ �óíêöèé èç R â R.

Îòîáðàæåíèå èç V â R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé �óíêöèè f (x) èç
V ÷èñëî f (0), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì.
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøèõ

ðàññìîòðåíèÿõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü áóäåò îäíîâðåìåííî èäòè î

íóëåâûõ âåêòîðàõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âî èçáåæàíèå

ïóòàíèöû äîãîâîðèìñÿ, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íåîáõîäèìî, ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü íóëåâîé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà U ÷åðåç 0U .

Çàìå÷àíèå 6.1

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , à A � ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç V â W . Òîãäà:

1) A(0V ) = 0W .

2) A(λ
1

v

1

+ λ
2

v

2

+ · · ·+ λmvm) = λ
1

A(v
1

) + λ
2

A(v
2

) + · · ·+ λmA(vm) äëÿ
ëþáûõ âåêòîðîâ v

1

, v
2

, . . . , vm èç V è ëþáûõ ñêàëÿðîâ λ
1

, λ
2

, . . . , λm

èç F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

A(0V ) = A(0 · 0V ) = 0 · A(0V ) = 0W .

Âòîðîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ.
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (1)

Òåîðåìà 6.1

Ïóñòü V è W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F , P = {p
1

, p

2

, . . . ,

pn} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , à w

1

, w

2

, . . . , wn � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç

W . Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíî, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A èç

V â W òàêîå, ÷òî A(pi ) = wi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü x ∈ V , à (x
1

, x
2

, . . . , xn) �
êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå A èç V â W

ïðàâèëîì: A(x) = x
1

w

1

+ x
2

w

2

+ · · ·+ xnwn. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

êîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñå, ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (ò. å. îáðàç

âåêòîðà x ïîä äåéñòâèåì A îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî). À èç çàìå÷àíèÿ 2.5

âûòåêàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, äëÿ

âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n, âåêòîð pi èìååò â áàçèñå P êîîðäèíàòû

(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå, è ïîòîìó A(pi ) = wi .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 6. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è åãî ìàòðèöà



Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ (2)

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü B � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W òàêîå, ÷òî

B(pi) = wi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü x ∈ V , à (x
1

, x
2

, . . . , xn) �
êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P. Òîãäà x = x

1

p

1

+ x
2

p

2

+ · · ·+ xnpn. Â

ñèëó çàìå÷àíèÿ 6.1 èìååì

B(x) = B(x
1

p

1

+ x
2

p

2

+ · · ·+ xnpn) =

= x
1

B(p
1

) + x
2

B(p
2

) + · · ·+ xnB(pn) =

= x
1

w

1

+ x
2

w

2

+ · · ·+ xnwn = A(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, B = A.
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Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

6.2. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Èçìåíåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà

ïðè çàìåíå áàçèñà

Äîêàçàííàÿ òîëüêî ÷òî òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

èç V â W îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàê îíî äåéñòâóåò íà áàçèñíûõ

âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà V . Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü ïîëíóþ

èí�îðìàöèþ î ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè, äîñòàòî÷íî çíàòü êîîðäèíàòû

îáðàçîâ ýòèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êàêîì-íèáóäü áàçèñå ïðîñòðàíñòâà W .

Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} � áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V , à Q = {q
1

, q
2

, . . . , qm} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W . Ìàòðèöà

ðàçìåðà m × n, i-é ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç êîîðäèíàò âåêòîðà A(pi ) â
áàçèñå Q (äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ A â

áàçèñàõ P è Q. Ýòà ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç AP,Q . Åñëè A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , à P � áàçèñ V , òî ìàòðèöåé îïåðàòîðà A â

áàçèñå P íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, i-é ñòîëáåö êîòîðîé

ñîñòîèò èç êîîðäèíàò âåêòîðà A(pi ) â áàçèñå P (äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n).

Ýòà ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç AP . Òàêèì îáðàçîì, AP � ýòî ìàòðèöà

îòîáðàæåíèÿ A â áàçèñàõ P è P.
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Êîîðäèíàòû îáðàçà âåêòîðà (1)

Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, dimV = n, P � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â

V , à x ∈ V , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x]P ìàòðèöó ðàçìåðà n × 1 (ò. å.

ñòîëáåö äëèíû n), â êîòîðîé çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P.

Ïóñòü P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} è Q = {q
1

, q
2

, . . . , qm} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V

è W ñîîòâåòñòâåííî, A � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç V â W , êîòîðîå â

áàçèñàõ P è Q èìååò ìàòðèöó AP,Q = (aij), à x ∈ V . Îáîçíà÷èì

êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P ÷åðåç (x
1

, x
2

, . . . , xn). Êàê íàéòè
êîîðäèíàòû âåêòîðà y = A(x) â áàçèñå Q? Îáîçíà÷èì ýòè êîîðäèíàòû

÷åðåç (y
1

, y
2

, . . . , ym). Òîãäà

y
1

q

1

+ y
2

q

2

+ · · ·+ ymqm = y = A(x) = A(x
1

p

1

+ x
2

p

2

+ · · ·+ xnpn) =

= x
1

A(p
1

) + x
2

A(p
2

) + · · ·+ xnA(pn).

Ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû AP,Q � ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ A(p
1

),
A(p

2

), . . . , A(pn) â áàçèñå Q, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

A(p
1

) = a
11

q

1

+ a
21

q

2

+ · · · + am1

qm,

A(p
2

) = a
12

q

1

+ a
22

q

2

+ · · · + am2

qm,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A(pn) = a
1nq

1

+ a
2nq

2

+ · · · + amnqm.
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Êîîðäèíàòû îáðàçà âåêòîðà (2)

Ñëåäîâàòåëüíî,

y
1

q

1

+ y
2

q

2

+ · · ·+ ymqm = x
1

A(p
1

) + x
2

A(p
2

) + · · ·+ xnA(pn) =
= x

1

(a
11

q

1

+ a
21

q

2

+ · · ·+ am1

qm) +
+ x

2

(a
12

q

1

+ a
22

q

2

+ · · ·+ am2

qm) +
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+ xn(a1nq

1

+ a
2nq

2

+ · · ·+ amnqm) =
= (a

11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · ·+ a
1nxn)q

1

+
+ (a

21

x
1

+ a
22

x
2

+ · · ·+ a
2nxn)q

2

+
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+ (am1

x
1

+ am2

x
2

+ · · ·+ amnxn)qm.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî















y
1

= a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ · · · + a
1nxn,

y
2

= a
21

x
1

+ a
22

x
2

+ · · · + a
2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym = am1

x
1

+ am2

x
2

+ · · · + amnxn.

Ýòó ñèñòåìó ðàâåíñòâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

[

A(x)
]

Q
= AP,Q · [x]P . (1)
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Êîîðäèíàòû îáðàçà âåêòîðà (3)

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (1) ê ñëó÷àþ, êîãäà V = W (ò. å. êîãäà A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð â V ) è P = Q, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

[

A(x)
]

P
= AP · [x]P . (2)

Åñëè íóæíî çàïèñàòü êîîðäèíàòû âåêòîðà A(x) â ñòðîêó, à íå â ñòîëáåö, òî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ, åñëè

òðàíñïîíèðîâàòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè

òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö:

[

A(x)
]⊤

P
= [x]⊤P · A⊤

P . (3)
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Èçìåíåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà (1)

ßñíî, ÷òî ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ

áàçèñàõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê îíè

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Îòâåò íà íåãî äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.2

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V , à

P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} è Q = {q
1

, q
2

, . . . , qn} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

AQ = TQPAPTPQ . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �îðìóëû (2) è �îðìóëû (5) èç � 2 âûòåêàåò, ÷òî

[A(x)]P = AP · [x]P = APTPQ · [x]Q .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà (5) èç � 2, ïðèìåíåííîãî ê âåêòîðó A(x), è
ðàâåíñòâà (2), ïðèìåíåííîãî ê áàçèñó Q, âûòåêàåò, ÷òî

[A(x)]P = TPQ [A(x)]Q = TPQAQ · [x]Q .

Ñðàâíèâàÿ äâå ïîñëåäíèå öåïî÷êè ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

APTPQ · [x]Q = TPQAQ · [x]Q .
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Èçìåíåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà (2)

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × 1, ãäå n = dimV , ñîâïàäàåò ñî

ñòîëáöîì âèäà [x]Q äëÿ ïîäõîäÿùåãî âåêòîðà x. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ïðèìåíèòü îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö è ïîëó÷èòü, ÷òî

APTPQ = TPQAQ . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäëîæåíèå 2.2, óìíîæèì îáå

÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâî ñëåâà íà ìàòðèöó T−1

PQ = TQP . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî (4).

Ïîëîæèì A = AP , A
′ = AQ è T = TPQ . Òîãäà, ñ ó÷åòîì ïðåäëîæåíèÿ 2.2,

�îðìóëó (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå A′ = T−1AT .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü �îðìóëó (4) äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé

çàäà÷è, äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà íàéòè îäíó èç ìàòðèö TPQ è TQP ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà 3.3, à çàòåì � ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê íàéäåííîé, ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà 15.1 èç êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ èëè �îðìóëû (1) èç � 15 òîãî

æå êóðñà.
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