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Îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà

3.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü â � 1, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ

óíèâåðñàëüíûìè àëãåáðàìè, ê íèì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîíÿòèå ïîäàëãåáðû,

ââåäåííîå â � 4 êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿. Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ

äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà, óêàæåì ÿâíî, êàêîé âèä ïðèíèìàåò ýòî ïîíÿòèå â

ñëó÷àå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî M âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì F

íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V , åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) åñëè x, y ∈ M, òî x+ y ∈ M (çàìêíóòîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2) åñëè x ∈ M, à t ∈ F , òî tx ∈ M (çàìêíóòîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð).
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Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ (1)

Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî,

÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî V è ìíîæåñòâî M = {0} ÿâëÿþòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V . Âòîðîå èç íèõ íàçûâàåòñÿ íóëåâûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì äðóãîì ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 3.1

Íóëåâîé âåêòîð ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ïîäïðîñòðàíñòâå M ïðîñòðàíñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç M, òî, ïî óñëîâèþ 2)

èç îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà, 0 = 0 · x ∈ M.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü V � îáû÷íîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M �

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V , êîëëèíåàðíûõ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè π. ßñíî,

÷òî ñóììà äâóõ âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ π, è ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà,

êîëëèíåàðíîãî π, íà ëþáîå ÷èñëî êîëëèíåàðíû π. Ñëåäîâàòåëüíî, M �

ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâîì â

V ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ íåêîòîðîé ïðÿìîé ℓ.
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Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ (2)

Ïðèìåð 3. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R, à

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R � ïîäïðîñòðàíñòâîì

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì C.

Ïðèìåð 4. ßñíî, ÷òî ñóììà äâóõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö îäíîãî è òîãî

æå ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F è ïðîèçâåäåíèå âñÿêîé òàêîé ìàòðèöû íà

ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð t ∈ F ÿâëÿþòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè

ïîðÿäêà n íàä F . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà n íàä F îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä F .

Ïðèìåð 5. Â ñèëó òåîðåìû 6.1 êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ îáùåå ðåøåíèå

ïðîèçâîëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

íàä ïîëåì F åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà F n
.
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Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ (3)

Ïðèìåð 6. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è

a

1

, a
2

, . . . , ak ∈ V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak . Ïðîâåðèì, ÷òî M � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü x, y ∈ M, ò. å. x = s
1

a

1

+ s
2

a

2

+ · · ·+ skak è

y = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ s
1

, s
2

, . . . , sk è

t
1

, t
2

, . . . , tk . Ïóñòü, äàëåå, t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. Òîãäà

x+ y = (s
1

a

1

+ s
2

a

2

+ · · ·+ skak) + (t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak ) =

= (s
1

+ t
1

)a
1

+ (s
2

+ t
2

)a
2

+ · · ·+ (sk + tk)ak ,

tx = t(s
1

a

1

+ s
2

a

2

+ · · ·+ skak) = (ts
1

)a
1

+ (ts
2

)a
2

+ · · ·+ (tsk)ak .

Ìû âèäèì, ÷òî x+ y, tx ∈ M, ò. å. M � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V .

Îíî íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè a

1

, a
2

, . . . , ak ,

èëè ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

〈a
1

, a
2

, . . . , ak 〉.
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Ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ (3)

ßñíî, ÷òî åñëè a

1

, a
2

, . . . , ak � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ (â ÷àñòíîñòè, áàçèñ)

ïðîñòðàíñòâà V , òî 〈a
1

, a
2

, . . . , ak 〉 = V . Òàêèì îáðàçîì,

ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì íåêîòîðûì íàáîðîì

âåêòîðîâ (íàïðèìåð, ñâîèì áàçèñîì).

Çàìå÷àíèå 3.2

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è a

1

, a
2

, . . . , ak ∈ V . Òîãäà

〈a
1

, a
2

, . . . , ak 〉 � íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ,

ñîäåðæàùåå âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ,

ñîäåðæàùåå âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak . Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà

âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak ëåæèò â

M. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈a
1

, a
2

, . . . , ak〉 ⊆ M.
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�àçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçìåðíîñòè è

áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 3.1

Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

dimM 6 dimV , ïðè÷åì dimM = dimV òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M èëè V � íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî, òî îáà

óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Áóäåì

ïîýòîìó ñ÷èòàòü, ÷òî M è V � íåíóëåâûå ïðîñòðàíñòâà. Çà�èêñèðóåì

áàçèñ a

1

, a
2

, . . . , ak ïîäïðîñòðàíñòâà M è áàçèñ b

1

, b
2

, . . . , bℓ ïðîñòðàíñòâà

V . Åñëè k > ℓ, òî, â ñèëó ëåììû 2.2, ñèñòåìà âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak
ëèíåéíî çàâèñèìà. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áàçèñà.

Ñëåäîâàòåëüíî, k 6 ℓ, ò. å. dimM 6 dimV .
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�àçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà (2)

Ïóñòü òåïåðü dimM = dimV , ò. å. k = ℓ. Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîñòðàíñòâå

V . Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð b ∈ V òàêîé, ÷òî

ñèñòåìà a

1

, a
2

, . . . , ak , b ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Íî îíà ñîäåðæèò

k + 1 = ℓ+ 1 âåêòîð, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2.2. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

âåêòîðîâ (a
1

, a
2

, . . . , ak) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V . Ñëåäîâàòåëüíî,

ëþáîé âåêòîð èç V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak . Ïîñêîëüêó ýòè âåêòîðû ëåæàò â M, à M � ïîäïðîñòðàíñòâî â

V , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð èç V ëåæèò â M, ò. å. V ⊆ M. Îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ, è ïîòîìó M = V . Èòàê, åñëè

dimM = dimV , òî M = V . Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà,

ïîðîæäåííîãî äàííûì íàáîðîì âåêòîðîâ

Óêàæåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà,

ïîðîæäåííîãî äàííûì íàáîðîì âåêòîðîâ.

Àëãîðèòì 3.1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ â íåêîòîðîì

�èêñèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà. Çàïèøåì ýòè êîîðäèíàòû â ìàòðèöó

ïî ñòðîêàì è ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íåíóëåâûå

ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäóò áàçèñîì íàøåãî ïîäïðîñòðàíñòâà, à

÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî åãî ðàçìåðíîñòè.

Îáîñíîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà áóäåò äàíî ïîçäíåå.
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Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ (1)

3.2. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿþòñÿ åãî

ïîäìíîæåñòâàìè, ê íèì ìîæíî ïðèìåíÿòü âñå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

îïåðàöèè. Íî âàæíîé äëÿ ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíà èç íèõ

� îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ. Êàê è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ

ìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∩. Ââåäåì
åùå îäíó âàæíóþ îïåðàöèþ íàä ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M
1

è M
2

� åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç

V , ÿâëÿþùèõñÿ ñóììîé íåêîòîðîãî âåêòîðà èç M
1

è íåêîòîðîãî âåêòîðà èç

M
2

. Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M
1

+M
2

.

Çàìå÷àíèå 3.3

Åñëè M
1

è M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà V , òî M
1

+M
2

è M
1

∩M
2

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.1 êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è

M
2

ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = 0+ 0 ∈ M
1

+M
2

è

0 ∈ M
1

∩M
2

.
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Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ (2)

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâà M
1

+M
2

è M
1

∩M
2

� íåïóñòûå.

Äàëåå, ïóñòü x, y ∈ M
1

+M
2

è t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. Òîãäà x = x

1

+ x

2

è y = y

1

+ y

2

äëÿ íåêîòîðûõ x

1

, y
1

∈ M
1

è x

2

, y
2

∈ M
2

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M
1

è

M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

x+ y = (x
1

+ x

2

) + (y
1

+ y

2

) = (x
1

+ y

1

) + (x
2

+ y

2

) ∈ M
1

+M
2

,

tx = t(x
1

+ x

2

) = tx
1

+ tx
2

∈ M
1

+M
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, M
1

+M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Äàëåå, ïóñòü

x, y ∈ M
1

∩M
2

è t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. Òîãäà x, y ∈ M
1

è x, y ∈ M
2

.

Ïîñêîëüêó M
1

è M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâà, èìååì x+ y ∈ M
1

, x+ y ∈ M
2

,

tx ∈ M
1

è tx ∈ M
2

. Ñëåäîâàòåëüíî, x+ y ∈ M
1

∩M
2

è tx ∈ M
1

∩M
2

, è

ïîòîìó M
1

∩M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâî â V .
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Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ (3)

Çàìå÷àíèå 3.4

Åñëè M
1

è M
2

� ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà V , òî ïîäïðîñòðàíñòâî

M
1

+M
2

ñîäåðæèò M
1

è M
2

è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â

V , îáëàäàþùèì óêàçàííûì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ M
1

, òî x ∈ M
1

+M
2

, ïîñêîëüêó x = x+ 0 è

0 ∈ M
2

. Ñëåäîâàòåëüíî, M
1

⊆ M
1

+M
2

. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

M
2

⊆ M
1

+M
2

. Ïóñòü òåïåðü M � ïîäïðîñòðàíñòâî â V , ñîäåðæàùåå M
1

è

M
2

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ M
1

+M
2

. Òîãäà x = x

1

+ x

2

äëÿ íåêîòîðûõ

x

1

∈ M
1

è x

2

∈ M
2

. Ñëåäîâàòåëüíî, x

1

∈ M è x

2

∈ M, îòêóäà

x = x

1

+ x

2

∈ M. Òàêèì îáðàçîì, M
1

+M
2

⊆ M.
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Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå íàáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ

Ìîæíî ãîâîðèòü î ïåðåñå÷åíèè ëþáîãî (â òîì ÷èñëå áåñêîíå÷íîãî) íàáîðà

ïîäïðîñòðàíñòâ äàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïåðàöèþ ñóììû

ïîäïðîñòðàíñòâ òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü íå ê äâóì ïîäïðîñòðàíñòâàì, à ê

èõ áîëüøåìó, íî òîëüêî êîíå÷íîìó ÷èñëó. Åñëè M
1

,M
2

, . . . ,Mk �

ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V è k > 2, òî, ïî èíäóêöèè,

ïîëîæèì

M
1

+M
2

+ · · ·+Mk = (M
1

+M
2

+ · · ·+Mk−1

) +Mk .

Ïðè ýòîì ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ìîæíî íå ñòàâèòü, ïîñêîëüêó

îïåðàöèÿ ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíà.
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�àçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ (1)

Ïåðâûì èç äâóõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.1

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M
1

è M
2

� åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

ðàâíà ñóììå

ðàçìåðíîñòåé ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìèíóñ ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1 âûòåêàåò, ÷òî

dim(M
1

∩M
2

) 6 dimM
1

è dim(M
1

∩M
2

) 6 dimM
2

. Ïîëîæèì

dim(M
1

∩M
2

) = k , dimM
1

= k + ℓ è dimM
2

= k +m.

Åñëè M
1

= {0}, òî, î÷åâèäíî, M
1

∩M
2

= {0}, dimM
1

= dim(M
1

∩M
2

) = 0,

M
1

+M
2

= M
2

è ïîòîìó

dim(M
1

+M
2

) = dimM
2

= dimM
1

+ dimM
2

− dim(M
1

∩M
2

).

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà M
2

= {0}. Èòàê, äàëåå ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà M

1

è M
2

� íåíóëåâûå, è, â ÷àñòíîñòè, êàæäîå

èç íèõ èìååò áàçèñ. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî M
1

∩M
2

6= {0} (â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò âî âñåõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ çàìåíèòü

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M
1

∩M
2

íà ïóñòîé íàáîð âåêòîðîâ; ñàìè ðàññóæäåíèÿ

ïðè ýòîì òîëüêî óïðîñòÿòñÿ). Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

M
1

∩M
2

.
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�àçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ (2)

Â ñèëó òåîðåìû 2.3 ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ìîæíî äîïîëíèòü êàê äî áàçèñà

M
1

, òàê è äî áàçèñà M
2

. Ïóñòü a

1

, a

2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ � áàçèñ M
1

, à

a

1

, a

2

, . . . , ak , 
1, 
2, . . . , 
m � áàçèñ M
2

. Äîêàæåì, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ, 
1, 
2, . . . , 
m (1)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà M
1

+M
2

. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, òàê êàê ÷èñëî âåêòîðîâ â ýòîì íàáîðå ðàâíî

k + ℓ+m = (k + ℓ) + (k +m) − k = dimM
1

+ dimM
2

− dim(M
1

∩M
2

).

Ïóñòü x ∈ M
1

+M
2

. Òîãäà x = x

1

+ x

2

, ãäå x

1

∈ M
1

è x

2

∈ M
2

. ßñíî, ÷òî

âåêòîð x

1

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ak , b1, b2,

. . . , bℓ, à âåêòîð x

2

� ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a

2

, . . . , ak , 
1,




2

, . . . , 
m. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð x

1

+ x

2

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ (1). Òàêèì îáðàçîì, íàáîð âåêòîðîâ (1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé

îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà M
1

+M
2

. Â ñèëó ëåììû 2.1 îñòàåòñÿ äîêàçàòü,

÷òî ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì,

÷òî

t
1

a

1

+t
2

a

2

+· · ·+tkak+s
1

b

1

+s
2

b

2

+· · ·+sℓbℓ+r
1




1

+r
2




2

+· · ·+rm
m = 0 (2)

äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tk , s1, s2, . . . , sℓ, r1, r2, . . . , rm. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè ñêàëÿðû ðàâíû 0.
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�àçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ (3)

Ïîëîæèì y = s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ. Î÷åâèäíî, ÷òî y ∈ M
1

. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

y = −t
1

a

1

− t
2

a

2

− · · · − tkak − r
1




1

− r
2




2

− · · · − rm
m ∈ M
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ M
1

∩M
2

. Íî òîãäà âåêòîð y åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ñêàëÿðû q
1

, q
2

, . . . , qk
òàêèå, ÷òî y = s

1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ = q
1

a

1

+ q
2

a

2

+ · · ·+ qkak .

Ñëåäîâàòåëüíî,

q
1

a

1

+ q
2

a

2

+ · · ·+ qkak − s
1

b

1

− s
2

b

2

− · · · − sℓbℓ = 0. (3)

Ïîñêîëüêó âåêòîðû a

1

, a

2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ îáðàçóþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà M
1

, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3), òðèâèàëüíà. Â

÷àñòíîñòè, s
1

= s
2

= · · · = sℓ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (2) ïðèíèìàåò

âèä

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak + r
1




1

+ r
2




2

+ · · ·+ rm
m = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðû a

1

, a

2

, . . . , ak , 
1, 
2, . . . , 
m îáðàçóþò áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà M
2

(è, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíî íåçàâèñèìû), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

t
1

= t
2

= · · · = tk = r
1

= r
2

= · · · = rm = 0. Èòàê, âñå êîý��èöèåíòû â

ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ðàâíû 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Êàêèìè âåêòîðàìè ïîðîæäàåòñÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ?

Çàìå÷àíèå 3.5

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M
1

ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè a

1

, a
2

, . . . , ak , à

ïîäïðîñòðàíñòâî M
2

� âåêòîðàìè b

1

, b
2

, . . . , bℓ, î ïîäïðîñòðàíñòâî

M
1

+M
2

ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè a

1

, a
2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ M
1

+M
2

. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû x

1

∈ M
1

è

x

2

∈ M
2

òàêèå, ÷òî x = x

1

+ x

2

. Â ñèëó âûáîðà âåêòîðîâ x

1

è x

2

èìååì

x

1

= t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak è x

2

= s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ

äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tk è s
1

, s
2

, . . . , sℓ. Ñëåäîâàòåëüíî,

x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak + s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M
1

+M
2

ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå,

ïîðîæäåííîì íàáîðîì âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ, à çíà÷èò è

ïîäïðîñòðàíñòâî, èìè ïîðîæäåííîå, ñîäåðæèòñÿ â M
1

+M
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, M
1

+M
2

= 〈a
1

, a
2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ〉.
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ

Ó÷èòûâàÿ àëãîðèòì 3.1, ïîëó÷àåì

Àëãîðèòì 3.2

Ïóñòü äàíû íàáîðû âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèå ïîäïðîñòðàíñòâà M
1

è M
2

.

Çàïèøåì â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, âõîäÿùèõ â ýòè

íàáîðû âåêòîðîâ, â íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà è

ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íåíóëåâûå ñòðîêè ïîëó÷åííîé

ìàòðèöû áóäóò áàçèñîì ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

, à ÷èñëî ýòèõ

ñòðîê ðàâíî åå ðàçìåðíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî, íàéäÿ ðàçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

, ìû

ñìîæåì íàéòè è ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òàê êàê, â ñèëó òåîðåìû 3.1,

dim(M
1

∩M
2

) = dimM
1

+ dimM
2

− dim(M
1

+M
2

). (4)

Áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ èùåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è áóäåò óêàçàí ïîçäíåå.
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Ïðÿìàÿ ñóììà (1)

3.3. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M
1

è M
2

� åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

�îâîðÿò, ÷òî ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

ÿâëÿåòñÿ èõ ïðÿìîé ñóììîé,

åñëè M
1

∩M
2

= {0}. Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç M
1

⊕M
2

èëè M
1

∔M
2

.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 3.6

Åñëè V = M
1

⊕M
2

, b

1

, b

2

, . . . , bℓ � áàçèñ M
1

, à 


1

, 


2

, . . . , 
m � áàçèñ

M
2

, òî b

1

, b

2

, . . . , bℓ, 
1, 
2, . . . , 
m � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .
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Ïðÿìàÿ ñóììà (2)

Âòîðûì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.2

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M
1

è M
2

� åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M
1

+M
2

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

;

2) dim(M
1

+M
2

) = dimM
1

+ dimM
2

;

3) ëþáîé âåêòîð èç M
1

+M
2

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

ñóììû âåêòîðà èç M
1

è âåêòîðà èç M
2

;

4) íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â

âèäå ñóììû âåêòîðà èç M
1

è âåêòîðà èç M
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1) è 2) íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.1 è òîãî �àêòà, ÷òî ðàçìåðíîñòü íóëåâîãî

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 0. Èìïëèêàöèÿ 3)=⇒ 4) î÷åâèäíà. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèè 1)=⇒ 3) è 4)=⇒ 1).
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Ïðÿìàÿ ñóììà (3)

1)=⇒ 3). Ïóñòü x ∈ M
1

+M
2

. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ

x = x

1

+ x

2

, ãäå x

1

∈ M
1

è x

2

∈ M
2

. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà x åäèíñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = y

1

+ y

2

, ãäå

y

1

∈ M
1

è y

2

∈ M
2

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = x

1

+ x

2

= y

1

+ y

2

, èìååì

x

1

− y

1

= y

2

− x

2

. ßñíî, ÷òî x

1

− y

1

∈ M
1

, à y

2

− x

2

∈ M
2

. Ñëåäîâàòåëüíî,

x

1

− y

1

= y

2

− x

2

∈ M
1

∩M
2

. Íî M
1

∩M
2

= {0}. Ïîýòîìó
x

1

− y

1

= y

2

− x

2

= 0, îòêóäà x

1

= y

1

è x

2

= y

2

.

4)=⇒ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M
1

∩M
2

6= {0}, ò. å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
âåêòîð x ∈ M

1

∩M
2

. Òîãäà âåêòîð 0 ìîæåò áûòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû âåêòîðà èç M
1

è âåêòîðà èç M
2

:

0 = x+ (−x) è 0 = 0+ 0. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 4).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîëåçíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå,

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùåå èç ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 1) è 2)

äîêàçàííîé òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 3.7

V = M
1

⊕M
2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dim(M
1

+M
2

) = dimM
1

+ dimM
2

= dimV .
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Ïðÿìàÿ ñóììà (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè V = M
1

⊕M
2

, òî, â ÷àñòíîñòè,

M
1

+M
2

= V , è ïîòîìó dim(M
1

+M
2

) = dimV . À

dimM
1

+ dimM
2

= dim(M
1

+M
2

) â ñèëó òåîðåìû 3.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Îáðàòíî, ïóñòü dim(M
1

+M
2

) = dimM
1

+ dimM
2

= dimV .

Òîãäà èç ðàâåíñòâà dim(M
1

+M
2

) = dimV è ïðåäëîæåíèÿ 3.1 âûòåêàåò,

÷òî M
1

+M
2

= V , à èç ðàâåíñòâà dim(M
1

+M
2

) = dimM
1

+ dimM
2

è (4)

ñëåäóåò, ÷òî dim(M
1

∩M
2

) = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

M
1

∩M
2

= {0}. Îáúåäèíÿÿ ýòîò �àêò ñ ðàâåíñòâîì M
1

+M
2

= V ,

ïîëó÷àåì, ÷òî V = M
1

⊕M
2

.
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Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V = M
1

⊕M
2

è x ∈ V . Â ñèëó òåîðåìû 3.2 ñóùåñòâóþò

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå âåêòîðû x

1

∈ M
1

è x

2

∈ M
2

òàêèå, ÷òî

x = x

1

+ x

2

. Âåêòîð x

1

íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé x íà M
1

ïàðàëëåëüíî M
2

, à

âåêòîð x

2

� ïðîåêöèåé x íà M
2

ïàðàëëåëüíî M
1

.

Àëãîðèòì 3.3

Ïóñòü V = M
1

⊕M
2

è x ∈ V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû áàçèñ

a

1

, a
2

, . . . , ak ïîäïðîñòðàíñòâà M
1

è áàçèñ b

1

, b
2

, . . . , bℓ ïîäïðîñòðàíñòâà

M
2

. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 3.6 a

1

, a
2

, . . . , ak , b1, b2, . . . , bℓ � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

V . Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå. Ïóñòü îíè èìåþò âèä

(t
1

, t
2

, . . . , tk , s1, s2, . . . , sℓ). Òîãäà t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak � ïðîåêöèÿ x íà

M
1

ïàðàëëåëüíî M
2

, à s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ � ïðîåêöèÿ x íà M
2

ïàðàëëåëüíî M
1

.

Îáîñíîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà î÷åâèäíî: åñëè, â óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ,

y = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak è z = s
1

b

1

+ s
2

b

2

+ · · ·+ sℓbℓ, òî y ∈ M
1

, z ∈ M
2

è x = y+ z.
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¾Äîïîëíÿþùåå¿ ïîäïðîñòðàíñòâî (1)

Â äàëüíåéøåì íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.2

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V

ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ′
â V , ÷òî V = M ⊕M ′

.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè M = {0}, òî â êà÷åñòâå M ′
ìîæíî âçÿòü

V , à åñëè M = V , òî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü M ′ = {0}. Ïóñòü òåïåðü
{0} ⊂ M ⊂ V . Ïîëîæèì dimV = n è dimM = k . Â ñèëó ñêàçàííîãî

0 < k < n. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak � áàçèñ M. Â ñèëó òåîðåìû 2.3 ñóùåñòâóþò

âåêòîðû ak+1, . . . , an òàêèå, ÷òî âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an îáðàçóþò áàçèñ V .

Ïîëîæèì M ′ = 〈ak+1, . . . , an〉. Äîêàæåì, ÷òî V = M ⊕M ′
. Ñíà÷àëà

ïðîâåðèì, ÷òî íóëåâîé âåêòîð åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

ñóììû âåêòîðà èç M è âåêòîðà èç M ′
. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó 0 = 0 + 0, 0 ∈ M è 0 ∈ M ′
(ñì.

çàìå÷àíèå 3.1). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 0 = x+ y, ãäå x ∈ M, à y ∈ M ′
.

Òîãäà x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak è y = tk+1ak+1 + · · ·+ tnan äëÿ íåêîòîðûõ

ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tn, îòêóäà 0 = x+ y = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tnan. Ïîñêîëüêó

a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , ïîëó÷àåì, ÷òî

t
1

= t
2

= · · · = tn = 0. Íî òîãäà x = 0 è y = 0.
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¾Äîïîëíÿþùåå¿ ïîäïðîñòðàíñòâî (2)

Èòàê, âåêòîð 0 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû âåêòîðà

èç M è âåêòîðà èç M ′
. Â ñèëó òåîðåìû 3.2 M +M ′ = M ⊕M ′

.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî M +M ′ = V . Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç

V . �àçëîæèì åãî ïî áàçèñó a

1

, a
2

, . . . , an: a = q
1

a

1

+ q
2

a

2

+ · · ·+ qnan.

Ïîëîæèì b = q
1

a

1

+ q
2

a

2

+ · · ·+ qkak è 
 = qk+1ak+1 + · · ·+ qnan. Òîãäà

b ∈ M, 
 ∈ M ′
è a = b+ 
. Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊆ M +M ′

. Îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, è ïîòîìó M +M ′ = V .
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