
� 2. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå áàçèñà

2.1. Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà áàçèñà, ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ

ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ èç ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Ñëîâî ¾óïîðÿäî÷åííàÿ¿ â îïðåäåëåíèè áàçèñà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äâå

ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåìû âåêòîðîâ ñîñòîÿò èç

îäíèõ è òåõ æå âåêòîðîâ, çàïèñàííûõ â ðàçíîì ïîðÿäêå, òî îíè

ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè áàçèñàìè.

Ñëîâà ¾ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ¿ â

îïðåäåëåíèè áàçèñà îçíà÷àþò, ÷òî áàçèñ � ýòî ñèñòåìà âåêòîðîâ,

ìàêñèìàëüíàÿ (ïî âêëþ÷åíèþ) ñðåäè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì,

ò. å. ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, êîòîðàÿ ïðè äîáàâëåíèè

ê íåé ëþáîãî âåêòîðà ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé.
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Áàçèñ è ñèñòåìà îáðàçóþùèõ (1)

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà âåêòîðîâ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé

îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè ëþáîé âåêòîð èç V ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êàêèå-òî âåêòîðû èç ýòîé ñèñòåìû.

Ëåììà 2.1

Êîíå÷íàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

V è b ∈ V . Ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà ñèñòåìà a

1

, a
2

, . . . , an ëèíåéíî

íåçàâèñèìà, à ñèñòåìà a

1

, a
2

, . . . , an, b ëèíåéíî çàâèñèìà. Â ñèëó ëåììû

1.4 âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an.

Ñëåäîâàòåëüíî, a

1

, a
2

, . . . , an � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V . À

ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòîãî íàáîðà âåêòîðîâ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îí

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà



Áàçèñ è ñèñòåìà îáðàçóþùèõ (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà

îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V è b ∈ V . Ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû

îáðàçóþùèõ b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an. Â ñèëó

ëåììû 1.5 ñèñòåìà âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an, b ëèíåéíî çàâèñèìà. Òàêèì

îáðàçîì, a

1

, a
2

, . . . , an � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, à

ñëåäîâàòåëüíî � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V .
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Áàçèñ íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àÿõ ïëîñêîñòè è îáû÷íîãî

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ââåäåííîå â äàííîì ïàðàãðà�å ïîíÿòèå áàçèñà

ñîâïàäàåò ñ òåìè ïîíÿòèÿìè áàçèñà, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â êóðñå

àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Çàìå÷àíèå 2.1

à) Áàçèñîì ïëîñêîñòè (â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ,

ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè.

á) Áàçèñîì îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (â ñìûñëå äàííîãî

âûøå îïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà

íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ëèíåéíî

íåçàâèñèìà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1.2 è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

ïëîñêîñòè â ñèëó òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.1.

á) Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Ïðèìåð áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå F
n

Ïðèâåäåì î÷åíü âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåð áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå

F n
. Â � 1 áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå âåêòîðû e

1

, e
2

, . . . , en èç ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Çàìå÷àíèå 2.2

Âåêòîðû e

1

, e
2

, . . . , en îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà F n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàìå÷àíèé 1.3 è 1.4 âåêòîðû e

1

, e
2

, . . . , en

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà F n
.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 2.1.

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà âåêòîðîâ e

1

, e
2

, . . . , en íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì

ïðîñòðàíñòâà F n
.

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, ñòàíäàðòíûé áàçèñ èãðàåò â ëèíåéíîé

àëãåáðå òàêóþ æå ðîëü, êàêóþ â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èãðàë

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïëîñêîñòè èëè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Áàçèñû â äðóãèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (1)

Îáñóäèì âêðàòöå âîïðîñ î áàçèñàõ â äðóãèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

óïîìèíàâøèõñÿ â � 1.

Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ è ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Fn[x] ìîæíî âçÿòü ìíîãî÷ëåíû
1, x , x2, . . . , xn

. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 n èìååò âèä

a
0

· 1+ a
1

x + a
2

x2 + · · ·+ anx
n
, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ìíîãî÷ëåíîâ 1, x , x2, . . . , xn
. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ

1, x , x2, . . . , xn
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Fn[x].

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì. Íî ýòî î÷åâèäíî,

ïîñêîëüêó a
0

· 1+ a
1

x + a
2

x2 + · · ·+ anx
n = o òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a
0

= a
1

= a
2

= · · · = an = 0.

À âîò ïðîñòðàíñòâî F [x] è ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé áàçèñà íå èìåþò.

Óáåäèìñÿ â ýòîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìíîãî÷ëåíû p
1

(x), p
2

(x), . . . , pn(x) îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
ìíîãî÷ëåíîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç k ìàêñèìóì èç ñòåïåíåé ýòèõ

ìíîãî÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ìíîãî÷ëåíîâ p
1

(x), p
2

(x), . . . , pn(x) íå ïðåâîñõîäèò k , è ïîòîìó ìíîãî÷ëåí

xk+1
íå âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç p

1

(x), p
2

(x), . . . , pn(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîãî÷ëåíû p

1

(x), p
2

(x), . . . , pn(x) íå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

ïðîñòðàíñòâà F [x], à çíà÷èò, íå ÿâëÿþòñÿ è áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Áàçèñû â äðóãèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (2)

Ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö. Ïóñòü F � ïîëå, m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,

1 6 i 6 m è 1 6 j 6 n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eij ìàòðèöó ðàçìåðà m × n, â

êîòîðîé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

ðàâíû 0. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìè åäèíèöàìè. Ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö ðàçìåðà m × n

îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Fm×n
. Â ñàìîì äåëå, åñëè A = (aij) �

ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî A =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

aijEij . Òàêèì îáðàçîì,

íàáîð ìàòðèö {Eij | 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n} ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

ïðîñòðàíñòâà Fm×n
. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ëèíåéíî

íåçàâèñèì. Íî ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó A = (aij ) = O òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà aij = 0 äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m è 1 6 j 6 n.
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Áàçèñû â äðóãèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (3)

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âîïðîñó

î òîì, êàê ïîñòðîèòü áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, áóäåò öåëèêîì ïîñâÿùåí

îäèí èç ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�îâ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî

óïîìèíàíèåì î òîì, ÷òî åñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

íåîïðåäåëåííîé, òî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà åå ðåøåíèé ñóùåñòâóåò, à åñëè îíà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � òî íå ñóùåñòâóåò.

Íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî. Èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýòî

ïðîñòðàíñòâî áàçèñà íå èìååò.

Çàìå÷àíèå 2.3

Íóëåâîé âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò âõîäèòü íè â êàêîé åãî

áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.2 ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, â êîòîðóþ

âõîäèò íóëåâîé âåêòîð, ëèíåéíî çàâèñèìà è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì.
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Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè â íåì

ñóùåñòâóåò áàçèñ. Íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ

êîíå÷íîìåðíûì.

Êàê ìû âèäåëè âûøå, ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, íå

èìåþùèå áàçèñà (íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èëè ïðîñòðàíñòâî

�óíêöèé). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ òîæå ìîæíî ââåñòè

ïîíÿòèå áàçèñà, Ìû íå áóäåì äàâàòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëåíèÿ,

ïîñêîëüêó äàëåå îíî íàì íå ïðèãîäèòñÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âñå áàçèñû

òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîÿò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ. Ïðîñòðàíñòâà,

áàçèñû êîòîðûõ áåñêîíå÷íû, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè. Èçó÷åíèå

áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âûõîäèò çà ðàìêè ëèíåéíîé àëãåáðû. Èì

ïîñâÿùåí äðóãîé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íàçûâàåìûé �óíêöèîíàëüíûì

àíàëèçîì.

!! Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïîñëåäóþùåãî êóðñà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñëîâà ¾âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî¿ âñþäó äàëåå îçíà÷àþò ¾êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî¿.
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�àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó

2.2. Êîîðäèíàòû âåêòîðà â áàçèñå

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì àíàëîãîì òåîðåì î ðàçëîæåíèè

âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èçâåñòíûõ

èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà 2.1 (òåîðåìà î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó)

Ïóñòü V � íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà è x ∈ V . Òîãäà ñóùåñòâóþò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûå, ñêàëÿðû

t
1

, t
2

, . . . , tn òàêèå, ÷òî

x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tnan. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå êîý��èöèåíòîâ t
1

, t
2

, . . . , tn ñ òðåáóåìûì

ñâîéñòâîì âûòåêàåò èç ëåììû 2.1. Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðàâíå ñ ðàâåíñòâîì (1) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x = s
1

a

1

+ s
2

a

2

+ · · ·+ snan äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ s
1

, s
2

, . . . , sn. Âû÷òåì

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èç (1). Ïîëó÷èì

(t
1

− s
1

)a
1

+ (t
2

− s
2

)a
2

+ · · ·+ (tn − sn)an = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì, ÷òî

ti − si = 0, ò. å. ti = si äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà



Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

�àâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî áàçèñó a

1

, a
2

, . . . , an.

Ñêàëÿðû t
1

, t
2

, . . . , tn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñå

a

1

, a
2

, . . . , an. Òîò �àêò, ÷òî âåêòîð x èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå

êîîðäèíàòû t
1

, t
2

, . . . , tn çàïèñûâàåòñÿ òàê: x = (t
1

, t
2

, . . . , tn).

Èç çàìå÷àíèÿ 1.4 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 2.4

Êîìïîíåíòû ëþáîãî âåêòîðà èç ïðîñòðàíñòâà F n
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè

ýòîãî âåêòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.
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Êîîðäèíàòû ñóììû âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð

Çàìå÷àíèå 2.5

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, x, y ∈ V , à t � ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð.

Åñëè â íåêîòîðîì áàçèñå âåêòîð x èìååò êîîðäèíàòû (x
1

, x
2

, . . . , xn), à
âåêòîð y � êîîðäèíàòû (y

1

, y
2

, . . . , yn), òî âåêòîð x+ y èìååò â òîì æå

áàçèñå êîîðäèíàòû (x
1

+ y
1

, x
2

+ y
2

, . . . , xn + yn), à âåêòîð tx � êîîðäèíàòû

(tx
1

, tx
2

, . . . , txn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ, â êîòîðîì äàíû êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ x è y. Òîãäà

x = x
1

a

1

+ x
2

a

2

+ · · ·+ xnan è y = y
1

a

1

+ y
2

y

2

+ · · ·+ ynan.

Ñêëàäûâàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

x+ y = (x
1

a

1

+ x
2

a

2

+ · · ·+ xnan) + (y
1

a

1

+ y
2

y

2

+ · · ·+ ynan) =

= (x
1

+ y
1

)a
1

+ (x
2

+ y
2

)a
2

+ · · ·+ (xn + yn)an,

à óìíîæàÿ ïåðâîå èç íèõ íà ñêàëÿð t � ÷òî

tx = t(x
1

a

1

+ x
2

a

2

+ · · ·+ xnan) = tx
1

a

1

+ tx
2

a

2

+ · · ·+ txnan.

Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà.
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Íàõîæäåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà (1)

�àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà èç ïðîñòðàíñòâà

F n
â êàêîì-ëèáî áàçèñå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü a

1

= (a
11

, a
12

, . . . , a
1n),

a

2

= (a
21

, a
22

, . . . , a
2n), . . . , an = (an1, an2, . . . , ann) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

F n
, à b = (b

1

, b
2

, . . . , bn) � âåêòîð èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òðåáóåòñÿ íàéòè

ñêàëÿðû x
1

, x
2

, . . . , xn òàêèå, ÷òî

b = x
1

a

1

+ x
2

a

2

+ · · ·+ xnan.

�àñïèñàâ ýòî ðàâåíñòâî ïîêîìïîíåíòíî, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð

ðàâåíñòâ:















a
11

x
1

+ a
21

x
2

+ · · · + an1xn = b
1

,

a
12

x
1

+ a
22

x
2

+ · · · + an2xn = b
2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1nx1 + a

2nx2 + · · · + annxn = bn.

Ìû ïîëó÷èëè êðàìåðîâñêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé â

îñíîâíîé ìàòðèöå ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû áàçèñíûå âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , an, à

â ñòîëáöå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � âåêòîð b. Â ñèëó òåîðåìû î ðàçëîæåíèè

âåêòîðà ïî áàçèñó ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. �åøèòü åå

ìîæíî òðåìÿ ñïîñîáàìè � ïî �îðìóëàì, êîòîðûå âõîäÿò â òåîðåìó

Êðàìåðà, ìåòîäîì �àóññà èëè ìåòîäîì �àóññà�Æîðäàíà. Ïîñëåäíèé èç

ýòèõ ñïîñîáîâ ïðèâîäèò ê àëãîðèòìó, ñ�îðìóëèðîâàííîìó íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå.
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Íàõîæäåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà (2)

Àëãîðèòì 2.1

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A = {a
1

, a
2

, . . . , an} � åãî áàçèñ, à

b ∈ V . ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà b â áàçèñå A, íàäî ñîñòàâèòü

ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàâ â îñíîâíóþ

÷àñòü ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , an â

íåêîòîðîì áàçèñå, à â ïîñëåäíåì ñòîëáöå � êîîðäèíàòû âåêòîðà b â òîì

æå áàçèñå. Ïîñëå ýòîãî íàäî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïðèâåñòè åå îñíîâíóþ ÷àñòü ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â

ýòîò ìîìåíò â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäóò çàïèñàíû

èñêîìûå êîîðäèíàòû.
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Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè

Çíàÿ, ÷òî òàêîå êîîðäèíàòû âåêòîðà, ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü åùå îäèí

àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 2.2

×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî

çàâèñèìîé èëè ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, íàäî çàïèñàòü â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ýòîé ñèñòåìû â íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì áàçèñå è

íà÷àòü ïðèâîäèòü ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè â ïðîöåññå

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêíåò õîòÿ áû îäíà íóëåâàÿ ñòðîêà,

ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà. Åñëè ìû äîâåäåì ìàòðèöó äî ñòóïåí÷àòîãî

âèäà è íóëåâûå ñòðîêè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé íå âîçíèêíóò, ñèñòåìà

ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îáîñíîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà áóäåò äàíî ïîçäíåå.
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�àâíîìîùíîñòü áàçèñîâ (1)

2.3. �àçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà áàçèñà âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà âåêòîðîâ. Êàê ìû óâèäèì,

ýòîò �àêò ëåãêî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.2

Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî ëþáîé

íàáîð èç áîëåå ÷åì n âåêòîðîâ èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíî çàâèñèì.

×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïëîñêîñòè è òðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àíèå 1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b

1

, b
2

, . . . , bn � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,

k > n è a

1

, a
2

, . . . , ak ∈ V . �àçëîæèì âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ïî áàçèñó

b

1

, b
2

, . . . , bn:














a

1

= a
11

b

1

+ a
12

b

2

+ · · · + a
1nbn,

a

2

= a
21

b

1

+ a
22

b

2

+ · · · + a
2nbn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak = ak1b1 + ak2b2 + · · · + aknbn.

(2)
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�àâíîìîùíîñòü áàçèñîâ (2)

Ïóñòü t
1

, t
2

, . . . , tk � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðû òàêèå, ÷òî

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0.

Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî èç íàáîðà ðàâåíñòâ (2) íà t
1

, âòîðîå � íà t
2

,

. . . , ïîñëåäíåå � íà tk è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì:

0 = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak =
= t

1

(a
11

b

1

+ a
12

b

2

+ · · ·+ a
1nbn) +

+ t
2

(a
21

b

1

+ a
22

b

2

+ · · ·+ a
2nbn) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ tk(ak1b1 + ak2b2 + · · ·+ aknbn) =
= (t

1

a
11

+ t
2

a
21

+ · · ·+ tkak1)b1 +
+ (t

1

a
12

+ t
2

a
22

+ · · ·+ tkak2)b2 +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (t
1

a
1n + t

2

a
2n + · · ·+ tkakn)bn.

Ïîñêîëüêó âåêòîðû b

1

, b
2

, . . . , bn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî















a
11

t
1

+ a
21

t
2

+ · · · + ak1tk = 0,

a
12

t
1

+ a
22

t
2

+ · · · + ak2tk = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1nt1 + a

2nt2 + · · · + akntk = 0.

(3)
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�àâíîìîùíîñòü áàçèñîâ (3)

Áóäåì ñìîòðåòü íà ðàâåíñòâà (3) êàê íà îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ t
1

, t
2

, . . . , tk . ×èñëî óðàâíåíèé â ýòîé

ñèñòåìå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, òàê êàê k > n. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ

7.3 êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ ñèñòåìà (3) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî íàéòè ñêàëÿðû t
1

, t
2

, . . . , tk , ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

êîòîðûõ íå ðàâåí íóëþ, òàêèå, ÷òî t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî äîêàçàòü àíîíñèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2

Ëþáûå äâà áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå

÷èñëà âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak è b

1

, b
2

, . . . , bn � áàçèñû îäíîãî è

òîãî æå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó îáå ýòè ñèñòåìû âåêòîðîâ

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî íè ñëó÷àé k < n, íè

ñëó÷àé n < k íåâîçìîæíû. Ñëåäîâàòåëüíî, k = n.
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�àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà 2.2 äåëàåò êîððåêòíûì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå

×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

ðàçìåðíîñòüþ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. �àçìåðíîñòü íóëåâîãî ïðîñòðàíñòâà ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâíà 0. �àçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dimV . Åñëè dimV = n, òî ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ

n-ìåðíûì.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ áàçèñîâ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ

âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 2.6

à) �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà F n
ðàâíà n.

á) �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Fn[x] ðàâíà n + 1.

â) �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Fm×n
ðàâíà mn.
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Çàìå÷àíèå î áàçèñàõ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

Èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 2.7

Åñëè dimV = n, òî ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð èç n âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ê ëèíåéíî íåçàâèñèìîìó íàáîðó èç n âåêòîðîâ

n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äîáàâèòü ëþáîé âåêòîð, òî â ñèëó ëåììû 2.2

ïîëó÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìûì. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ

íà îïðåäåëåíèå áàçèñà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 2. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà



Äîïîëíÿåìîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ äî áàçèñà

Òåîðåìà 2.3

Ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ èç êîíå÷íîìåðíîãî

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è

a

1

, a
2

, . . . , ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ èç V . Èç ëåììû 2.2

âûòåêàåò, ÷òî k 6 n. Åñëè k = n, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.7 a

1

, a
2

, . . . , ak �

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü òåïåðü k < n. Â ñèëó òåîðåìû 2.2 âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , ak íå îáðàçóþò áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . Ïîñêîëüêó îíè ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñà âûòåêàåò, ÷òî ê íèì ìîæíî äîáàâèòü

âåêòîð ak+1 òàê, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak , ak+1 îñòàíåòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûì. Åñëè k + 1 = n, òî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.7 a

1

, a
2

, . . . , ak+1 �

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê íåìó âíîâü ìîæíî äîáàâèòü

îäèí âåêòîð òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð îñòàëñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûì. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ÷åðåç n − k øàãîâ ïîëó÷èì

ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð èç n âåêòîðîâ. Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ òîëüêî

â î÷åðåäíîé ðàç ñîñëàòüñÿ íà çàìå÷àíèå 2.7.
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Çàìå÷àíèå î ÷èñëå áàçèñîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

Èç òåîðåìû 2.3 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 2.8

Âñÿêîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî áàçèñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð èç V . Èç

ëåììû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî âåêòîðà x,

ëèíåéíî íåçàâèñèì. Ïî òåîðåìå 2.3 ýòîò íàáîð ìîæíî äîïîëíèòü äî

áàçèñà ïðîñòðàíñòâà V . Äëÿ ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç V

ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì áàçèñû áóäóò ðàçëè÷íûìè, òàê êàê îíè áóäóò

íà÷èíàòüñÿ ñ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ (íàïîìíèì, ÷òî áàçèñ � ýòî

óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 1.1, ïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ.
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Èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü â � 1, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ

óíèâåðñàëüíûìè àëãåáðàìè, ê íèì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïîíÿòèå

èçîìîð�èçìà, ââåäåííîå â � 4 êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿. ×òîáû îáëåã÷èòü

âîñïðèÿòèå äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà, óêàæåì ÿâíî, êàêîé âèä ïðèíèìàåò

îïðåäåëåíèå èçîìîð�èçìà ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâàì.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V
1

è V
2

íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F íàçûâàþòñÿ

èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f èç V
1

íà V
2

(íàçûâàåìàÿ

èçîìîð�èçìîì) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x

1

, x
2

∈ V
1

è ëþáîãî t ∈ F

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

f (x
1

+ x

2

) = f (x
1

) + f (x
2

) è f (tx) = t · f (x). (4)
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Òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå (1)

Òåîðåìà 2.4 (òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ)

Ëþáîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F èçîìîð�íî

ïðîñòðàíñòâó F n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , b ∈ V , à

(t
1

, t
2

, . . . , tn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà b â áàçèñå a

1

, a
2

, . . . , an. Îïðåäåëèì

îòîáðàæåíèå f èç V â F n
ïðàâèëîì: f (b) = (t

1

, t
2

, . . . , tn). Èç
åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó âûòåêàåò, ÷òî ýòî

îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî (ò. å. îáðàç âñÿêîãî âåêòîðà îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî). Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî. Ïóñòü x, y ∈ V è

f (x) = f (y) = (t
1

, t
2

, . . . , tn). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x = t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tnan = y.

Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f äîêàçàíà. Ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî

îòîáðàæåíèÿ î÷åâèäíà: åñëè y = (s
1

, s
2

, . . . , sn) ∈ F n
, òî y = f (x), ãäå

x = s
1

a

1

+ s
2

a

2

+ · · ·+ snan. Íàêîíåö, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (4) âûòåêàåò èç

çàìå÷àíèÿ 2.5. Òàêèì îáðàçîì, f � èçîìîð�èçì èç V íà F n
.
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Òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå (2)

Òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî

âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî

ðàçìåðíîñòü. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé

ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò ýòî ïðîñòðàíñòâî: äëÿ âñÿêîãî n ñóùåñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîð�èçìà) ëèøü îäíî n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä äàííûì

ïîëåì F � ïðîñòðàíñòâî F n
. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ óïîìèíàâøàÿñÿ â

ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å îñîáàÿ ðîëü ïðîñòðàíñòâà F n
â ëèíåéíîé àëãåáðå.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó: îïðåäåëåíèå

2.4. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû

îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ. ×òîáû îòâåòèòü íà íåãî, íàì

ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , à P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} è
Q = {q

1

, q
2

, . . . , qn} � áàçèñû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò

áàçèñà P ê áàçèñó Q íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â

êîòîðîé, äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n, â i-ì ñòîëáöå çàïèñàíû êîîðäèíàòû

âåêòîðà qi â áàçèñå P. Ýòà ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TPQ . Ïðè ýòîì

áàçèñ P ìû áóäåì íàçûâàòü ñòàðûì, à áàçèñ Q � íîâûì.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó: î ñïîñîáå íàõîæäåíèÿ

Ïóñòü P è Q � áàçèñû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . ×òîáû íàéòè ìàòðèöó

TPQ , íàäî íàéòè êîîðäèíàòû êàæäîãî èç âåêòîðîâ q

1

, q
2

, . . . , qn â áàçèñå P.

Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì 1.1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

àëãîðèòìîì, ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà qi â áàçèñå P (ãäå

1 6 i 6 n), íàäî ðåøèòü ìåòîäîì �àóññà�Æîðäàíà êðàìåðîâñêóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðîé â îñíîâíîé ìàòðèöå ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ p

1

, p
2

, . . . , pn â íåêîòîðîì áàçèñå, à â ïîñëåäíåì

ñòîëáöå � êîîðäèíàòû âåêòîðà qi â òîì æå áàçèñå. Èíûìè ñëîâàìè, íàäî

ðåøèòü n ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èìåþò îäíó è òó æå

îñíîâíóþ ìàòðèöó è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

ßñíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè âñåõ ýòèõ ñèñòåì ïî÷òè âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò

îäèíàêîâûìè, ïî ðàçíîìó áóäåò ìåíÿòüñÿ ëèøü ïîñëåäíèé ñòîëáåö. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ñýêîíîìèòü âðåìÿ, ìîæíî ðåøàòü âñå ýòè ñèñòåìû

îäíîâðåìåííî â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó: àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

Àëãîðèòì 2.3

×òîáû íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V ê áàçèñó Q = {q

1

, q
2

, . . . , qn} òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, íàäî
ñîñòàâèòü ìàòðèöó ðàçìåðà n × 2n, çàïèñàâ â åå ëåâóþ ÷àñòü (ïåðâûå n

ñòîëáöîâ) êîîðäèíàòû âåêòîðîâ p

1

, p
2

, . . . , pn â íåêîòîðîì áàçèñå, à â åå

ïðàâóþ ÷àñòü (ïîñëåäíèå n ñòîëáöîâ) êîîðäèíàòû âåêòîðîâ q

1

, q
2

, . . . , qn â

òîì æå áàçèñå. Ïîñëå ýòîãî íàäî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âñåé

ìàòðèöû ïðèâåñòè åå ëåâóþ ÷àñòü ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â ýòîò ìîìåíò â

ïðàâîé ÷àñòè ïî ñòîëáöàì áóäóò çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

q

1

, q
2

, . . . , qn â áàçèñå P, ò. å. ìàòðèöà TPQ .
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó: ñëó÷àé, êîãäà ñòàðûé

áàçèñ � ñòàíäàðòíûé

Â ñëó÷àå, êîãäà V = F n
, à â êà÷åñòâå ñòàðîãî áàçèñà âûñòóïàåò

ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà F n
, ìàòðèöó ïåðåõîäà îò íåãî ê ëþáîìó

äðóãîìó ìîæíî âûïèñàòü ñðàçó, áåç âñÿêèõ âû÷èñëåíèé. Â ñàìîì äåëå,

ñðàâíèâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó ñ

çàìå÷àíèåì 2.4, ìû ïîëó÷àåì

Çàìå÷àíèå 2.9

Ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà F n
ê

ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó Q ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé

ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû âåêòîðû áàçèñà Q.
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Èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà (1)

Òåïåðü ìû ìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé

êîîðäèíàòû îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ V , à P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} è
Q = {q

1

, q
2

, . . . , qn} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

[x]P = TPQ [x]Q . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå P ÷åðåç

(x
1

, x
2

, . . . , xn), à åãî êîîðäèíàòû â áàçèñå Q � ÷åðåç (x ′

1

, x ′

2

, . . . , x ′

n).
Ïîëîæèì TPQ = (tij). Òîãäà x = x

1

p

1

+ x
2

p

2

+ · · ·+ xnpn è

x = x ′

1

q

1

+ x ′

2

q

2

+ · · ·+ x ′

nqn =
= x ′

1

(t
11

p

1

+ t
21

p

2

+ · · ·+ tn1pn) +
+ x ′

2

(t
12

p

1

+ t
22

p

2

+ · · ·+ tn2pn) +
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+
+ x ′

n(t1np
1

+ t
2np

2

+ · · ·+ tnnpn) =
= (t

11

x ′

1

+ t
12

x ′

2

+ · · ·+ t
1nx

′

n)p
1

+
+ (t

21

x ′

1

+ t
22

x ′

2

+ · · ·+ t
2nx

′

n)p
2

+
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+
+ (tn1x

′

1

+ tn2x
′

2

+ · · ·+ tnnx
′

n)pn.
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Èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíå áàçèñà (2)

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó, èìååì















x
1

= t
11

x ′

1

+ t
12

x ′

2

+ · · · + t
1nx

′

n,

x
2

= t
21

x ′

1

+ t
22

x ′

2

+ · · · + t
2nx

′

n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = tn1x
′

1

+ tn2x
′

2

+ · · · + tnnx
′

n.

Ýòîò íàáîð ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòåí ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó (5).
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Îáðàòèìîñòü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó (1)

Â çàâåðøåíèå ïàðàãðà�à äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå

ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 2.2

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à P = {p
1

, p

2

, . . . , pn} è
Q = {q

1

, q
2

, . . . , qn} � áàçèñû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìàòðèöà TPQ îáðàòèìà

è îáðàòíîé ê íåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà TQP .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì TPQ = (tij) è TQP = (sij). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî TPQTQP = E . Ïóñòü TPQTQP = (xij). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû

ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó, èìååì

pj = s
1jq

1

+ s
2jq

2

+ · · ·+ snjqn =
= s

1j (t11p
1

+ t
21

p

2

+ · · ·+ tn1pn) +
+ s

2j (t12p
1

+ t
22

p

2

+ · · ·+ tn2pn) +
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+ snj (t1np

1

+ t
2np

2

+ · · ·+ tnnpn).
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Îáðàòèìîñòü ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó (2)

�àñêðûâàÿ ñêîáêè, ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èìååì

pj = (t
11

s
1j + t

12

s
2j + · · ·+ t

1nsnj )p
1

+
+ (t

21

s
1j + t

22

s
2j + · · ·+ t

2nsnj )p
2

+
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +
+ (tn1s1j + tn2s2j + · · ·+ tnnsnj )pn =
= x

1jp
1

+ x
2jp

2

+ · · ·+ xnjpn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, pj = 0 · p
1

+ · · ·+ 0 · pj−1

+ 1 · pj + 0 · pj+1 + · · ·+ 0 · pn. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó, ïîëó÷àåì, ÷òî

xij =

{

1, åñëè i = j ,

0, åñëè i 6= j .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî TPQTQP = E , è ïîòîìó TQP = (TPQ)
−1

.
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