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Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Âåêòîðíûì (èëè ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì

íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî V , íà êîòîðîì

çàäàíû áèíàðíàÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà t ∈ F ,

óíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà t, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

1) åñëè x, y ∈ V , òî x+ y = y+ x (ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî);

2) åñëè x, y, z ∈ V , òî (x+ y) + z = x+ (y+ z) (ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî);

3) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ V òàêîé, ÷òî x+ 0 = x äëÿ ëþáîãî x ∈ V ;

4) äëÿ ëþáîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò y ∈ V òàêîé, ÷òî x+ y = 0;

5) åñëè x, y ∈ V , à t ∈ F , òî t(x+ y) = tx+ ty;

6) åñëè x ∈ V , à t, s ∈ F , òî (t + s)x = tx+ sx;

7) åñëè x ∈ V , à t, s ∈ F , òî t(sx) = (ts)x;

8) åñëè x ∈ V , òî 1 · x = x.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû ïîëÿ F �

ñêàëÿðàìè. Ïîëå F èíîãäà áóäåò íàçûâàòüñÿ îñíîâíûì ïîëåì.
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Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êàê óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó â ñèãíàòóðå, ñîñòîÿùåé èç îäíîé áèíàðíîé

îïåðàöèè (ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ) è íàáîðà óíàðíûõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ

íà ýëåìåíòû ïîëÿ F (ïî îäíîé îïåðàöèè äëÿ êàæäîãî t ∈ F ). Ïðè

ýòîì, êàê ïîêàçûâàþò àêñèîìû 1)�4), 〈V ; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà.

Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû (âåêòîð 0) íàçûâàåòñÿ íóëåâûì

âåêòîðîì. Âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé ê âåêòîðó a, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

−a.
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Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: �èçè÷åñêîå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðèâåäåì ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âñåõ îáû÷íûõ (¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿)

âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà (äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî. Âñå

àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû; â ÷àñòíîñòè,

ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà 0 èãðàåò âåêòîð

~
0. Ïîýòîìó V ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R áóäåò òàêæå

ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ (â îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà), êîëëèíåàðíûõ

íåêîòîðîé ïëîñêîñòè èëè íåêîòîðîé ïðÿìîé.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà âåêòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñâîéñòâ îáû÷íûõ, ¾ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ âåêòîðîâ.

Èìåííî ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ è òåðìèí ¾âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî¿, è

èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ¾âåêòîð¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåìåíòàì

ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî ñòðîê

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, à n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F n
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà x = (x
1

, x
2

, . . . , xn), ãäå x
1

, x
2

, . . . , xn ∈ F . Â � 6

êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ áûëè ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ èç

F n
è èõ óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Íàïîìíèì ýòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

x = (x
1

, x
2

, . . . , xn), y = (y
1

, y
2

, . . . , yn) ∈ F n
, à t ∈ F . Ñóììîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x+ y = (x
1

+ y
1

, x
2

+ y
2

, . . . , xn + yn), à ïðîèçâåäåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x íà ñêàëÿð t � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tx = (tx
1

, tx
2

, . . . , txn). Ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî F n

ñ òàêèìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì (ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà èãðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 = (0, 0, . . . , 0)). Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê äëèíû

n íàä ïîëåì F èëè ïðîñòî ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê. Îíî èãðàåò îñîáóþ ðîëü â

òåîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáúÿñíåíèå ýòîìó áóäåò äàíî â êîíöå

ñëåäóþùåãî ïàðàãðà�à. Ñêàëÿðû x
1

, x
2

, . . . , xn áóäåì íàçûâàòü

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x.

Ïðîñòðàíñòâî F 1

, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (x
1

),
ãäå x

1

∈ F , åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ ïîëåì F . Òàêèì îáðàçîì,

ëþáîå ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä

ñàìèì ñîáîé. Íóëåâûì âåêòîðîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íóëü

ïîëÿ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ



�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn
ïðè n 6 3

Ïðè n = 1, 2, 3 ïðîñòðàíñòâî Rn
èìååò åñòåñòâåííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ

èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

çà�èêñèðîâàí íåêîòîðûé áàçèñ ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

). Òîãäà ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó
~x èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ

òðîéêó ÷èñåë (x
1

, x
2

, x
3

) � êîîðäèíàò âåêòîðà
~x â áàçèñå ( ~b

1

, ~b
2

, ~b
3

). Ýòà
òðîéêà ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà R3

. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî îòîáðàæåíèå f èç îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî

R3

, çàäàííîå ïðàâèëîì f ( ~x ) = (x
1

, x
2

, x
3

), ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì.
Òàêèì îáðàçîì,

!! ïðîñòðàíñòâî R3

èçîìîð�íî îáû÷íîìó (¾�èçè÷åñêîìó¿)

òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî R2

èçîìîð�íî

ïëîñêîñòè, à ïðîñòðàíñòâî R1

� ïðÿìîé â îáû÷íîì òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.
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Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî F [x] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F . Â

� 10 êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ áûëà îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ âñÿêîãî t ∈ F îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà íà ñêàëÿð t ïðàâèëîì: åñëè

f = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

∈ F [x], òî tf = tanx
n + tan−1

xn−1 + · · ·+ ta
0

.

Âûïîëíèìîñòü âñåõ àêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ

(ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà ïðè ýòîì èãðàåò ìíîãî÷ëåí o). Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâî F [x] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îíî íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç

Fn[x] ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F . ßñíî, ÷òî

Fn[x] òàêæå áóäåò âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ

ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ñêàëÿðû èç F .
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Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé

Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé èç

R â R. Ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ �óíêöèé è óìíîæåíèÿ �óíêöèè íà

÷èñëî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: åñëè f è g � äâå �óíêöèè, à t ∈ R, òî
(f + g)(x) = f (x) + g(x) è (tf )(x) = tf (x) äëÿ âñÿêîãî x ∈ R. ßñíî, ÷òî ýòè
îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (â

êà÷åñòâå íóëåâîãî âåêòîðà âûñòóïàåò �óíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè

ëþáîì x ðàâíî 0). Ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

�óíêöèé. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ íåïðåðûâíûìè èëè äè��åðåíöèðóåìûìè

�óíêöèÿìè èç R â R, ìû ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé è

ïðîñòðàíñòâî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâåííî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ



Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè íàä ïîëåì F è îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî

âñåõ åå ÷àñòíûõ ðåøåíèé. ßñíî, ÷òî V ⊆ F n
. Èç òåîðåìû 6.1 êóðñà

¾Îñíîâû àëãåáðû¿ âûòåêàåò, ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è

óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð, îïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå F n
, ÿâëÿþòñÿ

è îïåðàöèÿìè â V . Âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ìíîæåñòâà

V ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè âûïîëíåíû (â êà÷åñòâå íóëåâîãî âåêòîðà âûñòóïàåò

íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé

îäíîðîäíîé ñèñòåìû.
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Ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö è íóëåâîå

ïðîñòðàíñòâî

Ïðèìåð 6. Ïóñòü F � ïîëå, à m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî

÷åðåç Fm×n
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m × n. Â � 4

êóðñà ¾Îñíîâû àëãåáðû¿ áûëà ââåäåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ìàòðèö, à â � 6

òîãî æå êóðñà � îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð. Ýòè îïåðàöèè

óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâî Fm×n
ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà

ñêàëÿðû èç F ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ìàòðèö ðàçìåðà m × n. Íóëåâûì âåêòîðîì ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî

ýëåìåíòà a. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð

â òàêîì ìíîæåñòâå ââîäÿòñÿ ïðîñòî: a+ a = a è t · a = a äëÿ ëþáîãî t.

ßñíî, ÷òî âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì

åãî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a áóäåò íóëåâûì âåêòîðîì. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàåòñÿ íóëåâûì.
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Êîãäà ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿðà íà âåêòîð ðàâíî íóëåâîìó âåêòîðó?

Óêàæåì îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî îïåðàöèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëåììà 1.1

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à t �

ïðîèçâîëüíûé ñêàëÿð. �àâåíñòâî tx = 0 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ëèáî t = 0, ëèáî x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. ßñíî, ÷òî

0 · x = (t − t)x = tx− tx = 0,

t · 0 = t(x− x) = tx− tx = 0.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü tx = 0 è t 6= 0. Â ñèëó óæå äîêàçàííîé

äîñòàòî÷íîñòè, t−1 · 0 = 0. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà tx = 0 íà t−1

,

ïîëó÷àåì, ÷òî x = 0.
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Áåñêîíå÷íîñòü íåíóëåâîãî ïðîñòðàíñòâà íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì

Èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 1.1

Âñÿêîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F

ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � íåíóëåâîé âåêòîð èç V , à t
1

è t
2

� ðàçëè÷íûå

ñêàëÿðû èç F . Ïîñêîëüêó t
1

− t
2

6= 0, èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî

(t
1

− t
2

)x 6= 0, îòêóäà t
1

x 6= t
2

x. Ïîñêîëüêó ïîëå F áåñêîíå÷íî, ïîëó÷àåì,

÷òî áåñêîíå÷íûì ÿâëÿåòñÿ óæå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {tx | t ∈ F}, à òåì
áîëåå è âñå ïðîñòðàíñòâî V .
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Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ. Ëèíåéíî çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå

ñèñòåìû âåêòîðîâ

1.2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü

Ïåðåéäåì ê ïîíÿòèÿì, êîòîðûå áóäóò èãðàòü âåñüìà âàæíóþ ðîëü â

äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü a

1

, a
2

, . . . , ak � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä

ïîëåì F , à t
1

, t
2

, . . . , tk ∈ F . Âåêòîð âèäà

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak (1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak . Ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ (1) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè t
1

= t
2

= · · · = tk = 0, è

íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tk îòëè÷åí îò

íóëÿ. Åñëè âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak , òî ãîâîðÿò, ÷òî b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , ak . Âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè,

åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ,

ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó, è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ò. å. åñëè ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ íå

ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (1)

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïëîñêîñòü ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì

R2

, à òðåõìåðíîå �èçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � ñ ïðîñòðàíñòâîì R3

.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ââåäåíûå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è

íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ â ýòèõ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàâíîñèëüíû

íåêîòîðûì õîðîøî çíàêîìûì íàì ïîíÿòèÿì.

Çàìå÷àíèå 1.2

à) Äâà âåêòîðà íà ïëîñêîñòè èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî

çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû.

á) Ëþáîé íàáîð èç áîëåå ÷åì äâóõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî

çàâèñèì.

â) Òðè âåêòîðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîìïëàíàðíû.

ã) Ëþáîé íàáîð èç áîëåå ÷åì òðåõ âåêòîðîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ëèíåéíî çàâèñèì.
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Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòîðû
~a è

~b ëèíåéíî

çàâèñèìû. Òîãäà p~a+ q~b = ~
0 äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ p è q, õîòÿ áû îäèí

èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò 0. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, p 6= 0. Òîãäà

~a = − q

p
· ~b, è âåêòîðû

~a è

~b êîëëèíåàðíû ïî êðèòåðèþ êîëëèíåàðíîñòè

âåêòîðîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû
~a è

~b êîëëèíåàðíû.

Åñëè

~b = ~
0, òî 0 · ~a + 1 · ~b = ~

0. Åñëè æå

~b 6= ~
0, òî ïî êðèòåðèþ

êîëëèíåàðíîñòè
~a = t~b äëÿ íåêîòîðîãî t, ò. å. 1 · ~a − t~b = ~

0. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðû
~a è

~b ëèíåéíî çàâèñèìû.

á) Ïóñòü
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an � âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è n > 2. Åñëè

~a
1

= ~
0, òî

âåêòîðû
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîñêîëüêó

1 · ~a
1

+ 0 · ~a
2

+ · · ·+ 0 · ~an = ~
0.

Åñëè
~a
1

6= ~
0, íî âåêòîðû

~a
1

è
~a
2

êîëëèíåàðíû, òî
~a
2

= t~a
1

äëÿ íåêîòîðîãî

t ïî êðèòåðèþ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Íî òîãäà âåêòîðû
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an

ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîñêîëüêó

t~a
1

− ~a
2

+ 0 · ~a
3

+ · · ·+ 0 · ~an = ~
0.
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Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (3)

Ïóñòü, íàêîíåö, âåêòîðû
~a
1

è
~a
2

íå êîëëèíåàðíû. Òîãäà îíè îáðàçóþò

áàçèñ ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò âåêòîðû
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an. �àçëîæèì

âåêòîð
~a
3

ïî ýòîìó áàçèñó:
~a
3

= t
1

~a
1

+ t
2

~a
2

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t
1

è t
2

.

Âåêòîðû
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîñêîëüêó

t
1

~a
1

+ t
2

~a
2

− ~a
3

+ 0 · ~a
4

+ · · ·+ 0 · ~an = ~
0.

â) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòîðû
~a, ~b è

~c ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà

p~a + q~b + r~c = ~
0 äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ p, q è r , õîòÿ áû îäèí èç

êîòîðûõ îòëè÷åí îò 0. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, p 6= 0. Òîãäà

~a = − q

p
· ~b− r

p
· ~c. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð ~a ëåæèò â òîé ïëîñêîñòè, êîòîðîé

ïðèíàäëåæàò âåêòîðû

~b è
~c , è ïîòîìó âåêòîðû

~a, ~b è
~c êîìïëàíàðíû.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû
~a, ~b è

~c êîìïëàíàðíû.

Åñëè
~c = ~

0, òî 0 · ~a + 0 · ~b + 1 · ~c = ~
0. Åñëè

~c 6= ~
0 è

~b ‖ ~c , òî ïî êðèòåðèþ

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

~b = t~c äëÿ íåêîòîðîãî t, è ïîòîìó

0 · ~a + 1 · ~b − t~c = ~
0. Íàêîíåö, åñëè

~b ∦ ~c , òî âåêòîðû

~b è
~c îáðàçóþò áàçèñ

òîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò âåêòîðû
~a, ~b è

~c. Ïî òåîðåìå î

ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè
~a = t~b + s~c äëÿ íåêîòîðûõ

÷èñåë t è s, îòêóäà ~a − t~b − s~c = ~
0. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî

âåêòîðû
~a, ~b è

~c ëèíåéíî çàâèñèìû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå (4)

ã) Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

âûøå áûëî äîêàçàíî óòâåðæäåíèå á). Ìû ïðèâåäåì äðóãîå,

àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an � âåêòîðû â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è n > 3. Çà�èêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûé

áàçèñ è çàïèøåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an â ýòîì áàçèñå:

~ai = (a
1i , a2i , a3i ) äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t
1

~a
1

+ t
2

~a
2

+ · · ·+ tn~an = ~
0 äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t

1

, t
2

, . . . , tn. �àñïèøåì

ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî ïîêîîðäèíàòíî. Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:







t
1

a
11

+ t
2

a
12

+ · · · + tna1n = 0,

t
1

a
21

+ t
2

a
22

+ · · · + tna2n = 0,

t
1

a
31

+ t
2

a
32

+ · · · + tna3n = 0.

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé

ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 7.3 êóðñà ¾Îñíîâû

àëãåáðû¿ ýòà ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå.

Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë t
1

, t
2

, . . . , tn, ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî íóëþ, òàêîé, ÷òî t
1

~a
1

+ t
2

~a
2

+ · · ·+ tn~an = ~
0.

Èíûìè ñëîâàìè, íàáîð âåêòîðîâ
~a
1

,
~a
2

, . . . ,
~an ëèíåéíî çàâèñèì.
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Ïðèìåð ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå

F n
, êîòîðàÿ áóäåò ìíîãîêðàòíî âîçíèêàòü è èãðàòü îñîáóþ ðîëü â

äàëüíåéøåì.

Ïîëîæèì e

1

= (1, 0, . . . , 0), e
2

= (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

Çàìå÷àíèå 1.3

Ñèñòåìà âåêòîðîâ e

1

, e
2

, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x
1

e

1

+ x
2

e

2

+ · · ·+ xnen = 0 äëÿ

íåêîòîðûõ x
1

, x
2

, . . . , xn ∈ F . Î÷åâèäíî, ÷òî

x
1

e

1

+ x
2

e

2

+ · · ·+ xnen = (x
1

, x
2

, . . . , xn).

Òàêèì îáðàçîì, (x
1

, x
2

, . . . , xn) = 0, ò. å. x
1

= x
2

= · · · = xn = 0. Ìû

äîêàçàëè, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ e

1

, e
2

, . . . , en
ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó, òî ýòà êîìáèíàöèÿ òðèâèàëüíà.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàìå÷àíèÿ �àêòè÷åñêè äîêàçàíî

ñëåäóþùåå ïîëåçíîå äëÿ äàëüíåéøåãî óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 1.4

Åñëè x = (x
1

, x
2

, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà F n
, òî

x = x
1

e

1

+ x
2

e

2

+ · · ·+ xnen.
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Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåì âåêòîðîâ (1)

Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ.

Ëåììà 1.2

Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak èìååòñÿ íóëåâîé âåêòîð, òî ýòè âåêòîðû

ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai = 0. Òîãäà

0 · a
1

+ · · ·+ 0 · ai−1

+ 1 · ai + 0 · ai+1 + · · ·+ 0 · ak = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëåììà 1.3

Ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Åñëè ê ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ äîáàâèòü ïðîèçâîëüíóþ

êîíå÷íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, òî ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ òàêæå

áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.
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Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåì âåêòîðîâ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Äëÿ

ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû âçÿëè ñêîëüêî-òî ïåðâûõ

âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am, ãäå m 6 k (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì

ïåðåíóìåðîâàòü èñõîäíûå âåêòîðû). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóþò ñêàëÿðû

t
1

, t
2

, . . . , tm, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam = 0. Òîãäà

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam + 0 · am+1 + · · ·+ 0 · ak = 0.

Ïîñêîëüêó ñðåäè ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tm õîòÿ áû îäèí îòëè÷åí îò íóëÿ,

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ

a

1

, a
2

, . . . , ak . Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà, ò. å.

ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam
ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó. Äîáàâèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå

âåêòîðû am+1, . . . , ak . Òîãäà

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tmam + 0 · am+1 + · · ·+ 0 · ak = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû.
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Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåì âåêòîðîâ (3)

Ëåììà 1.4

Åñëè âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak , b

ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû

a

1

, a
2

, . . . , ak .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò ñêàëÿðû t
1

, t
2

, . . . , tk , s, ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîòîðûõ íå ðàâåí íóëþ òàêèå, ÷òî

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak + sb = 0.

Åñëè s = 0, òî t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç

ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tk îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò

ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , ak . Ñëåäîâàòåëüíî, s 6= 0, è

ïîòîìó b = − t
1

s
· a

1

− t
2

s
· a

2

− · · · − tk
s
· ak .
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Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñèñòåì âåêòîðîâ (4)

Ëåììà 1.5

Âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí

èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî

çàâèñèìû, ò. å. t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ

t
1

, t
2

, . . . , tk , íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Ïóñòü ti 6= 0. Òîãäà

ai = −
t
1

ti
· a

1

−
t
2

ti
· a

2

− · · · −
ti−1

ti
· ai−1

−
ti+1

ti
· ai+1 − · · · −

tk

ti
· ak ,

ò. å. âåêòîð ai ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âåêòîð ai ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå, ò. å.

ai = r
1

a

1

+ r
2

a

2

+ · · ·+ ri−1

ai−1

+ ri+1ai+1 + · · ·+ rkak äëÿ íåêîòîðûõ

ñêàëÿðîâ r
1

, r
2

, . . . , ri−1

, ri+1, . . . , rk , òî

r
1

a

1

+ r
2

a

2

+ · · ·+ ri−1

ai−1

− ai + ri+1ai+1 + · · ·+ rkak = 0,

è ïîòîìó âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìû.
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