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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Ìåòîä èíòåðïðåòàöèé, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ
ôîðìóëû, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêî èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ëîãè÷åñêèõ
îïåðàöèé � ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Òàê, ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìû ìîãëè
âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òà èëè èíàÿ ÔËÏ îáùåçíà÷èìîé, ïðîòèâîðå÷èâîé
èëè âûïîëíèìîé, ñëåäóåò ëè îíà ëîãè÷åñêè èç äðóãèõ çàäàííûõ ôîðìóë, à
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëè äâå ôîðìóëû ðàâíîñèëüíûìè, ò.å. ëîãè÷åñêè
íåðàçëè÷èìûìè.

Äàëåå íàìè áóäåò ðàññìîòðåí åùå îäèí ìåòîä � àêñèîìàòè÷åñêèé. Îí
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ïîäõîäîì ê ïîíÿòèþ
èñòèííîñòè ôîðìóëû (òî÷íåå èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ, çàïèñàííîãî ñ
ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû) è îñíîâàí íà åñòåñòâåííîì ñòðåìëåíèè ñ÷èòàòü
ôîðìóëó èñòèííîé, åñëè îíà âûâîäèìà èç çàäàííîãî ñïèñêà àêñèîì, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé. Â íàøåì ñëó÷àå âûâîäèìîñòü áóäåò îçíà÷àòü
îïðåäåëåííîå îïåðèðîâàíèå ñèìâîëàìè è âûðàæåíèÿìè íåêîòîðîãî
ôîðìàëüíîãî ÿçûêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä åùå íàçûâàþò
ñèíòàêñè÷åñêèì â îòëè÷èå îò ìåòîäà èíòåðïðåòàöèé, ÿâëÿþùåãîñÿ ïî ñóòè
ñâîåé ñåìàíòè÷åñêèì (ñåìàíòèêà � çíà÷åíèå, ñìûñë).
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äàííîé ãëàâû áóäåò óñòàíîâëåíèå òåñíîé
âçàèìîñâÿçè ýòèõ ìåòîäîâ, à â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ � è èõ ïîëíîé
àäåêâàòíîñòè. Ìû òàêæå ðàññìîòðèì ðÿä ïðîáëåì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàþùèõ âíóòðè àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, òàêèõ êàê ïðîáëåìû
ïîëíîòû è íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ôîðìàëüíûõ òåîðèé, íåçàâèñèìîñòè èõ
àêñèîì è ò.ï.
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Èñõîäíûì ïîíÿòèåì àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ôîðìàëüíîé òåîðèè. Ïîëàãàåì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ S îïðåäåëåíà,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Çàäàíî íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìîå
àëôàâèòîì òåîðèè S. Âûðàæåíèå òåîðèè � ýòî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ åå àëôàâèòà. Âûðàæåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè
îáðàçóþò ôîðìàëüíûé ÿçûê òåîðèè S.
(2) Èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî âûðàæåíèé, íàçûâàåìûõ ôîðìóëàìè òåîðèè S.
(3) Â ìíîæåñòâå ôîðìóë âûäåëåíû âûðàæåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
àêñèîìàìè òåîðèè S.
(4) Çàôèêñèðîâàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R1, . . . ,Rn îòíîøåíèé ìåæäó
ôîðìóëàìè, èìåíóåìûõ ïðàâèëàìè âûâîäà. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî
ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîðìóë F1, . . . ,Fk(i) ïî
ïðàâèëó âûâîäà Ri (i = 1, 2, . . . , n) è ïèøóò

F1, . . . ,Fk(i)

F
,

åñëè F íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè Ri ñ F1, . . . ,Fk(i).
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ò.å. ýôôåêòèâíûå
ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïî ëþáîìó âûðàæåíèþ òåîðèè S,
áóäåò ëè îíî ôîðìóëîé ýòîé òåîðèè, à ïî ëþáûì ôîðìóëàì F ,F1, . . . ,Fk(i)

è ïðàâèëó Ri (i = 1, 2, . . . , n), áóäåò ëè F íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì
F1, . . . ,Fk(i) ïî ýòîìó ïðàâèëó âûâîäà. Åñëè ê òîìó æå ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñðåäè ôîðìóë äàííîé òåîðèè àêñèîìû, òî òàêàÿ
òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íà îáû÷íóþ ãåîìåòðèþ Åâêëèäà, èçó÷àåìóþ â øêîëå, ìîæíî
ñìîòðåòü êàê íà ôîðìàëüíóþ òåîðèþ. Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàåì, ÷òî
àëôàâèò ýòîé òåîðèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðóññêèé, ãðå÷åñêèé è ëàòèíñêèé
àëôàâèòû, çíàêè ïðåïèíàíèÿ, çíàê ïðîáåëà, à òàêæå îáùåïðèíÿòûå â
ìàòåìàòèêå ñèìâîëû, ñëóæàùèå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðÿäà åå ïîíÿòèé. Ïîä
ôîðìóëàìè â äàííîé òåîðèè áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûå îñìûñëåííûå
âûðàæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà, à èìåííî âûñêàçûâàíèÿ î ñâîéñòâàõ òåõ èëè
èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð, �òðåóãîëüíèê ABC �
ðàâíîáåäðåííûé�). Àêñèîìàìè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå ïîñòóëàòû
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à åå ïðàâèëàìè âûâîäà � îáùåóïîòðåáèòåëüíûå â
ìàòåìàòèêå ïðàâèëà óìîçàêëþ÷åíèé (íàïðèìåð, èç ôîðìóë �òðåóãîëüíèêè
ABC è DEF êîíãðóýíòíû� è �òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé�
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ôîðìóëà �òðåóãîëüíèê DEF � ðàâíîáåäðåííûé�).
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ò.å. ýôôåêòèâíûå
ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïî ëþáîìó âûðàæåíèþ òåîðèè S,
áóäåò ëè îíî ôîðìóëîé ýòîé òåîðèè, à ïî ëþáûì ôîðìóëàì F ,F1, . . . ,Fk(i)

è ïðàâèëó Ri (i = 1, 2, . . . , n), áóäåò ëè F íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì
F1, . . . ,Fk(i) ïî ýòîìó ïðàâèëó âûâîäà. Åñëè ê òîìó æå ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñðåäè ôîðìóë äàííîé òåîðèè àêñèîìû, òî òàêàÿ
òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íà îáû÷íóþ ãåîìåòðèþ Åâêëèäà, èçó÷àåìóþ â øêîëå, ìîæíî
ñìîòðåòü êàê íà ôîðìàëüíóþ òåîðèþ. Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàåì, ÷òî
àëôàâèò ýòîé òåîðèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðóññêèé, ãðå÷åñêèé è ëàòèíñêèé
àëôàâèòû, çíàêè ïðåïèíàíèÿ, çíàê ïðîáåëà, à òàêæå îáùåïðèíÿòûå â
ìàòåìàòèêå ñèìâîëû, ñëóæàùèå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðÿäà åå ïîíÿòèé. Ïîä
ôîðìóëàìè â äàííîé òåîðèè áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðûå îñìûñëåííûå
âûðàæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà, à èìåííî âûñêàçûâàíèÿ î ñâîéñòâàõ òåõ èëè
èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð, �òðåóãîëüíèê ABC �
ðàâíîáåäðåííûé�). Àêñèîìàìè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå ïîñòóëàòû
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à åå ïðàâèëàìè âûâîäà � îáùåóïîòðåáèòåëüíûå â
ìàòåìàòèêå ïðàâèëà óìîçàêëþ÷åíèé (íàïðèìåð, èç ôîðìóë �òðåóãîëüíèêè
ABC è DEF êîíãðóýíòíû� è �òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé�
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ôîðìóëà �òðåóãîëüíèê DEF � ðàâíîáåäðåííûé�).
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

ÏÐÈÌÅÐ 2. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíóþ òåîðèþ T , êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü òåîðèåé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî
ðîäà ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëîãîì ñåìàíòè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

(1) Àëôàâèò òåîðèè T ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,−→, ñêîáîê (, ) è
áóêâ A,B,C , . . . (ýòèìè æå áóêâàìè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé îáîçíà÷àëèñü
ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå).

(2) Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ äàííîãî àëôàâèòà áóäåì
íàçûâàòü ôîðìóëîé òåîðèè T , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ. Íàïðèìåð,
âûðàæåíèÿ (¬A −→ B) −→ ¬¬B è ¬(A −→ ¬B) ñóòü ôîðìóëû òåîðèè T ,
â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèÿ ¬(A ∨ B) ∨ ¬¬B è A ∧ B ôîðìóëàìè ýòîé
òåîðèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê ñèìâîëû ∨ è ∧ íå âõîäÿò â
åå àëôàâèò. Ýòî íè÷óòü íå ïðîòèâîðå÷èò âûñêàçàííîìó âûøå òåçèñó îá
àäåêâàòíîñòè òåîðèè T ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî,
âñÿêàÿ ÔËÂ ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé ëèøü ñâÿçêè ¬ è −→; â
öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë òåîðèè T ìû ïî îïðåäåëåíèþ ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî A ∧ B îçíà÷àåò ¬(A −→ ¬B), à A ∨ B îçíà÷àåò ¬A −→ B.
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

ÏÐÈÌÅÐ 2. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíóþ òåîðèþ T , êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü òåîðèåé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî
ðîäà ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëîãîì ñåìàíòè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

(1) Àëôàâèò òåîðèè T ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,−→, ñêîáîê (, ) è
áóêâ A,B,C , . . . (ýòèìè æå áóêâàìè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé îáîçíà÷àëèñü
ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå).

(2) Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ äàííîãî àëôàâèòà áóäåì
íàçûâàòü ôîðìóëîé òåîðèè T , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ. Íàïðèìåð,
âûðàæåíèÿ (¬A −→ B) −→ ¬¬B è ¬(A −→ ¬B) ñóòü ôîðìóëû òåîðèè T ,
â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèÿ ¬(A ∨ B) ∨ ¬¬B è A ∧ B ôîðìóëàìè ýòîé
òåîðèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê ñèìâîëû ∨ è ∧ íå âõîäÿò â
åå àëôàâèò. Ýòî íè÷óòü íå ïðîòèâîðå÷èò âûñêàçàííîìó âûøå òåçèñó îá
àäåêâàòíîñòè òåîðèè T ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî,
âñÿêàÿ ÔËÂ ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé ëèøü ñâÿçêè ¬ è −→; â
öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë òåîðèè T ìû ïî îïðåäåëåíèþ ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî A ∧ B îçíà÷àåò ¬(A −→ ¬B), à A ∨ B îçíà÷àåò ¬A −→ B.
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Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

ÏÐÈÌÅÐ 2. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíóþ òåîðèþ T , êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü òåîðèåé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî
ðîäà ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëîãîì ñåìàíòè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

(1) Àëôàâèò òåîðèè T ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,−→, ñêîáîê (, ) è
áóêâ A,B,C , . . . (ýòèìè æå áóêâàìè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé îáîçíà÷àëèñü
ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå).

(2) Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ äàííîãî àëôàâèòà áóäåì
íàçûâàòü ôîðìóëîé òåîðèè T , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ. Íàïðèìåð,
âûðàæåíèÿ (¬A −→ B) −→ ¬¬B è ¬(A −→ ¬B) ñóòü ôîðìóëû òåîðèè T ,
â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèÿ ¬(A ∨ B) ∨ ¬¬B è A ∧ B ôîðìóëàìè ýòîé
òåîðèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ, òàê êàê ñèìâîëû ∨ è ∧ íå âõîäÿò â
åå àëôàâèò. Ýòî íè÷óòü íå ïðîòèâîðå÷èò âûñêàçàííîìó âûøå òåçèñó îá
àäåêâàòíîñòè òåîðèè T ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî,
âñÿêàÿ ÔËÂ ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé ëèøü ñâÿçêè ¬ è −→; â
öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë òåîðèè T ìû ïî îïðåäåëåíèþ ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî A ∧ B îçíà÷àåò ¬(A −→ ¬B), à A ∨ B îçíà÷àåò ¬A −→ B.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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(3) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë F ,G è H òåîðèè T ñëåäóþùèå ôîðìóëû
ñóòü àêñèîìû:

(A1) F −→ (G −→ F );
(A2) (F −→ (G −→ H)) −→ ((F −→ G) −→ (F −→ H));
(A3) (¬G −→ ¬F ) −→ ((¬G −→ F ) −→ G).

(4) Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà òåîðèè T ñëóæèò ïðàâèëî m�odus
p�onens (ñîêðàùåííî MP):

F ,F −→ G

G
,

êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
ôîðìóë F è F −→ G . Íàïðèìåð, ïîäñòàâëÿÿ ¬A âìåñòî F è B −→ ¬C
âìåñòî G , ïîëó÷àåì, ÷òî

¬A,¬A −→ (B −→ ¬C)

B −→ ¬C (MP).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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(3) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë F ,G è H òåîðèè T ñëåäóþùèå ôîðìóëû
ñóòü àêñèîìû:

(A1) F −→ (G −→ F );
(A2) (F −→ (G −→ H)) −→ ((F −→ G) −→ (F −→ H));
(A3) (¬G −→ ¬F ) −→ ((¬G −→ F ) −→ G).

(4) Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà òåîðèè T ñëóæèò ïðàâèëî m�odus
p�onens (ñîêðàùåííî MP):

F ,F −→ G

G
,

êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
ôîðìóë F è F −→ G . Íàïðèìåð, ïîäñòàâëÿÿ ¬A âìåñòî F è B −→ ¬C
âìåñòî G , ïîëó÷àåì, ÷òî

¬A,¬A −→ (B −→ ¬C)

B −→ ¬C (MP).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
[ñèíòàêñè÷åñêîé] âûâîäèìîñòè. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ
òåîðèÿ S. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà F åñòü ñëåäñòâèå â S ìíîæåñòâà ôîðìóë
Γ (èëè F âûâîäèòñÿ â S èç Γ), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F1, . . . ,Fn ôîðìóë òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî
àêñèîìà òåîðèè S, ëèáî ýëåìåíò Γ, ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
êàêèõ-ëèáî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F1, . . . ,Fn ôîðìóë íàçûâàåòñÿ âûâîäîì F èç Γ.
Ôîðìóëû ìíîæåñòâà Γ íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè èëè ïîñûëêàìè âûâîäà.
Åñëè F âûâîäèòñÿ â S èç Γ, òî ìû óïîòðåáëÿåì çàïèñü Γ `S F ; ïðè ýòîì
ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü Γ ` F , åñëè ÿñíî, î êàêîé òåîðèè èäåò ðå÷ü.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî A −→ (B −→ C), A −→ B `T A −→ C .

Ïîñòðîèì âûâîä â òåîðèè T ôîðìóëû A −→ C èç ôîðìóë
A −→ (B −→ C) è A −→ B:

(1) A −→ (B −→ C) (ãèïîòåçà)
(2) A −→ (B −→ C)) −→ ((A −→ B) −→ (A −→ C)) (ñõåìà àêñèîì (A2))
(3) (A −→ B) −→ (A −→ C) (èç (1), (2) ïî MP)
(4) A −→ B (ãèïîòåçà)
(5) A −→ C (èç (3), (4) ïî MP)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî î÷åíü âàæíûõ
ñâîéñòâ âûâîäèìîñòè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. (1) Åñëè Γ ` F è Γ ⊆ ∆, òî ∆ ` F .
(2) Åñëè Γ ` F è ∆ ` G äëÿ ëþáîé ôîðìóëû G èç ìíîæåñòâà Γ, òî ∆ ` F .
(3) Γ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ∆, äëÿ êîòîðîãî ∆ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Óñëîâèå Γ ` F îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä
F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ. Åñëè Γ ⊆ ∆, òî ýòó æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå âûâîäà F
èç ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü ∆ ` F .
(2) Ïóñòü Γ ` F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn

òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî
ãèïîòåçà (ò.å. ýëåìåíò Γ), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî
îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Ïóñòü ê òîìó æå ∆ ` G , åñëè G ∈ Γ, ò.å. äëÿ
êàæäîé ôîðìóëû ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ íàéäåòñÿ åå âûâîä èç ∆. Çàìåíèì
â âûâîäå F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç Γ êàæäóþ ãèïîòåçó åå âûâîäîì èç ∆.
Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò âûâîäîì
F èç ∆, à çíà÷èò, ∆ ` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî î÷åíü âàæíûõ
ñâîéñòâ âûâîäèìîñòè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. (1) Åñëè Γ ` F è Γ ⊆ ∆, òî ∆ ` F .
(2) Åñëè Γ ` F è ∆ ` G äëÿ ëþáîé ôîðìóëû G èç ìíîæåñòâà Γ, òî ∆ ` F .
(3) Γ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ∆, äëÿ êîòîðîãî ∆ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Óñëîâèå Γ ` F îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä
F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ. Åñëè Γ ⊆ ∆, òî ýòó æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå âûâîäà F
èç ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü ∆ ` F .
(2) Ïóñòü Γ ` F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn

òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî
ãèïîòåçà (ò.å. ýëåìåíò Γ), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî
îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Ïóñòü ê òîìó æå ∆ ` G , åñëè G ∈ Γ, ò.å. äëÿ
êàæäîé ôîðìóëû ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ íàéäåòñÿ åå âûâîä èç ∆. Çàìåíèì
â âûâîäå F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç Γ êàæäóþ ãèïîòåçó åå âûâîäîì èç ∆.
Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò âûâîäîì
F èç ∆, à çíà÷èò, ∆ ` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî î÷åíü âàæíûõ
ñâîéñòâ âûâîäèìîñòè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. (1) Åñëè Γ ` F è Γ ⊆ ∆, òî ∆ ` F .
(2) Åñëè Γ ` F è ∆ ` G äëÿ ëþáîé ôîðìóëû G èç ìíîæåñòâà Γ, òî ∆ ` F .
(3) Γ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî ∆, äëÿ êîòîðîãî ∆ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Óñëîâèå Γ ` F îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âûâîä
F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ. Åñëè Γ ⊆ ∆, òî ýòó æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå âûâîäà F
èç ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü ∆ ` F .
(2) Ïóñòü Γ ` F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn

òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî
ãèïîòåçà (ò.å. ýëåìåíò Γ), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî
îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Ïóñòü ê òîìó æå ∆ ` G , åñëè G ∈ Γ, ò.å. äëÿ
êàæäîé ôîðìóëû ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ íàéäåòñÿ åå âûâîä èç ∆. Çàìåíèì
â âûâîäå F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F èç Γ êàæäóþ ãèïîòåçó åå âûâîäîì èç ∆.
Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò âûâîäîì
F èç ∆, à çíà÷èò, ∆ ` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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(3) Ïóñòü Γ ` F . Âûâîä F èç Γ ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
ãèïîòåç, êîòîðîå ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆. Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî
∆ ` F . Îáðàòíî, åñëè ∆ ` F è ∆ ⊆ Γ, òî â ñèëó äîêàçàííîãî ñâîéñòâà (1)
èìååì Γ ` F . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ôîðìóëà F òåîðèè S íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé, åñëè îíà âûâîäèòñÿ â S èç
ïóñòîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç, ò.å. ∅ `S F . Äðóãèìè ñëîâàìè, F � òåîðåìà
òåîðèè S, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn òàêàÿ,
÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà òåîðèè S, ëèáî
íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êàêèõ-òî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç
ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå öåïî÷êà ôîðìóë F1, . . . ,Fn íàçûâàåòñÿ
âûâîäîì èëè äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû F . Â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà
ïðèíÿòî îïóñêàòü â çàïèñè ∅ `S F çíàê ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ïèñàòü `S F
èëè ` F , åñëè ÿñíî, òåîðåìîé êàêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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(3) Ïóñòü Γ ` F . Âûâîä F èç Γ ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
ãèïîòåç, êîòîðîå ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆. Òîãäà, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî
∆ ` F . Îáðàòíî, åñëè ∆ ` F è ∆ ⊆ Γ, òî â ñèëó äîêàçàííîãî ñâîéñòâà (1)
èìååì Γ ` F . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ôîðìóëà F òåîðèè S íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé, åñëè îíà âûâîäèòñÿ â S èç
ïóñòîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç, ò.å. ∅ `S F . Äðóãèìè ñëîâàìè, F � òåîðåìà
òåîðèè S, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn òàêàÿ,
÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà òåîðèè S, ëèáî
íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êàêèõ-òî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç
ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå öåïî÷êà ôîðìóë F1, . . . ,Fn íàçûâàåòñÿ
âûâîäîì èëè äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû F . Â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà
ïðèíÿòî îïóñêàòü â çàïèñè ∅ `S F çíàê ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ïèñàòü `S F
èëè ` F , åñëè ÿñíî, òåîðåìîé êàêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 4. Ïîêàçàòü, ÷òî `T F −→ F äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F òåîðèè T .

Ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû F −→ F â T :

(1) F −→ ((F −→ F ) −→ F ) (ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A1))
(2) (F −→ ((F −→ F ) −→ F )) −→ ((F −→ (F −→ F )) −→ (F −→ F ))
(ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A2))
(3) (F −→ (F −→ F )) −→ (F −→ F ) (èç (1), (2) ïî MP)
(4) (F −→ (F −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) F −→ F (èç (3), (4) ïî MP)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 4. Ïîêàçàòü, ÷òî `T F −→ F äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F òåîðèè T .

Ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû F −→ F â T :

(1) F −→ ((F −→ F ) −→ F ) (ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A1))
(2) (F −→ ((F −→ F ) −→ F )) −→ ((F −→ (F −→ F )) −→ (F −→ F ))
(ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A2))
(3) (F −→ (F −→ F )) −→ (F −→ F ) (èç (1), (2) ïî MP)
(4) (F −→ (F −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
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Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
Ôîðìàëüíûå òåîðèè

ÏÐÈÌÅÐ 5. Äîêàçàòü, ÷òî â òåîðèè T âñÿêàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë F è G òåîðèè T
èç òîãî, ÷òî F è F −→ G ñóòü òàâòîëîãèè, âûòåêàåò, ÷òî è G � òàâòîëîãèÿ.
Ïîýòîìó ñâîéñòâî ôîðìóë òåîðèè T �áûòü òàâòîëîãèåé� ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ïðèìåíåíèè ê íèì ïðàâèëà âûâîäà MP. Îòñþäà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ
òåîðåìà òåîðèè T ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà MP, à âñå
àêñèîìû â T ñóòü òàâòîëîãèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî è âñå òåîðåìû â T
ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà âîïðîñà î ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ:
áóäåò ëè âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ òåîðåìîé òåîðèè T ? Êàê ìû óâèäèì, îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïèñîê àêñèîì
òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ �äîñòàòî÷íî ïîëíûì� äëÿ òîãî, ÷òîáû èç íåãî
âûâîäèëàñü ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ. Â ýòîì ñîñòîèò ñìûñë òàê íàçûâàåìîé
òåîðåìû î ïîëíîòå äëÿ òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ýòà òåîðåìà
áóäåò äîêàçàíà íàìè â ãîðàçäî áîëåå îáùåì ñëó÷àå, îõâàòûâàþùåì
øèðîêèé êëàññ ôîðìàëüíûõ òåîðèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä
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òàâòîëîãèåé.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë F è G òåîðèè T
èç òîãî, ÷òî F è F −→ G ñóòü òàâòîëîãèè, âûòåêàåò, ÷òî è G � òàâòîëîãèÿ.
Ïîýòîìó ñâîéñòâî ôîðìóë òåîðèè T �áûòü òàâòîëîãèåé� ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ïðèìåíåíèè ê íèì ïðàâèëà âûâîäà MP. Îòñþäà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ
òåîðåìà òåîðèè T ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà MP, à âñå
àêñèîìû â T ñóòü òàâòîëîãèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî è âñå òåîðåìû â T
ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.
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ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïèñîê àêñèîì
òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ �äîñòàòî÷íî ïîëíûì� äëÿ òîãî, ÷òîáû èç íåãî
âûâîäèëàñü ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ. Â ýòîì ñîñòîèò ñìûñë òàê íàçûâàåìîé
òåîðåìû î ïîëíîòå äëÿ òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ýòà òåîðåìà
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áóäåò ëè âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ òåîðåìîé òåîðèè T ? Êàê ìû óâèäèì, îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïèñîê àêñèîì
òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ �äîñòàòî÷íî ïîëíûì� äëÿ òîãî, ÷òîáû èç íåãî
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Îïðåäåëèì ïðîèçâîëüíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà K.
(1) Àëôàâèò òåîðèè K âêëþ÷àåò ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,−→; çíàê êâàíòîðà
îáùíîñòè ∀; ñêîáêè (, ); çàïÿòóþ , (ââîäèìóþ íàìè äëÿ îáëåã÷åíèÿ ÷òåíèÿ
ôîðìóë); ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x , y , z , . . .
(âîçìîæíî, èíäåêñèðîâàííûõ); íåïóñòîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P(n),Q(n),S (n), . . . (n ≥ 0); à òàêæå êîíå÷íîå
(âîçìîæíî è ïóñòîå) èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ
f (n), g (n), h(n), . . . (n ≥ 0).

Ïðåäèêàòíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò
ñèãíàòóðó Σ(K) = {P(n),Q(n), S (n), . . . ; f (n), g (n), h(n), . . .} òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Îïðåäåëèì ïðîèçâîëüíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà K.
(1) Àëôàâèò òåîðèè K âêëþ÷àåò ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,−→; çíàê êâàíòîðà
îáùíîñòè ∀; ñêîáêè (, ); çàïÿòóþ , (ââîäèìóþ íàìè äëÿ îáëåã÷åíèÿ ÷òåíèÿ
ôîðìóë); ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x , y , z , . . .
(âîçìîæíî, èíäåêñèðîâàííûõ); íåïóñòîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P(n),Q(n),S (n), . . . (n ≥ 0); à òàêæå êîíå÷íîå
(âîçìîæíî è ïóñòîå) èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ
f (n), g (n), h(n), . . . (n ≥ 0).

Ïðåäèêàòíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò
ñèãíàòóðó Σ(K) = {P(n),Q(n), S (n), . . . ; f (n), g (n), h(n), . . .} òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

(2) Ïîíÿòèå òåðìà òåîðèè K îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå êàê â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ:

(1′) ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x , y , z , . . ., à òàêæå íóëüàðíûå
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû f (0), g (0), h(0), . . . èç Σ(K) (åñëè îíè åñòü) ñóòü
òåðìû òåîðèè K;
(2′) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) ∈ Σ(K) (n ≥ 1) è
òåðìîâ t1, . . . , tn òåîðèè K âûðàæåíèå âèäà f (n)(t1, . . . , tn) òîæå åñòü òåðì
ýòîé òåîðèè;
(3′) äðóãèõ òåðìîâ íåò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôîðìóëû òåîðèè K:
(1′′) âûðàæåíèÿ âèäà P(0) è P(n)(t1, . . . , tn) ñóòü ôîðìóëû; çäåñü P(0) è P(n)

� ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû èç Σ(K), à t1, . . . , tn � ïðîèçâîëüíûå òåðìû
òåîðèè K; òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;

(2′′) åñëè F è G � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ âèäà ¬F ,
(F −→ G), ∀xF òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè;

(3′′) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Êàê îáû÷íî, ìû áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
ôîðìóë. Ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü F ∧ G âìåñòî ¬(F −→ ¬G), F ∨ G
âìåñòî ¬F −→ G è ∃xF âìåñòî ¬∀x¬F .
Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÏ, îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé è ñâîáîäíîãî è ñâÿçàííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â ôîðìóëå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
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òåîðèè K; òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;

(2′′) åñëè F è G � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ âèäà ¬F ,
(F −→ G), ∀xF òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè;

(3′′) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Êàê îáû÷íî, ìû áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
ôîðìóë. Ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü F ∧ G âìåñòî ¬(F −→ ¬G), F ∨ G
âìåñòî ¬F −→ G è ∃xF âìåñòî ¬∀x¬F .
Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÏ, îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è ñâÿçàííîé
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Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÏ, îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è ñâÿçàííîé
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(3) Àêñèîìû òåîðèè K ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà: ëîãè÷åñêèå àêñèîìû è
ñîáñòâåííûå àêñèîìû.
Ëîãè÷åñêèå àêñèîìû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïÿòü ñõåì (A1)�(A5), êîòîðûå
ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå òðè èç íèõ
àíàëîãè÷íû ñõåìàì àêñèîì òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

(A1) F −→ (G −→ F );
(A2) (F −→ (G −→ H)) −→ ((F −→ G) −→ (F −→ H));
(A3) (¬G −→ ¬F ) −→ ((¬G −→ F ) −→ G);
çäåñü F ,G è H � ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ñëåäóþùàÿ ñõåìà àêñèîì èìååò âèä:

(A4) ∀x(F −→ G) −→ (F −→ ∀xG),
ãäå ôîðìóëà F íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñõåìû (A5) íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå òåðìà, ñâîáîäíîãî
äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé â ôîðìóëå.

Ïóñòü F (x) � ôîðìóëà òåîðèè K, ãäå x � êàêàÿ-òî ñâîáîäíàÿ â F
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Òàê íàïðèìåð, äëÿ ïåðåìåííîé x â ôîðìóëå
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òåðì t2 = f (2)(x , y) íåò, ïîñêîëüêó
F (t1, z) = ∀yP(3)(f (2)(x , z), y , z) −→ ∀x∀zQ(2)(x , z), à
F (t2, z) = ∀yP(3)(f (2)(x , y), y , z) −→ ∀x∀zQ(2)(x , z), è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
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F (t1, z) = ∀yP(3)(f (2)(x , z), y , z) −→ ∀x∀zQ(2)(x , z), à
F (t2, z) = ∀yP(3)(f (2)(x , y), y , z) −→ ∀x∀zQ(2)(x , z), è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
âõîæäåíèå òåðìà t2 â ôîðìóëå F (t2, z) ñîäåðæèò ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ y .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ñëåäóþùàÿ ñõåìà àêñèîì èìååò âèä:

(A4) ∀x(F −→ G) −→ (F −→ ∀xG),
ãäå ôîðìóëà F íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñõåìû (A5) íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå òåðìà, ñâîáîäíîãî
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äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé â ôîðìóëå.

Ïóñòü F (x) � ôîðìóëà òåîðèè K, ãäå x � êàêàÿ-òî ñâîáîäíàÿ â F
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Ïðèâåäåì òåïåðü ïîñëåäíþþ ñõåìó ëîãè÷åñêèõ àêñèîì:

(A5) ∀xF (x) −→ F (t),
ãäå F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðèè K è t � òåðì òåîðèè K,
ñâîáîäíûé äëÿ x â F (x). Ïðè t = x ìû ïîëó÷àåì îäíó èç ëîãè÷åñêèõ
àêñèîì ∀xF (x) −→ F (x). Ìû òàêæå âêëþ÷àåì â óêàçàííóþ ñõåìó
ëîãè÷åñêèõ àêñèîì ôîðìóëû âèäà ∀xF −→ F , ãäå ïåðåìåííàÿ x íå
âñòðå÷àåòñÿ â çàïèñè ôîðìóëû F èëè âñå åå âõîæäåíèÿ â F ñâÿçàíû.

Ëîãè÷åñêèå àêñèîìû äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ: áûòü
èñòèííûìè ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè. Îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå íà
ôîðìóëû â ñõåìàõ (A4), (A5), îáúÿñíÿþòñÿ èìåííî ýòèì òðåáîâàíèåì.

Ñîáñòâåííûå àêñèîìû ñôîðìóëèðîâàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ, òàê êàê
îíè èíäèâèäóàëüíû äëÿ êàæäîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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(4) Â òåîðèè K èìåþòñÿ äâà ïðàâèëà âûâîäà: çíàêîìîå íàì óæå m�odus
p�onens F ,F−→G

G
(MP) è, íîâîå, ïðàâèëî îáîáùåíèÿ F

∀xF (ÏÎ).

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, äâå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ
äðóã îò äðóãà ëèøü ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, ò.å. ñèãíàòóðîé, è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì. Ïîýòîìó
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü êîíêðåòíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî
óêàçàòü åå ñèãíàòóðó è ñîáñòâåííûå àêñèîìû.

Êàê è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ôîðìóëó òåîðèè K áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòîé,
åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû
F = F (x1, . . . , xk) òåîðèè K, ãäå x1, . . . , xk � âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå â F ,
ìîæíî ïîñòðîèòü åå çàìûêàíèå F̄ = ∀x1 · · · ∀xkF (x1, . . . , xk). ßñíî, ÷òî
ôîðìóëà F çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F̄ .
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Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, äâå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ
äðóã îò äðóãà ëèøü ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, ò.å. ñèãíàòóðîé, è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì. Ïîýòîìó
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü êîíêðåòíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî
óêàçàòü åå ñèãíàòóðó è ñîáñòâåííûå àêñèîìû.

Êàê è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ôîðìóëó òåîðèè K áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòîé,
åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû
F = F (x1, . . . , xk) òåîðèè K, ãäå x1, . . . , xk � âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå â F ,
ìîæíî ïîñòðîèòü åå çàìûêàíèå F̄ = ∀x1 · · · ∀xkF (x1, . . . , xk). ßñíî, ÷òî
ôîðìóëà F çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F̄ .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

(4) Â òåîðèè K èìåþòñÿ äâà ïðàâèëà âûâîäà: çíàêîìîå íàì óæå m�odus
p�onens F ,F−→G

G
(MP) è, íîâîå, ïðàâèëî îáîáùåíèÿ F

∀xF (ÏÎ).

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, äâå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ
äðóã îò äðóãà ëèøü ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, ò.å. ñèãíàòóðîé, è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì. Ïîýòîìó
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü êîíêðåòíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî
óêàçàòü åå ñèãíàòóðó è ñîáñòâåííûå àêñèîìû.

Êàê è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ôîðìóëó òåîðèè K áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòîé,
åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû
F = F (x1, . . . , xk) òåîðèè K, ãäå x1, . . . , xk � âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå â F ,
ìîæíî ïîñòðîèòü åå çàìûêàíèå F̄ = ∀x1 · · · ∀xkF (x1, . . . , xk). ßñíî, ÷òî
ôîðìóëà F çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F̄ .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî âûâîäèìîñòè â
òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùåå âî ìíîãèõ ðàññóæäåíèÿõ
îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì çàìêíóòûõ ôîðìóë.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Ïîêàçàòü, ÷òî Γ ` F òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Γ ` F̄ ; â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî F ` F̄ è F̄ ` F .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñâîáîäíîé â F ïåðåìåííîé x èìååì ïî ïðàâèëó
îáîáùåíèÿ F ` ∀xF . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë
F1 = ∀xF , F2 = ∀xF −→ F , F3 = F ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì F èç ôîðìóëû ∀xF ,
è çíà÷èò, ∀xF ` F ; çäåñü F1 � ãèïîòåçà, F2 � àêñèîìà èç ñõåìû (A5), F3 �
íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ôîðìóë F1 è F2 ïî ïðàâèëó MP. Òåïåðü
îñòàåòñÿ âûïèñàòü öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé: Γ ` F (x1, . . . , xk) ⇐⇒
Γ ` ∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒ Γ ` ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒
Γ ` ∀x1 · · · ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk), ò.å. Γ ` F ⇐⇒ Γ ` F̄ .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî âûâîäèìîñòè â
òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùåå âî ìíîãèõ ðàññóæäåíèÿõ
îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì çàìêíóòûõ ôîðìóë.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Ïîêàçàòü, ÷òî Γ ` F òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Γ ` F̄ ; â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî F ` F̄ è F̄ ` F .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñâîáîäíîé â F ïåðåìåííîé x èìååì ïî ïðàâèëó
îáîáùåíèÿ F ` ∀xF . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë
F1 = ∀xF , F2 = ∀xF −→ F , F3 = F ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì F èç ôîðìóëû ∀xF ,
è çíà÷èò, ∀xF ` F ; çäåñü F1 � ãèïîòåçà, F2 � àêñèîìà èç ñõåìû (A5), F3 �
íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ôîðìóë F1 è F2 ïî ïðàâèëó MP. Òåïåðü
îñòàåòñÿ âûïèñàòü öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé: Γ ` F (x1, . . . , xk) ⇐⇒
Γ ` ∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒ Γ ` ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒
Γ ` ∀x1 · · · ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk), ò.å. Γ ` F ⇐⇒ Γ ` F̄ .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà è M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíû íåêîòîðûå ïðåäèêàòû è îïåðàöèè, îáðàçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæåñòâà P è F . Ïóñòü ê òîìó æå çàäàíî îòîáðàæåíèå (èíòåðïðåòàöèÿ)
µ : Σ −→ P ∪F , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó n-àðíîìó ïðåäèêàòíîìó
ñèìâîëó èç Σ êàêîé-ëèáî ïðåäèêàò èç P, à n-àðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó
ñèìâîëó � êàêóþ-ëèáî n-àðíóþ îïåðàöèþ èç F . Òîãäà ÷åòûðåõýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî M = 〈M,P,F , µ〉 íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñèãíàòóðû Σ; ïðè ýòîì M íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû M.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ åñòåñòâåííûì ïðåäèêàòîì
(îòíîøåíèåì) ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≤ è îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è
óìíîæåíèÿ · îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈N,≤, {+, ·}, µ〉 ñèãíàòóðû
Σ = {P(2), f (2), g (2)}, ãäå µ(P(2)) =�≤�, µ(f (2)) =�+�, µ(g (2)) =�·�. Äâå
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ìû íå ðàçëè÷àåì, åñëè îíè èçîìîðôíû, ò.å. åñëè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà îäíîé
èç íèõ íà îñíîâíîå ìíîæåñòâî äðóãîé, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè è
ïðåäèêàòû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà è M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíû íåêîòîðûå ïðåäèêàòû è îïåðàöèè, îáðàçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæåñòâà P è F . Ïóñòü ê òîìó æå çàäàíî îòîáðàæåíèå (èíòåðïðåòàöèÿ)
µ : Σ −→ P ∪F , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó n-àðíîìó ïðåäèêàòíîìó
ñèìâîëó èç Σ êàêîé-ëèáî ïðåäèêàò èç P, à n-àðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó
ñèìâîëó � êàêóþ-ëèáî n-àðíóþ îïåðàöèþ èç F . Òîãäà ÷åòûðåõýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî M = 〈M,P,F , µ〉 íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñèãíàòóðû Σ; ïðè ýòîì M íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû M.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ åñòåñòâåííûì ïðåäèêàòîì
(îòíîøåíèåì) ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≤ è îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è
óìíîæåíèÿ · îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈N,≤, {+, ·}, µ〉 ñèãíàòóðû
Σ = {P(2), f (2), g (2)}, ãäå µ(P(2)) =�≤�, µ(f (2)) =�+�, µ(g (2)) =�·�. Äâå
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ìû íå ðàçëè÷àåì, åñëè îíè èçîìîðôíû, ò.å. åñëè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà îäíîé
èç íèõ íà îñíîâíîå ìíîæåñòâî äðóãîé, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè è
ïðåäèêàòû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïóñòü M = 〈M,P,F , µ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ ñ
èíòåðïðåòàöèåé µ, F (x1, . . . , xk) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ. Òîãäà çíà÷åíèå
ýòîé ôîðìóëû ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè åñòü k-àðíûé ïðåäèêàò
(µF )(x1, . . . , xk) íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå ñèñòåìû M.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî èñòèííà (ñîîòâ.òîæäåñòâåííî
ëîæíà) íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå M, åñëè ïðåäèêàò (µF )(x1, . . . , xk) �
òîæäåñòâååííî èñòèííûé (ñîîòâ. òîæäåñòâåííî ëîæíûé). Ôîðìóëà F
âûïîëíèìà íà ýòîé ñèñòåìå, åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a1, . . . , ak ∈ M
òàêèå, ÷òî (µF )(a1, . . . , ak) = 1.

Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ, M = 〈M,P,F , µ〉 �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè K, åñëè íà íåé
òîæäåñòâåííî èñòèííû âñå ñîáñòâåííûå àêñèîìû òåîðèè K.
Â ýòîì îïðåäåëåíèè ñëîâî �ñîáñòâåííûå� ìîæíî îïóñòèòü, ò.ê. ëîãè÷åñêèå
àêñèîìû èñòèííû íà ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå äàííîé ñèãíàòóðû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïóñòü M = 〈M,P,F , µ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ ñ
èíòåðïðåòàöèåé µ, F (x1, . . . , xk) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ. Òîãäà çíà÷åíèå
ýòîé ôîðìóëû ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè åñòü k-àðíûé ïðåäèêàò
(µF )(x1, . . . , xk) íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå ñèñòåìû M.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî èñòèííà (ñîîòâ.òîæäåñòâåííî
ëîæíà) íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå M, åñëè ïðåäèêàò (µF )(x1, . . . , xk) �
òîæäåñòâååííî èñòèííûé (ñîîòâ. òîæäåñòâåííî ëîæíûé). Ôîðìóëà F
âûïîëíèìà íà ýòîé ñèñòåìå, åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a1, . . . , ak ∈ M
òàêèå, ÷òî (µF )(a1, . . . , ak) = 1.

Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ, M = 〈M,P,F , µ〉 �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè K, åñëè íà íåé
òîæäåñòâåííî èñòèííû âñå ñîáñòâåííûå àêñèîìû òåîðèè K.
Â ýòîì îïðåäåëåíèè ñëîâî �ñîáñòâåííûå� ìîæíî îïóñòèòü, ò.ê. ëîãè÷åñêèå
àêñèîìû èñòèííû íà ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå äàííîé ñèãíàòóðû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïóñòü M = 〈M,P,F , µ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ ñ
èíòåðïðåòàöèåé µ, F (x1, . . . , xk) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ. Òîãäà çíà÷åíèå
ýòîé ôîðìóëû ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè åñòü k-àðíûé ïðåäèêàò
(µF )(x1, . . . , xk) íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå ñèñòåìû M.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî èñòèííà (ñîîòâ.òîæäåñòâåííî
ëîæíà) íà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå M, åñëè ïðåäèêàò (µF )(x1, . . . , xk) �
òîæäåñòâååííî èñòèííûé (ñîîòâ. òîæäåñòâåííî ëîæíûé). Ôîðìóëà F
âûïîëíèìà íà ýòîé ñèñòåìå, åñëè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû a1, . . . , ak ∈ M
òàêèå, ÷òî (µF )(a1, . . . , ak) = 1.

Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñèãíàòóðû Σ, M = 〈M,P,F , µ〉 �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè K, åñëè íà íåé
òîæäåñòâåííî èñòèííû âñå ñîáñòâåííûå àêñèîìû òåîðèè K.
Â ýòîì îïðåäåëåíèè ñëîâî �ñîáñòâåííûå� ìîæíî îïóñòèòü, ò.ê. ëîãè÷åñêèå
àêñèîìû èñòèííû íà ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå äàííîé ñèãíàòóðû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Äëÿ òåîðèè K ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé ñâîåé ñèãíàòóðîé
Σ(K) è ñîáñòâåííûìè àêñèîìàìè A1, A2, âûÿñíèòü, áóäåò ëè ìîäåëüþ
ýòîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M:

(1) Σ(K) = {P(2), f (1)}, A1 = ∀xP(2)(x , x), A2 = ∀xP(2)(x , f (1)(x));
M = 〈R,P, f , µ〉, ãäå R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, P(x , y) = 1

⇐⇒ x ≤ y , f (x) = x + 1 è µ(P(2)) = P, µ(f (1)) = f .

(2) Σ(K) = {P(2), f (2)},
A1 = ∀x∀y∀z(P(2)(x , y) −→ P(2)(f (2)(x , z), f (2)(y , z))), A2 = ∃x∀yP(2)(x , y);
M = 〈Z,P, f , µ〉, ãäå Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, P(x , y) = 1 ⇐⇒ x ≤ y ,
f (x , y) = x + y è µ(P(2)) = P, µ(f (2)) = f .

Â ïåðâîì ëó÷àå àêñèîìàì A1 è A2 ñîîòâåòñòâóþò èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ:
�äëÿ ëþáîãî x ∈ R : x ≤ x� è �äëÿ ëþáîãî x ∈ R : x ≤ x + 1�. Ïîýòîìó
µ(A1) = 1 è µ(A2) = 1, à çíà÷èò, ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè K.

Âî âòîðîì ñëó÷àå àêñèîìû A1 è A2 çàäàííîé èíòåðïðåòàöèåé ïåðåâîäÿòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî â âûñêàçûâàíèÿ �äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ Z óñëîâèå x ≤ y
âëå÷åò çà ñîáîé x + z ≤ y + z� è �ñóùåñòâóåò x ∈ Z òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ Z : x ≤ y �. Âòîðîå âûñêàçûâàíèå î íàëè÷èè íàèìåíüøåãî öåëîãî
÷èñëà íåâåðíî. Ïîýòîìó µ(A2) = 0 è, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî µ(A1) = 1,
äàííàÿ ñèñòåìà ìîäåëüþ òåîðèè K íå ÿâëÿåòñÿ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðèâåäåì òåïåðü ðÿä âàæíûõ ïðèìåðîâ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå
óêàæåì, êàêèå ñèñòåìû áóäóò äëÿ íèõ ìîäåëÿìè.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Òåîðèÿ T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæåò áûòü çàäàíà êàê
òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åå ñèãíàòóðà � ýòî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëüàðíûõ
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìû ðàíüøå íàçûâàëè ëîãè÷åñêèìè
ïåðåìåííûìè. Ñîáñòâåííûõ àêñèîì T íå èìååò. Òàê êàê ôîðìóëû ýòîé
òåîðèè íå ñîäåðæàò ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â
êâàíòîðàõ, è ïîòîìó â îïðåäåëåíèè T äîñòàòî÷íî áûëî îãðàíè÷èòüñÿ
òðåìÿ ñõåìàìè (A1)�(A3) ëîãè÷åñêèõ àêñèîì. Ìîäåëüþ òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ
ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ çàäàííûìè íà íåì íóëüìåñòíûìè
ïðåäèêàòàìè 0 è 1.

ÏÐÈÌÅÐ 4. Òåîðèÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ � ýòî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
áåç ñîáñòâåííûõ àêñèîì, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò ñ÷åòíûå íàáîðû
ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ëþáîé àðíîñòè. Åå ìîäåëè �
ýòî ìîäåëè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äàííîé ñèãíàòóðû, à ôîðìóëû ñóòü ÔËÏ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 5. Òåîðèÿ (ñòðîãî) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Åå
ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç îäíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà ñòðîãîãî ïîðÿäêà �<�.
Äàííàÿ òåîðèÿ èìååò äâå ñîáñòâåííûå àêñèîìû:

(à) ∀x(x 6< x) (àêñèîìà àíòèðåôëåêñèâíîñòè);

(á) ∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z −→ x < z) (àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè).

Ìîäåëÿìè äàííîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 6. Òåîðèÿ îðãðàôîâ. Åå ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P(2) àðíîñòè äâà, ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ íåò.
Ñîáñòâåííûõ àêñèîì ýòà òåîðèÿ òàê æå íå èìååò. Ìîäåëè � ýòî ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè, ñ åäèíñòâåííûì áèíàðíûì
îòíîøåíèåì P(x , y). Ïðè ýòîì åñëè âåðøèíû u è v íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè
P(u, v), òî îò u ê v âåäåò äóãà.

ÏÐÈÌÅÐ 7. Òåîðèÿ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ãðàôîâ. Åå ñèãíàòóðà òîæå
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P(2) àðíîñòè äâà,
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ íåò. Ñîáñòâåííàÿ àêñèîìà îäíà:

∀x∀y(P(2)(x , y) −→ P(2)(y , x))

Ìîäåëè � ýòî ìíîæåñòâà âåðøèí ñ åäèíñòâåííûì ñèììåòðè÷íûì
áèíàðíûì îòíîøåíèåì P(x , y). Ïðè ýòîì åñëè âåðøèíû u è v íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè P(u, v), òî îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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P(u, v), òî îò u ê v âåäåò äóãà.

ÏÐÈÌÅÐ 7. Òåîðèÿ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) ãðàôîâ. Åå ñèãíàòóðà òîæå
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P(2) àðíîñòè äâà,
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ íåò. Ñîáñòâåííàÿ àêñèîìà îäíà:

∀x∀y(P(2)(x , y) −→ P(2)(y , x))

Ìîäåëè � ýòî ìíîæåñòâà âåðøèí ñ åäèíñòâåííûì ñèììåòðè÷íûì
áèíàðíûì îòíîøåíèåì P(x , y). Ïðè ýòîì åñëè âåðøèíû u è v íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè P(u, v), òî îíè ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç K ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ òåîðèþ
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ââåäåííîå äëÿ ÔËÏ, íà
ôîðìóëû ïðîèçâîëüíîé òåîðèè K. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F
ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè M
òåîðèè K èç òîãî, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà M,
âûòåêàåò, ÷òî è F òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M. Â ýòîì ñëó÷àå òàê æå
áóäåì ïèñàòü Γ |= F (èëè Γ |=K F , åñëè ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü
èäåò î òåîðèè K).

Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé â K, åñëè îíà
òîæäåñòâåííî èñòèííà íà ëþáîé ìîäåëè òåîðèè K. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, ò.å.
âûïîëíåíî |=K F . Äàííîå ïîíÿòèå îáîáùàåò ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîé
îáùåçíà÷èìîñòè, êîòîðîå ìû ââîäèëè äëÿ ÔËÏ. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè
òåîðèè K íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî âñå àêñèîìû òåîðèè K ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìû â íåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç K ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ òåîðèþ
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ââåäåííîå äëÿ ÔËÏ, íà
ôîðìóëû ïðîèçâîëüíîé òåîðèè K. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F
ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè M
òåîðèè K èç òîãî, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà M,
âûòåêàåò, ÷òî è F òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M. Â ýòîì ñëó÷àå òàê æå
áóäåì ïèñàòü Γ |= F (èëè Γ |=K F , åñëè ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü
èäåò î òåîðèè K).

Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé â K, åñëè îíà
òîæäåñòâåííî èñòèííà íà ëþáîé ìîäåëè òåîðèè K. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, ò.å.
âûïîëíåíî |=K F . Äàííîå ïîíÿòèå îáîáùàåò ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîé
îáùåçíà÷èìîñòè, êîòîðîå ìû ââîäèëè äëÿ ÔËÏ. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè
òåîðèè K íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî âñå àêñèîìû òåîðèè K ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìû â íåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî èñòèííà íà ñèñòåìå M òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà âèäà ∀xF òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M.
Îòñþäà, íàâåøèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êâàíòîðû îáùíîñòè íà ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå èç F , ïîëó÷àåì, ÷òî F òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå çàìûêàíèå F̄ èñòèííî íà M. Ïîýòîìó ëîãè÷åñêàÿ
îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû F â òåîðèè K ðàâíîñèëüíà ëîãè÷åñêîé
îáùåçíà÷èìîñòè â K ôîðìóëû F̄ .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè K è F �
ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà óñëîâèå Γ `K F âëå÷åò çà ñîáîé Γ |=K F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ `K F , ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë
F1, . . . ,Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = F è êàæäàÿ ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà
òåîðèè K, ëèáî ãèïîòåçà, ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ôîðìóë ñ
ìåíüøèìè íîìåðàìè ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà � ÌÐ èëè ÏÎ. Íàäî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè K ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî
èñòèííà íà M, êàê òîëüêî âñå ãèïîòåçû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà M.
Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî äëèíå n âûâîäà F èç Γ. Ïîñêîëüêó F1 ÿâëÿåòñÿ
ëèáî àêñèîìîé (è ïîòîìó ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé â K ôîðìóëîé), ëèáî
ãèïîòåçîé, ôîðìóëà F1 òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ i < n è ïðîâåðèì èñòèííîñòü íà M
ôîðìóëû Fn. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà Fn ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî ÌÐ èëè ÏÎ. Ïóñòü, íàïðèìåð, Fi ,Fj

Fn
(MP), ãäå

i , j < n è ôîðìóëà Fj èìååò âèä Fi −→ Fn. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, äëÿ èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóë Fi è Fi −→ Fn â ìîäåëè M
ïðåäèêàòû φ(Fi ) è φ(Fi −→ Fn) òîæäåñòâåííî èñòèííû, à çíà÷èò,
òîæäåñòâåííî èñòèíåí è ïðåäèêàò φ(Fn), ò.å. ôîðìóëà Fn òîæäåñòâåííî
èñòèííà íà M. Åñëè æå Fi

Fn
(ÏÎ), ãäå i < n è Fn = ∀xFi , òî èç èñòèííîñòè

Fi íà M ñëåäóåò èñòèííîñòü íà M è ôîðìóëû Fn. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè K è F �
ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà óñëîâèå Γ `K F âëå÷åò çà ñîáîé Γ |=K F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ `K F , ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë
F1, . . . ,Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = F è êàæäàÿ ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà
òåîðèè K, ëèáî ãèïîòåçà, ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ôîðìóë ñ
ìåíüøèìè íîìåðàìè ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà � ÌÐ èëè ÏÎ. Íàäî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè K ôîðìóëà F òîæäåñòâåííî
èñòèííà íà M, êàê òîëüêî âñå ãèïîòåçû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà M.
Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî äëèíå n âûâîäà F èç Γ. Ïîñêîëüêó F1 ÿâëÿåòñÿ
ëèáî àêñèîìîé (è ïîòîìó ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé â K ôîðìóëîé), ëèáî
ãèïîòåçîé, ôîðìóëà F1 òîæäåñòâåííî èñòèííà íà M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ i < n è ïðîâåðèì èñòèííîñòü íà M
ôîðìóëû Fn. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà Fn ïîëó÷àåòñÿ
èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî ÌÐ èëè ÏÎ. Ïóñòü, íàïðèìåð, Fi ,Fj

Fn
(MP), ãäå

i , j < n è ôîðìóëà Fj èìååò âèä Fi −→ Fn. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, äëÿ èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóë Fi è Fi −→ Fn â ìîäåëè M
ïðåäèêàòû φ(Fi ) è φ(Fi −→ Fn) òîæäåñòâåííî èñòèííû, à çíà÷èò,
òîæäåñòâåííî èñòèíåí è ïðåäèêàò φ(Fn), ò.å. ôîðìóëà Fn òîæäåñòâåííî
èñòèííà íà M. Åñëè æå Fi

Fn
(ÏÎ), ãäå i < n è Fn = ∀xFi , òî èç èñòèííîñòè

Fi íà M ñëåäóåò èñòèííîñòü íà M è ôîðìóëû Fn. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïîëàãàÿ â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ Γ = ∅, ïîëó÷èì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ëþáàÿ òåîðåìà òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìà: åñëè ` F , òî |= F .

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K èìååò ìîäåëü â K, åñëè âñå
ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè òåîðèè K.

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì â K, åñëè
ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F ýòîé òåîðèè òàêàÿ, ÷òî Γ `K F è,
îäíîâðåìåííî, Γ `K ¬F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïîëàãàÿ â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ Γ = ∅, ïîëó÷èì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ëþáàÿ òåîðåìà òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìà: åñëè ` F , òî |= F .

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K èìååò ìîäåëü â K, åñëè âñå
ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè òåîðèè K.

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì â K, åñëè
ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F ýòîé òåîðèè òàêàÿ, ÷òî Γ `K F è,
îäíîâðåìåííî, Γ `K ¬F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïîëàãàÿ â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ Γ = ∅, ïîëó÷èì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ëþáàÿ òåîðåìà òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìà: åñëè ` F , òî |= F .

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K èìååò ìîäåëü â K, åñëè âñå
ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè òåîðèè K.

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì â K, åñëè
ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F ýòîé òåîðèè òàêàÿ, ÷òî Γ `K F è,
îäíîâðåìåííî, Γ `K ¬F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âàæíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÈ. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî íåïðîòèâîðå÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü M â òåîðèè K.
Åñëè áû Γ áûëî ïðîòèâîðå÷èâûì, òî íàøëàñü áû çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F â
K òàêàÿ, ÷òî Γ `K F è Γ `K ¬F . Îòñþäà, â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå
ïðåäëîæåíèÿ, âûïîëíÿëîñü áû Γ |=K F è Γ |=K ¬F . Òîãäà, ïîñêîëüêó
ôîðìóëû èç Γ òîæäåñòâåííî èñòèííû íà ìîäåëè M, èñòèííûìè íà M
äîëæíû áûòü îáå ôîðìóëû F è ¬F . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,
äîêàçûâàþùåå òåîðåìó.

Óñòàíîâëåííàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîíÿòèÿìè
âûâîäèìîñòè è ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, ìåæäó ïîíÿòèÿìè
òåîðåìû è ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû ïîìîãàåò îïðàâäàòü âûáîð
íàáîðà ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ìû ïîëíîñòüþ îáîñíóåì åãî, åñëè äîêàæåì, ÷òî â ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà êëàññ òåîðåì ñîâïàäàåò ñ êëàññîì îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë è,
áîëåå òîãî, ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì
âûâîäèìîñòè. Ýòîìó è ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû.
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

Òåîðåìà î äåäóêöèè, äîêàçàííàÿ ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æàêîì
Ýðáðàíîì â 1930 ãîäó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñóùåñòâåííûì øàãîì,
ïðèáëèæàþùèì íàñ ê ïîñòàâëåííîé öåëè. Èç ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ìû
çíàåì, ÷òî óñëîâèå F |= G ðàâíîñèëüíî îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû
F −→ G , ò.å. óñëîâèþ |= F −→ G ; çäåñü F � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà.
Î÷åâèäíî, ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ôîðìóëû ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, íå÷òî ïîäîáíîå èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, åñëè
çíàê |= ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ çàìåíèòü íà çíàê ` âûâîäèìîñòè, à
èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F ,G � êàêèå-òî ôîðìóëû, ïðè÷åì F çàìêíóòà.
Òîãäà Γ ∪ {F} ` G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ ` F −→ G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîâîëüíî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå Γ ` F −→ G
âëå÷åò çà ñîáîé Γ ∪ {F} ` G . Â ñàìîì äåëå, åñëè Γ ` F −→ G , òî
ñóùåñòâóåò âûâîä F1, . . . ,Fn ôîðìóëû F −→ G èç Γ. Äîáàâèâ ê íåìó äâå
íîâûå ôîðìóëû Fn+1 = F è Fn+2 = G , ïîëó÷èì âûâîä
F1, . . . ,Fn = F −→ G ,Fn+1 = F ,Fn+2 = G ôîðìóëû G èç ìíîæåñòâà
ôîðìóë Γ ∪ {F}; çäåñü Fn+1 � ãèïîòåçà, à Fn+2 � íåïîñðåäñòâåííîå
ñëåäñòâèå ôîðìóë Fn,Fn+1 ïî ïðàâèëó MP.
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ìåíåå òðèâèàëüíî. Ïóñòü Γ ∪ {F} ` G , ò.å.
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . ,Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = G è äëÿ
ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî ãèïîòåçà (ò.å. Fi ∈ Γ èëè
Fi = F ), ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êàêèõ-òî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî i (i = 1, 2, . . . , n),
÷òî Γ ` F −→ Fi .

ÁÀÇÀ ÈÍÄÓÊÖÈÈ: Γ ` F −→ F1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì îäíó èç òðåõ
âîçìîæíîñòåé F1 � àêñèîìà èëè F1 ∈ Γ, èëè F1 = F . Â ïåðâûõ äâóõ
ñëó÷àÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1,F1 −→ (F −→ F1),F −→ F1
ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì F −→ F1 èç Γ; çäåñü F1 −→ (F −→ F1) åñòü àêñèîìà èç
ñõåìû (A1) è F −→ F1 ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë F1,F1 −→ (F −→ F1) ïî MP.
Ïóñòü F1 = F . Òîãäà çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà F −→ F áóäåò òåîðåìîé (åå
âûâîä àíàëîãè÷åí âûâîäó â òåîðèè T ; ñì. ïðèìåð 4 â ïåðâîì ïàðàãðàôå
�Ôîðìàëüíûå òåîðèè� ), è ïîòîìó Γ ` F −→ F .
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ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî i (i = 1, 2, . . . , n),
÷òî Γ ` F −→ Fi .

ÁÀÇÀ ÈÍÄÓÊÖÈÈ: Γ ` F −→ F1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì îäíó èç òðåõ
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ØÀÃ ÈÍÄÓÊÖÈÈ: ïóñòü äëÿ âñåõ i < k óæå äîêàçàíî Γ ` F −→ Fi ;
ïðîâåðèì, ÷òî Γ ` F −→ Fk . Åñëè Fk � àêñèîìà èëè Fk ∈ Γ, èëè Fk = F , òî
âûâîäèìîñòü F −→ Fk èç Γ óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå êàê è â áàçå èíäóêöèè.
Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü äâà ñëó÷àÿ: Fi ,Fj

Fk
(MP) è Fi

Fk
(ÏÎ), ãäå

i , j < k.

Ïóñòü Fi ,Fj
Fk
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ñàìîì äåëå, íèæå óêàçàí èñêîìûé âûâîä:
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(2) F −→ (Fi −→ Fk) (ãèïîòåçà)
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(A2))
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(5) F −→ Fk (èç (1), (4) ïî MP)
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Ïóñòü Fi
Fk

(ÏÎ) è Fk = ∀xFi . Òîãäà ïîñòðîèì ñíà÷àëà âûâîä F −→ Fk èç
F −→ Fi :

(1) F −→ Fi (ãèïîòåçà)
(2) ∀x(F −→ Fi ) (èç (1) ïî ÏÎ)
(3) ∀x(F −→ Fi ) −→ (F −→ ∀xFi ) (ñõåìà àêñèîì (A4))
(4) F −→ ∀xFi , ò.å. F −→ Fk (èç (2), (3) ïî MP)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3) ýòîãî âûâîäà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
àêñèîìîé, ò.ê. ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò ñâîáîäíî â F ; ýòî åäèíñòâåííîå
ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå, ãäå èñïîëüçóåòñÿ çàìêíóòîñòü ôîðìóëû F .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì Γ ` F −→ Fi , è â ñèëó òîãî, ÷òî
F −→ Fi ` F −→ Fk , ïîëó÷àåì Γ ` F −→ Fk .
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî Γ ` F −→ Fi äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i îò 1 äî n.
Ïîëàãàÿ òåïåðü i = n, çàêëþ÷àåì Γ ` F −→ Fn, ò.å. Γ ` F −→ G . Òåîðåìà
äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü F ,G � ôîðìóëû òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì F
çàìêíóòà. Òîãäà F ` G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ` F −→ G .
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òîãî, êàê èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î äåäóêöèè
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé íà
âûâîäèìîñòü â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî F −→ (G −→ H), G , F ` H. Äëÿ ýòîãî ñòðîèì
ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ (G −→ H) (ãèïîòåçà)
(3) G −→ H (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê óòâåðæäåíèþ F −→ (G −→ H), G , F ` H òåîðåìó î
äåäóêöèè, ïîëó÷àåì F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òîãî, êàê èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î äåäóêöèè
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé íà
âûâîäèìîñòü â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî F −→ (G −→ H), G , F ` H. Äëÿ ýòîãî ñòðîèì
ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ (G −→ H) (ãèïîòåçà)
(3) G −→ H (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê óòâåðæäåíèþ F −→ (G −→ H), G , F ` H òåîðåìó î
äåäóêöèè, ïîëó÷àåì F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òîãî, êàê èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î äåäóêöèè
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé íà
âûâîäèìîñòü â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî F −→ (G −→ H), G , F ` H. Äëÿ ýòîãî ñòðîèì
ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ (G −→ H) (ãèïîòåçà)
(3) G −→ H (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê óòâåðæäåíèþ F −→ (G −→ H), G , F ` H òåîðåìó î
äåäóêöèè, ïîëó÷àåì F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ G , G −→ H ` F −→ H.

Óêàæåì ïðåæäå âûâîä H èç ôîðìóë F −→ G , G −→ H, F :
(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) G (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G −→ H (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì F −→ G , G −→ H, F ` H è, ïî òåîðåìå î
äåäóêöèè, F −→ G , G −→ H ` F −→ H.
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ôîðìóë F è G ñëåäóþùèå ôîðìóëû
ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè (â ïðîèçâîëüíîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà):

(à) ¬¬F −→ F ; (ã) (G −→ F ) −→ (¬F −→ ¬G);
(á) F −→ ¬¬F ; (ä) G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F ));
(â) (¬F −→ ¬G) −→ (G −→ F ); (å) ¬(G −→ F ) −→ ¬F .
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(à) Âûâîä òåîðåìû ¬¬F −→ F :

(1) (¬F −→ ¬¬F ) −→ ((¬F −→ ¬F ) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬F −→ ¬F (ýòî òåîðåìà; ñì. ïðèìåð 4 èç ïàð. �Ôîðìàëüíûå òåîðèè�)
(3) (¬F −→ ¬¬F ) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1)
(4) ¬¬F −→ (¬F −→ ¬¬F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) ¬¬F −→ F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)
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(á) Âûâîä òåîðåìû F −→ ¬¬F :
(1) (¬¬¬F −→ ¬F ) −→ ((¬¬¬F −→ F ) −→ ¬¬F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬¬¬F −→ ¬F (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à), ðàññìîòðåííîìó âûøå)
(3) (¬¬¬F −→ F ) −→ ¬¬F (èç (1), (2) ïî MP)
(4) F −→ (¬¬¬F −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) F −→ ¬¬F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

(â) Âûâîä òåîðåìû (¬F −→ ¬G) −→ (G −→ F ).

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ¬F −→ ¬G , G ` F :

(1) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(2) G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(4) (¬F −→ G) −→ F (èç (1), (3) ïî MP)
(5) G −→ (¬F −→ G) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(6) G −→ F (èç (4), (5) ââèäó ïðèìåðà 2)
(7) F (èç (2), (6) ïî MP)
Ïðèìåíèâ òåïåðü äâàæäû ê óòâåðæäåíèþ ¬F −→ ¬G , G ` F òåîðåìó î
äåäóêöèè, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ` (¬F −→ ¬G) −→ (G −→ F ).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

(ã) Âûâîä òåîðåìû (G −→ F ) −→ (¬F −→ ¬G).

Ïîêàæåì ïðåæäå, ÷òî G −→ F ` ¬F −→ ¬G :
(1) G −→ F (ãèïîòåçà)
(2) ¬¬G −→ G (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à))
(3) ¬¬G −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 2)
(4) F −→ ¬¬F (òåîðåìà ïî ïóíêòó (á))
(5) ¬¬G −→ ¬¬F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)
(6) (¬¬G −→ ¬¬F ) −→ (¬F −→ ¬G) (òåîðåìà ïî ïóíêòó (â))
(7) ¬F −→ ¬G (èç (5), (6) ïî MP)
Ïðèìåíèâ ê óòâåðæäåíèþ G −→ F ` ¬F −→ ¬G òåîðåìó î äåäóêöèè,
ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

(ä) Âûâîä òåîðåìû G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )).

Ïî ïðàâèëó MP èìååì G , G −→ F ` F . Äâàæäû ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î
äåäóêöèè, ïîëó÷àåì ` G −→ ((G −→ F ) −→ F ). Â ñèëó ïóíêòà (ã)
âûïîëíåíî ` ((G −→ F ) −→ F ) −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )). Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ ïðèìåð 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ` G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìà î äåäóêöèè

(å) Âûâîä òåîðåìû ¬(G −→ F ) −→ ¬F :
(1) F −→ (G −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(2) (F −→ (G −→ F )) −→ (¬(G −→ F ) −→ ¬F ) (òåîðåìà ïî ïóíêòó (ã))
(3) ¬(G −→ F ) −→ ¬F (èç (1), (2) ïî MP)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðèâîäèìàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì â
îáîñíîâàíèè àäåêâàòíîñòè âûáðàííîé íàìè àêñèîìàòèêè â òåîðèÿõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàùåíèå òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà èìååò [ñ÷åòíóþ] ìîäåëü.1

1Äëÿ òàê íàçûâàåìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì

÷óòü ïîçæå, ýòà òåîðåìà áóäåò ïåðåôîðìóëèðîâàíà â ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàííîì âèäå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ôîðìóëû F è G çàìêíóòû, òî
(à) ¬F −→ G , ¬F −→ ¬G ` F ;
(á) G , ¬F ` ¬(G −→ F );
(â) ¬(G −→ F ) ` ¬F ;
(ã) ¬(G −→ F ) ` G .

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (à) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
âûâîäà:

(1) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1 èç ïàðàãðàôà
�Òåîðåìà î äåäóêöèè�)
(4) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(5) F (èç (3), (4) ïî MP)

(á) Â ñèëó ïðèìåðà 3(ä) ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè� èìååì
` G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )). Ïðèìåíèâ äâàæäû òåîðåìó î äåäóêöèè,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî G ` ¬F −→ ¬(G −→ F ) è G ,¬F ` ¬(G −→ F ).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ôîðìóëû F è G çàìêíóòû, òî
(à) ¬F −→ G , ¬F −→ ¬G ` F ;
(á) G , ¬F ` ¬(G −→ F );
(â) ¬(G −→ F ) ` ¬F ;
(ã) ¬(G −→ F ) ` G .

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (à) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
âûâîäà:

(1) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1 èç ïàðàãðàôà
�Òåîðåìà î äåäóêöèè�)
(4) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(5) F (èç (3), (4) ïî MP)

(á) Â ñèëó ïðèìåðà 3(ä) ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè� èìååì
` G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )). Ïðèìåíèâ äâàæäû òåîðåìó î äåäóêöèè,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî G ` ¬F −→ ¬(G −→ F ) è G ,¬F ` ¬(G −→ F ).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ôîðìóëû F è G çàìêíóòû, òî
(à) ¬F −→ G , ¬F −→ ¬G ` F ;
(á) G , ¬F ` ¬(G −→ F );
(â) ¬(G −→ F ) ` ¬F ;
(ã) ¬(G −→ F ) ` G .

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (à) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
âûâîäà:

(1) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1 èç ïàðàãðàôà
�Òåîðåìà î äåäóêöèè�)
(4) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(5) F (èç (3), (4) ïî MP)

(á) Â ñèëó ïðèìåðà 3(ä) ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè� èìååì
` G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )). Ïðèìåíèâ äâàæäû òåîðåìó î äåäóêöèè,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî G ` ¬F −→ ¬(G −→ F ) è G ,¬F ` ¬(G −→ F ).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

(â) Ââèäó ïóíêòà (å) òîãî æå ïðèìåðà âûïîëíåíî ` ¬(G −→ F ) −→ ¬F ,
îòêóäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ïîëó÷àåì ¬(G −→ F ) ` ¬F .

(ã) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ¬G ,G ` F :

(1) ¬G (ãèïîòåçà)
(2) G (ãèïîòåçà)
(3) G −→ (¬F −→ G) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(4) ¬G −→ (¬F −→ ¬G) (ñõåìà àêñèîì ( A1))
(5) ¬F −→ ¬G (èç (1), (4) ïî MP)
(6) ¬F −→ G (èç (2), (3) ïî MP)
(7) F (èç (5), (6) ïî ïóíêòó (à), ðàññìîòðåííîìó âûøå)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

(â) Ââèäó ïóíêòà (å) òîãî æå ïðèìåðà âûïîëíåíî ` ¬(G −→ F ) −→ ¬F ,
îòêóäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ïîëó÷àåì ¬(G −→ F ) ` ¬F .

(ã) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ¬G ,G ` F :

(1) ¬G (ãèïîòåçà)
(2) G (ãèïîòåçà)
(3) G −→ (¬F −→ G) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(4) ¬G −→ (¬F −→ ¬G) (ñõåìà àêñèîì ( A1))
(5) ¬F −→ ¬G (èç (1), (4) ïî MP)
(6) ¬F −→ G (èç (2), (3) ïî MP)
(7) F (èç (5), (6) ïî ïóíêòó (à), ðàññìîòðåííîìó âûøå)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Èòàê, èìååì ¬G ,G ` F . Îòñþäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè âûïîëíåíî
¬G ` G −→ F è, ñíîâà ïî òîé æå òåîðåìå, ` ¬G −→ (G −→ F ). Òåïåðü
ïîñòðîèì èñêîìûé âûâîä ôîðìóëû G èç ¬(G −→ F ):

(1) ¬G −→ (G −→ F ) (òåîðåìà)
(2) ¬(G −→ F ) (ãèïîòåçà)
(3) (¬G −→ (G −→ F )) −→ (¬(G −→ F ) −→ ¬¬G) (òåîðåìà ïî ïóíêòó
(ã) ïðèìåðà 3 ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè�)
(4) ¬¬G −→ G (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à) òîãî æå ïðèìåðà)
(5) ¬(G −→ F ) −→ ¬¬G (èç (1), (3) ïî MP)
(6) ¬(G −→ F ) −→ G (èç (4), (5) ââèäó ïðèìåðà 2 ïàðàãðàôà �Òåîðåìà
î äåäóêöèè�)
(7) G (èç (2), (6) ïî MP)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Èòàê, èìååì ¬G ,G ` F . Îòñþäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè âûïîëíåíî
¬G ` G −→ F è, ñíîâà ïî òîé æå òåîðåìå, ` ¬G −→ (G −→ F ). Òåïåðü
ïîñòðîèì èñêîìûé âûâîä ôîðìóëû G èç ¬(G −→ F ):

(1) ¬G −→ (G −→ F ) (òåîðåìà)
(2) ¬(G −→ F ) (ãèïîòåçà)
(3) (¬G −→ (G −→ F )) −→ (¬(G −→ F ) −→ ¬¬G) (òåîðåìà ïî ïóíêòó
(ã) ïðèìåðà 3 ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè�)
(4) ¬¬G −→ G (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à) òîãî æå ïðèìåðà)
(5) ¬(G −→ F ) −→ ¬¬G (èç (1), (3) ïî MP)
(6) ¬(G −→ F ) −→ G (èç (4), (5) ââèäó ïðèìåðà 2 ïàðàãðàôà �Òåîðåìà
î äåäóêöèè�)
(7) G (èç (2), (6) ïî MP)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà è F � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ýòîé òåîðèè. Òîãäà åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γ ∪ {¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, òî Γ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ ∪ {¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà G òàêàÿ, ÷òî Γ ∪ {¬F} ` G è Γ ∪ {¬F} ` ¬G . Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó
î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì Γ ` ¬F −→ G è Γ ` ¬F −→ ¬G . Îòñþäà è èç
óñòàíîâëåííîãî â ïóíêòå (à) ëåììû 1 ñëåäîâàíèÿ
¬F −→ G , ¬F −→ ¬G ` F çàêëþ÷àåì, ÷òî Γ ` F .

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Èç ëåììû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ôàêò: åñëè
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïðîòèâîðå÷èâî, òî èç íåãî âûâîäèòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà
(ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëîã èçâåñòíîãî íàì òåçèñà î
òîì, ÷òî èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ
ïðîòèâîðå÷èâî è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà ïðîòèâîðå÷èâî è
ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F̄}, îòêóäà â ñèëó ëåììû 2 èìååì Γ ` F̄ , ò.ê.
ôîðìóëà F̄ çàìêíóòà. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèìåð 1 èç
ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�, ïîëó÷àåì Γ ` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà è F � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ýòîé òåîðèè. Òîãäà åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γ ∪ {¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, òî Γ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ ∪ {¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà G òàêàÿ, ÷òî Γ ∪ {¬F} ` G è Γ ∪ {¬F} ` ¬G . Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó
î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì Γ ` ¬F −→ G è Γ ` ¬F −→ ¬G . Îòñþäà è èç
óñòàíîâëåííîãî â ïóíêòå (à) ëåììû 1 ñëåäîâàíèÿ
¬F −→ G , ¬F −→ ¬G ` F çàêëþ÷àåì, ÷òî Γ ` F .

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Èç ëåììû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ôàêò: åñëè
ìíîæåñòâî ôîðìóë ïðîòèâîðå÷èâî, òî èç íåãî âûâîäèòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà
(ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëîã èçâåñòíîãî íàì òåçèñà î
òîì, ÷òî èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ
ïðîòèâîðå÷èâî è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà ïðîòèâîðå÷èâî è
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Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ïðîèçâîëüíîé òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â K,
åñëè Γ `K F èëè Γ `K ¬F äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F òåîðèè K.

Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå â ÷åñòü åãî àâòîðà íîñèò
íàçâàíèå ëåììû Ëèíäåíáàóìà.

ËÅÌÌÀ 3. Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëíîì íåïðîòèâîðå÷èâîì ìíîæåñòâå
ôîðìóë ýòîé òåîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè
K. Ïîñêîëüêó àëôàâèò òåîðèè K ñ÷åòåí, ñ÷åòíûì áóäåò è ìíîæåñòâî âñåõ
åå âûðàæåíèé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåíóìåðîâàòü âñå çàìêíóòûå
ôîðìóëû â K; ïóñòü F1,F2, . . . � êàêîé-íèáóäü èõ ïåðåñ÷åò. Ñëåäóþùèì
îáðàçîì îïðåäåëèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ0, Γ1, Γ2, . . . ìíîæåñòâ,
ñîñòîÿùèõ èç ôîðìóë òåîðèè K. Ñ÷èòàåì Γ0 = Γ. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî
ìíîæåñòâî Γn (n ≥ 0) îïðåäåëåíî. Òîãäà ïîëàãàåì Γn+1 = Γn ∪ {Fn+1}, åñëè
Γn 6` ¬Fn+1, è Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1}, åñëè Γn 6` Fn+1 (çàìåòèì, ÷òî
êîððåêòíîñòü ïîøàãîâîãî ïîñòðîåíèÿ Γn+1 ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Γn

âûòåêàåò èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γn, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íèæå; åñëè ïðè ýòîì
âûïîëíåíî îäíîâðåìåííî êàê Γn 6` ¬Fn+1, òàê è Γn 6` Fn+1, òî âûáèðàåì
ëþáóþ èç äâóõ âîçìîæíîñòåé).
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Ïîëîæèì Γ∞ =
⋃

n Γn. Ïî ïîñòðîåíèþ, Γ∞ ⊇ Γ è äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé
ôîðìóëû F òåîðèè K èìååì Γ∞ ` F èëè Γ∞ ` ¬F , ò.å. ìíîæåñòâî ôîðìóë
Γ∞ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, F = Fn+1 äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî n è ëèáî Γ∞ ⊇ Γn+1 ⊇ {Fn+1}, ëèáî Γ∞ ⊇ Γn+1 ⊇ {¬Fn+1}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ∞ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Γn, ò.ê. âñÿêèé âûâîä
ïðîòèâîðå÷èÿ èç Γ∞ èñïîëüçóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ãèïîòåç è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì ïðîòèâîðå÷èÿ óæå èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà Γn. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ìíîæåñòâà ôîðìóë Γn äîêàæåì
èíäóêöèåé ïî íîìåðó n. Ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî.
Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γn íåïðîòèâîðå÷èâî è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ,
îäèí èç êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ñëó÷àé 1: Γn 6` Fn+1. Òîãäà â ñèëó ëåììû 2 ìíîæåñòâî ôîðìóë
Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1} íåïðîòèâîðå÷èâî.

Ñëó÷àé 2: Γn 6` ¬Fn+1. Òîãäà ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn ∪ {¬¬Fn+1}
íåïðîòèâîðå÷èâî â ñèëó òîé æå ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó
¬¬Fn+1 ` Fn+1 (ñì. ïðèìåð 3(à) èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î äåäóêöèè�),
íåïðîòèâîðå÷èâûì áóäåò è ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 = Γn ∪ {Fn+1}.

Èòàê, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn âëå÷åò çà ñîáîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn+1.
Îòñþäà âûòåêàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü âñåõ ôîðìóë Γn, à ïîòîìó è
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ∞ =

⋃
n Γn. Ëåììà äîêàçàíà.
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íåïðîòèâîðå÷èâûì áóäåò è ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 = Γn ∪ {Fn+1}.

Èòàê, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn âëå÷åò çà ñîáîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn+1.
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⋃
n Γn. Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïóñòü òåîðèÿ K′ ïîëó÷åíà èç K äîáàâëåíèåì ê ñèãíàòóðå Σ(K) íîâûõ
ñèìâîëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K′ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì
òåîðèè K.

Íàçîâåì âñÿêèé òåðì çàìêíóòûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïðåäìåòíûõ
ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, íóëüàðíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû ñóòü
çàìêíóòûå òåðìû.

ËÅÌÌÀ 4. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîðìóë òåîðèè K
ñóùåñòâóåò íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ′ ôîðìóë ðàñøèðåíèÿ K′
òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî åñëè Γ `K ¬∀xF (x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â F (x), òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà
âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé çàìêíóòûé òåðì òåîðèè K′.
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òåîðèè K.
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1(x1),F2(x2), . . . � êàêîé-íèáóäü ïåðåñ÷åò âñåõ
ôîðìóë òåîðèè K, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé è
òàêèõ, ÷òî ôîðìóëû ¬∀x1F (x1),¬∀x2F (x2), . . . âûâîäÿòñÿ èç Γ.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, t2, . . . íóëüàðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû tk 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tk−1}
äëÿ âñÿêîãî k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K′ (ñîîòâåòñòâåííî Kn) ðàñøèðåíèå òåîðèè K, äëÿ
êîòîðîãî Σ(K′) = Σ(K) ∪ {t1, t2, . . .} (ñîîòâåòñòâåííî
Σ(Kn) = Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}), à ÷åðåç Γ′ (ñîîòâåòñòâåííî Γn) �
ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F1(t1),¬F2(t2), . . .} (ñîîòâåòñòâåííî
Γ ∪ {¬F1(t1),¬F2(t2), . . . ,¬Fn(tn)}); ïðè ýòîì ñ÷èòàåì K0 = K è Γ0 = Γ.

Ïîêàæåì, ÷òî Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî â K′. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó î÷åâèäíûõ
ðàâåíñòâ Γ′ =

⋃
n Γn è Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü

íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γn â ðàñøèðåíèè Kn.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, t2, . . . íóëüàðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
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êîòîðîãî Σ(K′) = Σ(K) ∪ {t1, t2, . . .} (ñîîòâåòñòâåííî
Σ(Kn) = Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}), à ÷åðåç Γ′ (ñîîòâåòñòâåííî Γn) �
ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F1(t1),¬F2(t2), . . .} (ñîîòâåòñòâåííî
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
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ðàâåíñòâ Γ′ =

⋃
n Γn è Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.
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Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî
â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1.
Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1)
çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1 Fn+1(tn+1).
Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì
Fn+1(tn+1) èç Γn â òåîðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1
ïåðåìåííîé xn+1.
Òàê êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn â
òåîðèè Kn.
Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è, ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî
îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn ¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáîãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à
ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî
ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â ëåììå óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ËÅÌÌÀ 5. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîðìóë òåîðèè K
ñóùåñòâóåò ïîëíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ′ ôîðìóë ðàñøèðåíèÿ
K′ òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî åñëè Γ′ `K′ ¬∀xF (x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â F (x), òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà
âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé çàìêíóòûé òåðì òåîðèè K′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïîî÷åð�åäíî ëåììû 3 è 4, ïîñòðîèì
âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Γ = Γ0 ⊆ Φ1 ⊆ Γ1 ⊆ Φ2 ⊆ . . . ìíîæåñòâ ôîðìóë è âîçðàñòàþùóþ ïî
âêëþ÷åíèþ ñèãíàòóð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K = K0,K1,K2, . . . òåîðèé,
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ìíîæåñòâà
ôîðìóë Γn è Φn íåïðîòèâîðå÷èâû â Kn, ïðè÷åì Γn � ïîëíîå â Kn

ìíîæåñòâî, è åñëè Γn−1 `Kn−1 ¬∀xF (x), ãäå F (x) ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, òî â Φn ñóùåñòâóåò ôîðìóëà âèäà ¬F (t) äëÿ
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç Kn.

Ïîëîæèì Γ′ =
⋃

n Γn =
⋃

n Φn, à â êà÷åñòâå K′ âîçüìåì ðàñøèðåíèå òåîðèè
K òàêîå, ÷òî Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî

ôîðìóë Γ′ è òåîðèÿ K′ óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì â óñëîâèè ëåììû
òðåáîâàíèÿì. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ËÅÌÌÀ 5. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîðìóë òåîðèè K
ñóùåñòâóåò ïîëíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ′ ôîðìóë ðàñøèðåíèÿ
K′ òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî åñëè Γ′ `K′ ¬∀xF (x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â F (x), òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà
âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé çàìêíóòûé òåðì òåîðèè K′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïîî÷åð�åäíî ëåììû 3 è 4, ïîñòðîèì
âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Γ = Γ0 ⊆ Φ1 ⊆ Γ1 ⊆ Φ2 ⊆ . . . ìíîæåñòâ ôîðìóë è âîçðàñòàþùóþ ïî
âêëþ÷åíèþ ñèãíàòóð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K = K0,K1,K2, . . . òåîðèé,
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ìíîæåñòâà
ôîðìóë Γn è Φn íåïðîòèâîðå÷èâû â Kn, ïðè÷åì Γn � ïîëíîå â Kn

ìíîæåñòâî, è åñëè Γn−1 `Kn−1 ¬∀xF (x), ãäå F (x) ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, òî â Φn ñóùåñòâóåò ôîðìóëà âèäà ¬F (t) äëÿ
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç Kn.

Ïîëîæèì Γ′ =
⋃

n Γn =
⋃

n Φn, à â êà÷åñòâå K′ âîçüìåì ðàñøèðåíèå òåîðèè
K òàêîå, ÷òî Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî

ôîðìóë Γ′ è òåîðèÿ K′ óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì â óñëîâèè ëåììû
òðåáîâàíèÿì. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ËÅÌÌÀ 5. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîðìóë òåîðèè K
ñóùåñòâóåò ïîëíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ′ ôîðìóë ðàñøèðåíèÿ
K′ òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî åñëè Γ′ `K′ ¬∀xF (x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â F (x), òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà
âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé çàìêíóòûé òåðì òåîðèè K′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïîî÷åð�åäíî ëåììû 3 è 4, ïîñòðîèì
âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Γ = Γ0 ⊆ Φ1 ⊆ Γ1 ⊆ Φ2 ⊆ . . . ìíîæåñòâ ôîðìóë è âîçðàñòàþùóþ ïî
âêëþ÷åíèþ ñèãíàòóð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K = K0,K1,K2, . . . òåîðèé,
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ìíîæåñòâà
ôîðìóë Γn è Φn íåïðîòèâîðå÷èâû â Kn, ïðè÷åì Γn � ïîëíîå â Kn

ìíîæåñòâî, è åñëè Γn−1 `Kn−1 ¬∀xF (x), ãäå F (x) ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, òî â Φn ñóùåñòâóåò ôîðìóëà âèäà ¬F (t) äëÿ
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç Kn.

Ïîëîæèì Γ′ =
⋃

n Γn =
⋃

n Φn, à â êà÷åñòâå K′ âîçüìåì ðàñøèðåíèå òåîðèè
K òàêîå, ÷òî Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî

ôîðìóë Γ′ è òåîðèÿ K′ óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì â óñëîâèè ëåììû
òðåáîâàíèÿì. Ëåììà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÒÅÎÐÅÌÀ (îáðàòíàÿ ê òåîðåìå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè). Âñÿêîå
íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò
[ñ÷åòíóþ] ìîäåëü.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè K. Ìû õîòèì óêàçàòü ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå
ôîðìóëû èç Γ. ßñíî, ÷òî òàêóþ ìîäåëü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äëÿ
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â
íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè K′ òåîðèè K îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 5.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà èñêîìîé ìîäåëè ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî
M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó
f (n) ∈ Σ(K′) â M ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ fn, âû÷èñëÿþùàÿ ïî ëþáûì
t1, t2, . . . , tn ∈ M ýëåìåíò f (n)(t1, t2, . . . , tn) ∈ M; ïðè n = 0 ñèìâîëó f (0)

ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåííûé ýëåìåíò f (0) ∈ M. Êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
P(n) ∈ Σ(K′) èíòåðïðåòèðóåòñÿ â M ïðåäèêàòîì Pn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tn ∈ M âûïîëíåíî:

Pn(t1, t2, . . . , tn) =

{
1, åñëè Γ′ ` P(n)(t1, t2, . . . , tn),

0, åñëè Γ′ 6` P(n)(t1, t2, . . . , tn).
(∗)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÒÅÎÐÅÌÀ (îáðàòíàÿ ê òåîðåìå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè). Âñÿêîå
íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò
[ñ÷åòíóþ] ìîäåëü.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè K. Ìû õîòèì óêàçàòü ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå
ôîðìóëû èç Γ. ßñíî, ÷òî òàêóþ ìîäåëü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äëÿ
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â
íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè K′ òåîðèè K îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 5.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà èñêîìîé ìîäåëè ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî
M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó
f (n) ∈ Σ(K′) â M ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ fn, âû÷èñëÿþùàÿ ïî ëþáûì
t1, t2, . . . , tn ∈ M ýëåìåíò f (n)(t1, t2, . . . , tn) ∈ M; ïðè n = 0 ñèìâîëó f (0)

ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåííûé ýëåìåíò f (0) ∈ M. Êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
P(n) ∈ Σ(K′) èíòåðïðåòèðóåòñÿ â M ïðåäèêàòîì Pn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tn ∈ M âûïîëíåíî:

Pn(t1, t2, . . . , tn) =

{
1, åñëè Γ′ ` P(n)(t1, t2, . . . , tn),

0, åñëè Γ′ 6` P(n)(t1, t2, . . . , tn).
(∗)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÒÅÎÐÅÌÀ (îáðàòíàÿ ê òåîðåìå î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè). Âñÿêîå
íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò
[ñ÷åòíóþ] ìîäåëü.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè K. Ìû õîòèì óêàçàòü ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå
ôîðìóëû èç Γ. ßñíî, ÷òî òàêóþ ìîäåëü äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äëÿ
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â
íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè K′ òåîðèè K îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 5.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà èñêîìîé ìîäåëè ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî
M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó
f (n) ∈ Σ(K′) â M ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ fn, âû÷èñëÿþùàÿ ïî ëþáûì
t1, t2, . . . , tn ∈ M ýëåìåíò f (n)(t1, t2, . . . , tn) ∈ M; ïðè n = 0 ñèìâîëó f (0)

ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåííûé ýëåìåíò f (0) ∈ M. Êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
P(n) ∈ Σ(K′) èíòåðïðåòèðóåòñÿ â M ïðåäèêàòîì Pn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tn ∈ M âûïîëíåíî:

Pn(t1, t2, . . . , tn) =

{
1, åñëè Γ′ ` P(n)(t1, t2, . . . , tn),

0, åñëè Γ′ 6` P(n)(t1, t2, . . . , tn).
(∗)

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ìíîæåñòâî M ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M ñèãíàòóðû Σ(K′). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî M
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ K′, íà êîòîðîé èñòèííà âñÿêàÿ ôîðìóëà èç Γ′, äîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F òåîðèè K′ èñòèííà â M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F â òåîðèè K′. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì
âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â F .

Åñëè F åñòü çàìêíóòàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (∗),
îíà èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F . Äîïóñòèì äàëåå, ÷òî
ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ñ ìåíüøèì, ÷åì ó F ,
÷èñëîì ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: F = ¬G . Åñëè F èñòèííà â M, òî G ëîæíà â M è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè Γ′ 6` G . Òàê êàê Γ′

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â K′ ìíîæåñòâîì ôîðìóë è G çàìêíóòà, èìååì Γ′ ` ¬G ,
ò.å. Γ′ ` F . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà â M, è
òîãäà Γ′ ` G , à ïîñêîëüêó Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî, ïîëó÷àåì Γ′ 6` ¬G , ò.å.
Γ′ 6` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ìíîæåñòâî M ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M ñèãíàòóðû Σ(K′). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî M
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ K′, íà êîòîðîé èñòèííà âñÿêàÿ ôîðìóëà èç Γ′, äîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F òåîðèè K′ èñòèííà â M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F â òåîðèè K′. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì
âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â F .

Åñëè F åñòü çàìêíóòàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (∗),
îíà èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F . Äîïóñòèì äàëåå, ÷òî
ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ñ ìåíüøèì, ÷åì ó F ,
÷èñëîì ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: F = ¬G . Åñëè F èñòèííà â M, òî G ëîæíà â M è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè Γ′ 6` G . Òàê êàê Γ′

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â K′ ìíîæåñòâîì ôîðìóë è G çàìêíóòà, èìååì Γ′ ` ¬G ,
ò.å. Γ′ ` F . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà â M, è
òîãäà Γ′ ` G , à ïîñêîëüêó Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî, ïîëó÷àåì Γ′ 6` ¬G , ò.å.
Γ′ 6` F .
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Ìíîæåñòâî M ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M ñèãíàòóðû Σ(K′). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî M
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ K′, íà êîòîðîé èñòèííà âñÿêàÿ ôîðìóëà èç Γ′, äîêàæåì
ñíà÷àëà, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F òåîðèè K′ èñòèííà â M
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F â òåîðèè K′. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì
âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â F .

Åñëè F åñòü çàìêíóòàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (∗),
îíà èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F . Äîïóñòèì äàëåå, ÷òî
ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ñ ìåíüøèì, ÷åì ó F ,
÷èñëîì ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: F = ¬G . Åñëè F èñòèííà â M, òî G ëîæíà â M è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè Γ′ 6` G . Òàê êàê Γ′

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â K′ ìíîæåñòâîì ôîðìóë è G çàìêíóòà, èìååì Γ′ ` ¬G ,
ò.å. Γ′ ` F . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà â M, è
òîãäà Γ′ ` G , à ïîñêîëüêó Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî, ïîëó÷àåì Γ′ 6` ¬G , ò.å.
Γ′ 6` F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ñëó÷àé 2: F = G −→ H. Èç çàìêíóòîñòè F âûòåêàåò çàìêíóòîñòü ôîðìóë
G è H. Åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà è H ëîæíà â M. Òîãäà ñîãëàñíî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ Γ′ ` G è Γ′ 6` H. Èç ïîëíîòû Γ′ èìååì
Γ′ ` ¬H. Ïîýòîìó ââèäó òîãî, ÷òî G , ¬H ` ¬(G −→ H) ïî ëåììå 1(á),
ñïðàâåäëèâî Γ′ ` ¬(G −→ H), ò.å. Γ′ ` ¬F è, â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
Γ′, èìååì Γ′ 6` F . Îáðàòíî, åñëè Γ′ 6` F , òî èç ïîëíîòû Γ′ ïîëó÷àåì
Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬(G −→ H). Òîãäà, ïîñêîëüêó ¬(G −→ H) ` G è
¬(G −→ H) ` ¬H ïî ëåììå 1(â,ã), èìååì Γ′ ` G , Γ′ ` ¬H è, ââèäó
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ′, âûïîëíåíî Γ′ 6` H. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, äåëàåì âûâîä, ÷òî G èñòèííà, à H ëîæíà â M,
è çíà÷èò, ôîðìóëà F = G −→ H òàêæå ëîæíà â M.

Ñëó÷àé 3: F = ∀xG . Åñëè x íå âõîäèò ñâîáîäíî â G , ò.å. G çàìêíóòà, òî F
èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â M èñòèííà G . Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî Γ′ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` G ,
ïîëó÷àåì èíòåðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå äëÿ F èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ î G . Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî G = G(x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â G .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ñëó÷àé 2: F = G −→ H. Èç çàìêíóòîñòè F âûòåêàåò çàìêíóòîñòü ôîðìóë
G è H. Åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà è H ëîæíà â M. Òîãäà ñîãëàñíî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ Γ′ ` G è Γ′ 6` H. Èç ïîëíîòû Γ′ èìååì
Γ′ ` ¬H. Ïîýòîìó ââèäó òîãî, ÷òî G , ¬H ` ¬(G −→ H) ïî ëåììå 1(á),
ñïðàâåäëèâî Γ′ ` ¬(G −→ H), ò.å. Γ′ ` ¬F è, â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
Γ′, èìååì Γ′ 6` F . Îáðàòíî, åñëè Γ′ 6` F , òî èç ïîëíîòû Γ′ ïîëó÷àåì
Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬(G −→ H). Òîãäà, ïîñêîëüêó ¬(G −→ H) ` G è
¬(G −→ H) ` ¬H ïî ëåììå 1(â,ã), èìååì Γ′ ` G , Γ′ ` ¬H è, ââèäó
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ′, âûïîëíåíî Γ′ 6` H. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, äåëàåì âûâîä, ÷òî G èñòèííà, à H ëîæíà â M,
è çíà÷èò, ôîðìóëà F = G −→ H òàêæå ëîæíà â M.

Ñëó÷àé 3: F = ∀xG . Åñëè x íå âõîäèò ñâîáîäíî â G , ò.å. G çàìêíóòà, òî F
èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â M èñòèííà G . Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî Γ′ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` G ,
ïîëó÷àåì èíòåðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå äëÿ F èç ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ î G . Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî G = G(x), ãäå x �
åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â G .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F èñòèííà â M è òåì íå ìåíåå Γ′ 6` F . Â ñèëó ïîëíîòû
Γ′ èìååì Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬∀xG(x). Îòñþäà ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ âûòåêàåò íàëè÷èå çàìêíóòîãî òåðìà t òåîðèè K′,
äëÿ êîòîðîãî ¬G(t) ∈ Γ′ è, â ÷àñòíîñòè, Γ′ ` ¬G(t). Òàê êàê ôîðìóëà
F = ∀xG(x) èñòèííà â M, òî èñòèííà â M è ôîðìóëà G(t), îòêóäà ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì Γ′ ` G(t). Íî ýòîãî áûòü íå
ìîæåò, ïîñêîëüêó Γ′ ` ¬G(t), à Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî. Èòàê, èç èñòèííîñòè F
â M ñëåäóåò Γ′ ` F .

Îáðàòíî, äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Γ′ ` F è âìåñòå ñ òåì F ëîæíà â M. Èç
ëîæíîñòè ôîðìóëû ∀xG(x) â M è èç îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà
ñèñòåìû M êàê ìíîæåñòâà M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′ âûòåêàåò,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç K′ ôîðìóëà G(t) ëîæíà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ïî óñëîâèþ Γ′ ` ∀xG(x). Ó÷èòûâàÿ àêñèîìó (A5)
∀xG(x) −→ G(t), ïîëó÷àåì ∀xG(x) ` G(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, Γ′ ` G(t).
Ïîýòîìó â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôîðìóëà G(t) äîëæíà áûòü
èñòèííîé â M, à ýòî íå òàê. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå
Γ′ ` F âëå÷åò çà ñîáîé èñòèííîñòü ôîðìóëû F â ñèñòåìå M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F èñòèííà â M è òåì íå ìåíåå Γ′ 6` F . Â ñèëó ïîëíîòû
Γ′ èìååì Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬∀xG(x). Îòñþäà ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ âûòåêàåò íàëè÷èå çàìêíóòîãî òåðìà t òåîðèè K′,
äëÿ êîòîðîãî ¬G(t) ∈ Γ′ è, â ÷àñòíîñòè, Γ′ ` ¬G(t). Òàê êàê ôîðìóëà
F = ∀xG(x) èñòèííà â M, òî èñòèííà â M è ôîðìóëà G(t), îòêóäà ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì Γ′ ` G(t). Íî ýòîãî áûòü íå
ìîæåò, ïîñêîëüêó Γ′ ` ¬G(t), à Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî. Èòàê, èç èñòèííîñòè F
â M ñëåäóåò Γ′ ` F .

Îáðàòíî, äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Γ′ ` F è âìåñòå ñ òåì F ëîæíà â M. Èç
ëîæíîñòè ôîðìóëû ∀xG(x) â M è èç îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà
ñèñòåìû M êàê ìíîæåñòâà M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′ âûòåêàåò,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç K′ ôîðìóëà G(t) ëîæíà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ïî óñëîâèþ Γ′ ` ∀xG(x). Ó÷èòûâàÿ àêñèîìó (A5)
∀xG(x) −→ G(t), ïîëó÷àåì ∀xG(x) ` G(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, Γ′ ` G(t).
Ïîýòîìó â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôîðìóëà G(t) äîëæíà áûòü
èñòèííîé â M, à ýòî íå òàê. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå
Γ′ ` F âëå÷åò çà ñîáîé èñòèííîñòü ôîðìóëû F â ñèñòåìå M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F èç K′
èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî
M � ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F èç K′
èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî
M � ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F èç K′
èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî
M � ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F èç K′
èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî
M � ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F èç K′
èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî
M � ìîäåëü òåîðèè K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì äëÿ M. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1
èç ïàðàãðàôà �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� èìååì Γ′ ` Ḡ , ãäå Ḡ �
çàìûêàíèå G . Ïî äîêàçàííîìó âûøå ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è
ôîðìóëà G èñòèííà â M.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M, ò.å.
ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′.
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Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ðàâíîïðàâíîñòü ñèíòàêñè÷åñêîãî
ïîíÿòèÿ âûâîäèìîñòè è ñåìàíòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÎÁ ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà Γ ` F
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ |= F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïàðàãðàôå �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå Γ ` F âëå÷åò çà ñîáîé Γ |= F . Îáðàòíî, ïóñòü Γ |= F .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M äàííîé òåîðèè èç òîãî, ÷òî âñå
ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà M, ñëåäóåò èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû F , à
ïîòîìó è åå çàìûêàíèÿ F̄ . Òîãäà ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Γ ∪ {¬F̄} íå
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èñòèííûìè íè íà êàêîé ìîäåëè. Îòñþäà ââèäó
äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàùåíèåì òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F̄}
ïðîòèâîðå÷èâî. Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà èìååì
Γ ` F̄ , òàê êàê ôîðìóëà F̄ çàìêíóòà. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî èç
óñëîâèÿΓ ` F̄ ñëåäóåò Γ ` F . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ðàâíîïðàâíîñòü ñèíòàêñè÷åñêîãî
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ÒÅÎÐÅÌÀ ÎÁ ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà Γ ` F
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ |= F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïàðàãðàôå �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå Γ ` F âëå÷åò çà ñîáîé Γ |= F . Îáðàòíî, ïóñòü Γ |= F .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M äàííîé òåîðèè èç òîãî, ÷òî âñå
ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà M, ñëåäóåò èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû F , à
ïîòîìó è åå çàìûêàíèÿ F̄ . Òîãäà ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Γ ∪ {¬F̄} íå
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èñòèííûìè íè íà êàêîé ìîäåëè. Îòñþäà ââèäó
äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàùåíèåì òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F̄}
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Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå îá àäåêâàòíîñòè Γ = ∅, ïîëó÷àåì ðàâíîïðàâíîñòü
óñëîâèé ` F è |= F . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÎËÍÎÒÅ. Âî âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðåìàìè
ÿâëÿþòñÿ âñå òå è òîëüêî òå ôîðìóëû, êîòîðûå ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìû.

Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà äîêàçàíà àâñòðèéñêèì ìàòåìàòèêîì Êóðòîì
Ã�åäåëåì â 1930 ãîäó äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ. Ñóòü åå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííûõ ïÿòè ñõåì
ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è äâóõ ïðàâèë âûâîäà � modus ponens è ïðàâèëà
îáîáùåíèÿ � âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà áûëà âûâîäèìà. Â ýòîì
ñìûñëå ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Òàê êàê â òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûå
ôîðìóëû � ýòî â òî÷íîñòè òàâòîëîãèè, ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé êëàññ òåîðåì
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé êëàññ òåîðåì
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå îá àäåêâàòíîñòè Γ = ∅, ïîëó÷àåì ðàâíîïðàâíîñòü
óñëîâèé ` F è |= F . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÎËÍÎÒÅ. Âî âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðåìàìè
ÿâëÿþòñÿ âñå òå è òîëüêî òå ôîðìóëû, êîòîðûå ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìû.

Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà äîêàçàíà àâñòðèéñêèì ìàòåìàòèêîì Êóðòîì
Ã�åäåëåì â 1930 ãîäó äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ. Ñóòü åå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííûõ ïÿòè ñõåì
ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è äâóõ ïðàâèë âûâîäà � modus ponens è ïðàâèëà
îáîáùåíèÿ � âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà áûëà âûâîäèìà. Â ýòîì
ñìûñëå ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Òàê êàê â òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûå
ôîðìóëû � ýòî â òî÷íîñòè òàâòîëîãèè, ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé êëàññ òåîðåì
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ñëåäñòâèÿ ðàçâèòîé íàìè òåõíèêè îòìåòèì òåîðåìó î
êîìïàêòíîñòè, äîêàçàííóþ â ïîëíîé îáùíîñòè â 1936 ãîäó ñîâåòñêèì
ìàòåìàòèêîì Àíàòîëèåì Èâàíîâè÷åì Ìàëüöåâûì.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà Γ |= F â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ∆ |= F äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ïîäìíîæåñòâà ∆ ìíîæåñòâà Γ.

Â ñàìîì äåëå, çàìåíèâ â äàííîì óòâåðæäåíèè çíàê |= ëîãè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ çíàêîì ` âûâîäèìîñòè, ìû ïîëó÷èì ââèäó òåîðåìû îá
àäåêâàòíîñòè ðàâíîñèëüíîå åìó óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî,
ñïðàâåäëèâî (ñì. ïðåäëîæåíèå î ñâîéñòâàõ âûâîäèìîñòè, äîêàçàííîå â
ïåðâîì ïàðàãðàôå àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà �Ôîðìàëüíûå òåîðèè�).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ñëåäñòâèÿ ðàçâèòîé íàìè òåõíèêè îòìåòèì òåîðåìó î
êîìïàêòíîñòè, äîêàçàííóþ â ïîëíîé îáùíîñòè â 1936 ãîäó ñîâåòñêèì
ìàòåìàòèêîì Àíàòîëèåì Èâàíîâè÷åì Ìàëüöåâûì.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà Γ |= F â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ∆ |= F äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ïîäìíîæåñòâà ∆ ìíîæåñòâà Γ.

Â ñàìîì äåëå, çàìåíèâ â äàííîì óòâåðæäåíèè çíàê |= ëîãè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ çíàêîì ` âûâîäèìîñòè, ìû ïîëó÷èì ââèäó òåîðåìû îá
àäåêâàòíîñòè ðàâíîñèëüíîå åìó óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî,
ñïðàâåäëèâî (ñì. ïðåäëîæåíèå î ñâîéñòâàõ âûâîäèìîñòè, äîêàçàííîå â
ïåðâîì ïàðàãðàôå àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà �Ôîðìàëüíûå òåîðèè�).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Çàìåòèì, ÷òî åñëè F � ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà (ò.å. îíà ëîæíà
ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè), òî óñëîâèå Γ |= F ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Γ íå
èìååò ìîäåëè. Îòñþäà è èç òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè ëåãêî âûòåêàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò
ìîäåëü.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå î
êîìïàêòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå ìîäèôèêàöèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Çàìåòèì, ÷òî åñëè F � ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà (ò.å. îíà ëîæíà
ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè), òî óñëîâèå Γ |= F ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Γ íå
èìååò ìîäåëè. Îòñþäà è èç òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè ëåãêî âûòåêàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò
ìîäåëü.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå î
êîìïàêòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå ìîäèôèêàöèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Çàìåòèì, ÷òî åñëè F � ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà (ò.å. îíà ëîæíà
ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè), òî óñëîâèå Γ |= F ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Γ íå
èìååò ìîäåëè. Îòñþäà è èç òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè ëåãêî âûòåêàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò
ìîäåëü.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå î
êîìïàêòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå ìîäèôèêàöèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå
óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåîðèè K, òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. ïàðàãðàô �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåîðåìîé
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî.

Êàê ìû óâèäèì, äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà
ýòîé òåîðåìû áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå
óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåîðèè K, òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. ïàðàãðàô �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåîðåìîé
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî.

Êàê ìû óâèäèì, äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà
ýòîé òåîðåìû áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå
óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåîðèè K, òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. ïàðàãðàô �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåîðåìîé
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî.

Êàê ìû óâèäèì, äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà
ýòîé òåîðåìû áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå
óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåîðèè K, òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. ïàðàãðàô �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåîðåìîé
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî.

Êàê ìû óâèäèì, äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà
ýòîé òåîðåìû áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîìïàêòíîñòè. Òåîðåìà
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå
óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåîðèè K, òî Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. ïàðàãðàô �Òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåîðåìîé
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî.

Êàê ìû óâèäèì, äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà
ýòîé òåîðåìû áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë E (2). Áóäåì ñîêðàùåííî ïèñàòü t = s
âìåñòî E (2)(t, s) è t 6= s âìåñòî ¬E (2)(t, s). Òåîðèÿ K íàçûâàåòñÿ òåîðèåé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, åñëè ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ
òåîðåìàìè K:
(1) ∀x(x = x) (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà);
(2) ∀x∀y(x = y −→ y = x) (ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâà);
(3) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z) (òðàíçèòèâíîñòü ðàâåíñòâà);
(4) ∀x1 . . .∀xn∀y1 . . .∀yn(x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn ∧ F (x1, . . . , xn)
−→ F (y1, . . . , yn)) (ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà);
çäåñü F (x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà â K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Åå ñèãíàòóðà èìååò îäèí
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: + (äâóõìåñòíûé)
è 0 (íóëüìåñòíûé). Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à) ∀x∀y∀z(x + (y + z) (ä) ∀x(x = x);
= (x + y) + z); (å) ∀x∀y(x = y −→ y = x);

(á) ∀x(x + 0 = x); (æ) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z ;
(â) ∀x∃y(x + y = 0); (ç) ∀x∀y∀z(x = y −→ x + z = y + z).
(ã) ∀x∀y(x + y = y + x);

ÏÐÈÌÅÐ 2. Òåîðèÿ ïîëåé. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò îäèí ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë = è ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: äâóõìåñòíûå + è ·,
íóëüìåñòíûå 0 è 1. Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à)�(ç) èç ïðèìåðà 1; (ë)∀x∀y(x · y = y · x);
(è) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z); (ì) ∀x(x · 1 = x);
(ê) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = x · y + x · z); (í) ∀x(x 6= 0 −→ ∃y(x · y = 1)).

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (à)�(ì) îïðåäåëÿþò òåîðèþ êîììóòàòèâíûõ
àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Åå ñèãíàòóðà èìååò îäèí
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: + (äâóõìåñòíûé)
è 0 (íóëüìåñòíûé). Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à) ∀x∀y∀z(x + (y + z) (ä) ∀x(x = x);
= (x + y) + z); (å) ∀x∀y(x = y −→ y = x);

(á) ∀x(x + 0 = x); (æ) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z ;
(â) ∀x∃y(x + y = 0); (ç) ∀x∀y∀z(x = y −→ x + z = y + z).
(ã) ∀x∀y(x + y = y + x);

ÏÐÈÌÅÐ 2. Òåîðèÿ ïîëåé. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò îäèí ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë = è ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: äâóõìåñòíûå + è ·,
íóëüìåñòíûå 0 è 1. Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à)�(ç) èç ïðèìåðà 1; (ë)∀x∀y(x · y = y · x);
(è) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z); (ì) ∀x(x · 1 = x);
(ê) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = x · y + x · z); (í) ∀x(x 6= 0 −→ ∃y(x · y = 1)).

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (à)�(ì) îïðåäåëÿþò òåîðèþ êîììóòàòèâíûõ
àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Åå ñèãíàòóðà èìååò îäèí
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: + (äâóõìåñòíûé)
è 0 (íóëüìåñòíûé). Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à) ∀x∀y∀z(x + (y + z) (ä) ∀x(x = x);
= (x + y) + z); (å) ∀x∀y(x = y −→ y = x);

(á) ∀x(x + 0 = x); (æ) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z ;
(â) ∀x∃y(x + y = 0); (ç) ∀x∀y∀z(x = y −→ x + z = y + z).
(ã) ∀x∀y(x + y = y + x);

ÏÐÈÌÅÐ 2. Òåîðèÿ ïîëåé. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò îäèí ïðåäèêàòíûé
ñèìâîë = è ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: äâóõìåñòíûå + è ·,
íóëüìåñòíûå 0 è 1. Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à)�(ç) èç ïðèìåðà 1; (ë)∀x∀y(x · y = y · x);
(è) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z); (ì) ∀x(x · 1 = x);
(ê) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = x · y + x · z); (í) ∀x(x 6= 0 −→ ∃y(x · y = 1)).

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (à)�(ì) îïðåäåëÿþò òåîðèþ êîììóòàòèâíûõ
àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Äëÿ âñÿêîé ìîäåëè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà K ñ ðàâåíñòâîì îòíîøåíèå E ,
ñîîòâåòñòâóþùåå â ýòîé ìîäåëè ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó =, ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå íåêîòîðîé
ìîäåëè ýòî îòíîøåíèå E îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì òîæäåñòâà, òî òàêàÿ
ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåíñòâà
îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà äàííîé ìîäåëè.
Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå M
ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó ïðåäèêàòó P, äåéñòâóþùèì íà
M, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f ∗ è
ïðåäèêàò P∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå M ′:

f ∗(ā1, . . . , ān) = f (a1, . . . , an) è P∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðåäåëåíèå
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê
çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè
E . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà
M′, à ïîñêîëüêó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåíñòâà
îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà äàííîé ìîäåëè.
Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå M
ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó ïðåäèêàòó P, äåéñòâóþùèì íà
M, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f ∗ è
ïðåäèêàò P∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå M ′:

f ∗(ā1, . . . , ān) = f (a1, . . . , an) è P∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðåäåëåíèå
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê
çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè
E . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà
M′, à ïîñêîëüêó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåíñòâà
îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà äàííîé ìîäåëè.
Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå M
ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó ïðåäèêàòó P, äåéñòâóþùèì íà
M, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f ∗ è
ïðåäèêàò P∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå M ′:

f ∗(ā1, . . . , ān) = f (a1, . . . , an) è P∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðåäåëåíèå
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê
çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè
E . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà
M′, à ïîñêîëüêó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåíñòâà
îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà äàííîé ìîäåëè.
Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå M
ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó ïðåäèêàòó P, äåéñòâóþùèì íà
M, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f ∗ è
ïðåäèêàò P∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå M ′:

f ∗(ā1, . . . , ān) = f (a1, . . . , an) è P∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðåäåëåíèå
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê
çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè
E . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà
M′, à ïîñêîëüêó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðàâåíñòâà
îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà äàííîé ìîäåëè.
Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå M
ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó ïðåäèêàòó P, äåéñòâóþùèì íà
M, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f ∗ è
ïðåäèêàò P∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå M ′:

f ∗(ā1, . . . , ān) = f (a1, . . . , an) è P∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðåäåëåíèå
îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê
çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè
E . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿêàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà
M′, à ïîñêîëüêó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′.
Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ
òåîðåì, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü,
èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ìîäåëè. Òàê, îáðàùåíèå òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ðàâåíñòâîì èìååò êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ôîðìóë èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ýòîé ìîäåëè ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé êîíãðóýíöèè ïðèâîäèò ê íîðìàëüíîé êîíå÷íîé èëè
ñ÷åòíîé ìîäåëè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ
òåîðåì, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü,
èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ìîäåëè. Òàê, îáðàùåíèå òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ðàâåíñòâîì èìååò êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ôîðìóë èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ýòîé ìîäåëè ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé êîíãðóýíöèè ïðèâîäèò ê íîðìàëüíîé êîíå÷íîé èëè
ñ÷åòíîé ìîäåëè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ
òåîðåì, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü,
èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ìîäåëè. Òàê, îáðàùåíèå òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ðàâåíñòâîì èìååò êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ôîðìóë èìååò
ñ÷åòíóþ ìîäåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ýòîé ìîäåëè ïî
ñîîòâåòñòâóþùåé êîíãðóýíöèè ïðèâîäèò ê íîðìàëüíîé êîíå÷íîé èëè
ñ÷åòíîé ìîäåëè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Òåîðåìà Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà áóäåò èìåòü òàêîé âèä:

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò
áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ
ìîäåëü.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ
ìîäåëü M â òåîðèè K ñ ðàâåíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K′ òåîðèþ,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç K äîáàâëåíèåì ñïèñêà (∗) ñîáñòâåííûõ àêñèîì:

∃x1 . . .∃xn(x1 6= x2 ∧ x1 6= x3 ∧ · · · xn−1 6= xn),

ãäå n = 2, 3, . . .. Òàê êàê M áåñêîíå÷íà, îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ è òåîðèè
K′. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, Γ èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü M′ â K′. Ïóñòü M′′ �
íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ èç ìîäåëè M′ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Ïîñêîëüêó M′′ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (∗), îíà íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, M′′ � èñêîìàÿ ñ÷åòíàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, íà êîòîðîé
èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Òåîðåìà Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà áóäåò èìåòü òàêîé âèä:

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò
áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ
ìîäåëü.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ
ìîäåëü M â òåîðèè K ñ ðàâåíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K′ òåîðèþ,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç K äîáàâëåíèåì ñïèñêà (∗) ñîáñòâåííûõ àêñèîì:

∃x1 . . .∃xn(x1 6= x2 ∧ x1 6= x3 ∧ · · · xn−1 6= xn),

ãäå n = 2, 3, . . .. Òàê êàê M áåñêîíå÷íà, îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ è òåîðèè
K′. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, Γ èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü M′ â K′. Ïóñòü M′′ �
íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ èç ìîäåëè M′ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Ïîñêîëüêó M′′ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (∗), îíà íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, M′′ � èñêîìàÿ ñ÷åòíàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, íà êîòîðîé
èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

Óñèëåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ òåîðèé ñ
ðàâåíñòâîì ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä (ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî
òðåáóåò ÷óòü áîëåå ñëîæíûõ ðàññóæäåíèé):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò
áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü, òî îíî èìååò è íîðìàëüíóþ ìîäåëü
ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ïîä ìîäåëüþ, êàê
ïðàâèëî, ïðèíÿòî ïîíèìàòü òî, ÷òî ìû íàçûâàåì íîðìàëüíîé ìîäåëüþ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì
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òðåáóåò ÷óòü áîëåå ñëîæíûõ ðàññóæäåíèé):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò
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ïðàâèëî, ïðèíÿòî ïîíèìàòü òî, ÷òî ìû íàçûâàåì íîðìàëüíîé ìîäåëüþ.
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Òåîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè â K ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
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ßñíî, ÷òî òåîðèÿ K íåïðîòèâîðå÷èâà (ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìîäåëü) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà àêñèîì K íåïðîòèâîðå÷èâà (ñîîòâåòñòâåííî
èìååò ìîäåëü).

Ïîýòîìó èç òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è åå îáðàùåíèÿ
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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ïîðÿäêà, óïîìÿíóòûõ íàìè â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, è â ÷àñòíîñòè, òåîðèé
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÏÐÈÌÅÐ 1. Äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè K ïåðâîãî ïîðÿäêà,
çàäàííîé ñèãíàòóðîé Σ(K) = {P(2), f (1)} è ñîáñòâåííûìè àêñèîìàìè

A1 = ∀x1∀x2(P(2)(x1, x2) ∨ P(2)(x2, x1)),
A2 = ∀x1∀x2(P(2)(x1, x2) −→ P(2)(f (1)(x2), f (1)(x1))).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè K íàì äîñòàòî÷íî óêàçàòü õîòÿ
áû îäíó ìîäåëü òåîðèè K.

Â êà÷åñòâå òàêîé ìîäåëè ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî R+ ïîëîæèòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ äâóõìåñòíûì ïðåäèêàòîì åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà
≤ è îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé f (x) = 1/x ; ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àêñèîìû
A1 è A2 èñòèííû íà äàííîé ñèñòåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå òåîðèÿ K
íåïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèé ïðèâëåê ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå â
ìàòåìàòèêå íà ðóáåæå XIX è XX ñòîëåòèé â ñâÿçè ñ âîçíèêøèìè â òåîðèè
ìíîæåñòâ ïàðàäîêñàìè, èëè, êàê èõ åùå íàçûâàþò, àíòèíîìèÿìè. Òåîðèÿ
ìíîæåñòâ â òîì âèäå, â êàêîì ìû åþ ïîëüçóåìñÿ â äàííîì ïîñîáèè,
èìåíóåìàÿ íûíå íàèâíîé, áûëà ðàçðàáîòàíà â 70�80-õ ãîäàõ XIX âåêà
íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì. Îíà áûñòðî ïîëó÷èëà ïî÷òè
âñåîáùåå ïðèçíàíèå è ñòàëà øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèÿõ. Ñ ïåðâûì ïàðàäîêñîì (àíòèíîìèåé
Áóðàëè-Ôîðòè), áàçèðóþùèìñÿ íà ïîíÿòèè ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà,
ìàòåìàòèêè âïåðâûå ñòîëêíóëèñü â 1895 ãîäó. Çà íèì ïîñëåäîâàëè è
äðóãèå ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ; ïðèâåäåì äâà èç íèõ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÊÀÍÒÎÐÀ (1899). Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(U) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç U. Ïî èçâåñòíîé
òåîðåìå Êàíòîðà, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U ñòðîãî ìåíüøå ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà B(U). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, B(U) ⊆ U ïî ïîñòðîåíèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü U íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ìîùíîñòè B(U).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûêíîâåííûì,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å. X 6∈ X , è
íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíîâåííûì �
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ
îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñàìî S �
îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî S � îáûêíîâåííîå
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ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S , ò.å. S ∈ S . Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ,
÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S � íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S .
Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõîäÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà,
äåëàåì âûâîä, ÷òî S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûêíîâåííûì,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å. X 6∈ X , è
íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíîâåííûì �
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ
îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñàìî S �
îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî S � îáûêíîâåííîå
ìíîæåñòâî, ò.å. S 6∈ S . Òîãäà îíî äîëæíî, êàê è âñå îáûêíîâåííûå
ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S , ò.å. S ∈ S . Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ,
÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S � íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S .
Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõîäÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà,
äåëàåì âûâîä, ÷òî S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûêíîâåííûì,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å. X 6∈ X , è
íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíîâåííûì �
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ
îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñàìî S �
îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî S � îáûêíîâåííîå
ìíîæåñòâî, ò.å. S 6∈ S . Òîãäà îíî äîëæíî, êàê è âñå îáûêíîâåííûå
ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S , ò.å. S ∈ S . Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ,
÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S � íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S .
Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõîäÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà,
äåëàåì âûâîä, ÷òî S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûêíîâåííûì,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å. X 6∈ X , è
íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíîâåííûì �
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ
îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñàìî S �
îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî S � îáûêíîâåííîå
ìíîæåñòâî, ò.å. S 6∈ S . Òîãäà îíî äîëæíî, êàê è âñå îáûêíîâåííûå
ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S , ò.å. S ∈ S . Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ,
÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S � íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S .
Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõîäÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà,
äåëàåì âûâîä, ÷òî S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûêíîâåííûì,
åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å. X 6∈ X , è
íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûì
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíîâåííûì �
ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ
îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿåòñÿ ñàìî S �
îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî S � îáûêíîâåííîå
ìíîæåñòâî, ò.å. S 6∈ S . Òîãäà îíî äîëæíî, êàê è âñå îáûêíîâåííûå
ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S , ò.å. S ∈ S . Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ,
÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S � íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S .
Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõîäÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà,
äåëàåì âûâîä, ÷òî S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ïîÿâèâøèåñÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ ïàðàäîêñû ñîçäàëè êðèçèñíóþ ñèòóàöèþ
â ìàòåìàòèêå. Îäèí èç ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé, è òåì ñàìûì
âûõîäà èç êðèçèñà, áûë íàéäåí â ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ, ò.å.
àêñèîìàòèçàöèè åå íà ÿçûêå ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ àêñèîì
óäàëîñü îãðàíè÷èòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû â îáíîâëåííîé òåîðèè
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àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðèâåäåì íèæå íàèáîëåå èçâåñòíóþ èç
íèõ � ñèñòåìó àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ (ZF). Â íåé äâà ïåðâè÷íûõ
ïîíÿòèÿ: ìíîæåñòâî è îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè.
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ÀÊÑÈÎÌÀ ÎÁÚ�ÅÌÍÎÑÒÈ. Åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà x ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà y è îáðàòíî, òî x = y :

∀a(a ∈ x ←→ a ∈ y) −→ x = y .

ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÓÑÒÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íå
ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ:

∃x∀a(a 6∈ x).

Èç àêñèîìû îáú�åìíîñòè ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà; åãî
îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∅.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÀÐÛ. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ a è b ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî,
åäèíñòâåííûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ a è b (êàê îáû÷íî, îíî
îáîçíà÷àåòñÿ {a, b} ïðè a 6= b è {a} ïðè a = b):

∀a∀b∃x(a ∈ x ∧ b ∈ x ∧ ∀c(c ∈ x −→ c = a ∨ c = b)).

ÀÊÑÈÎÌÀ ÑÓÌÌÛ. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî y ,
ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó z , ïðèíàäëåæàùåìó x :

∀x∃y∀a(a ∈ y ←→ ∃z(z ∈ x ∧ a ∈ z)).

Ýòî ìíîæåñòâî y ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ x .
Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó z , ïðèíàäëåæàùåìó x :

∀x∃y∀a(a ∈ y ←→ ∃z(z ∈ x ∧ a ∈ z)).

Ýòî ìíîæåñòâî y ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ x .
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
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ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà y è îáðàòíî, òî x = y :
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ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÓÑÒÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íå
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îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∅.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÀÐÛ. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ a è b ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî,
åäèíñòâåííûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ a è b (êàê îáû÷íî, îíî
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÀÊÑÈÎÌÀ ÑÒÅÏÅÍÈ. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî y ,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà x è òîëüêî îíè:
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè ãàðàíòèðóåò, ïî ñóòè, íàëè÷èå ìíîæåñòâà x ,
ñîäåðæàùåãî â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ñàìîì
äåëå, ìíîæåñòâî x , óêàçàííîå â íåé, óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, ñâîéñòâàì:

{∅} ∈ x , {∅, {∅}} ∈ x , {∅, {∅}, {∅, {∅}}} ∈ x

è ò.ä. Ïîëàãàÿ òåïåðü 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {0, 1}, . . . , n = {0, 1, . . . ,
n − 1}, ìû äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 0 ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå n ∈ x ,
ïðè÷åì âñå òàê îïðåäåëåííûå ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Ñèñòåìà àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ âêëþ÷àåò òàêæå àêñèîìó çàìåùåíèÿ,
äàþùóþ äîïîëíèòåëüíûå øèðîêèå ñðåäñòâà ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ.

Íåâîçìîæíîñòü â òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ àíòèíîìèé Êàíòîðà
è Ðàññåëà âûòåêàåò èç àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè è àêñèîìû ïàðû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà àêñèîì íå
äîïóñêàåò ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì
îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýòî íå òàê è ïîòîìó íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî a òàêîå, ÷òî
a ∈ a. Ïî àêñèîìå ïàðû ìîæíî ñîñòàâèòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
x = {a} (çäåñü ìíîæåñòâî b ñîâïàäàåò ñ a). Òîãäà ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè
a ∩ x = ∅, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a ∈ a è a ∈ x , ò.å. a ∈ a ∩ x .

Çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, àêñèîìàòèêà
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ íå çàïðåùàåò �ñëèøêîì ìíîãî� ìíîæåñòâ. Îíà âïîëíå
ïðèåìëåìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîé èç èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé: àëãåáðû, ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è
ò.ä.
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ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî äîêàçûâàåìûå â ýòîì ó÷åáíîì ïîñîáèè
óòâåðæäåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ ðàíåå òåîðåìà î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà) ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè
ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ, ñ êîòîðîé ìû
èìååì äåëî.
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî äîêàçûâàåìûå â ýòîì ó÷åáíîì ïîñîáèè
óòâåðæäåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ ðàíåå òåîðåìà î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà) ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè
ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ, ñ êîòîðîé ìû
èìååì äåëî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â ìàòåìàòèêå èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ
ñîâîêóïíîñòåé îáúåêòîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè (íàïðèìåð,
ìíîãîîáðàçèé àëãåáð). Òàêèå ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè. Îäíà èç
ïðèíÿòûõ â ìàòåìàòèêå ñèñòåì àêñèîì � ñèñòåìà ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ (NBG) � ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êàíîíè÷åñêîé
òåîðèè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, â êîòîðîé ñîáñòâåííûå êëàññû èãðàþò ðîëü
ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè (ñîáñòâåííûé êëàññ � ýòî
êëàññ íå ÿâëÿþùèéñÿ ìíîæåñòâîì). Â ýòîé òåîðèè ýëåìåíòàìè êëàññîâ
ìîãóò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâà, è ïîòîìó íåïðèåìëåìî ðàññìîòðåíèå
êëàññà âñåõ êëàññîâ. Âìåñòå ñ òåì â íåé äîïóñêàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
âñåîáùåãî êëàññà � êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ. Êàê è äëÿ ñèñòåìû àêñèîì
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ ïîêà îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â ìàòåìàòèêå èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ
ñîâîêóïíîñòåé îáúåêòîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè (íàïðèìåð,
ìíîãîîáðàçèé àëãåáð). Òàêèå ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè. Îäíà èç
ïðèíÿòûõ â ìàòåìàòèêå ñèñòåì àêñèîì � ñèñòåìà ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ (NBG) � ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êàíîíè÷åñêîé
òåîðèè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, â êîòîðîé ñîáñòâåííûå êëàññû èãðàþò ðîëü
ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè (ñîáñòâåííûé êëàññ � ýòî
êëàññ íå ÿâëÿþùèéñÿ ìíîæåñòâîì). Â ýòîé òåîðèè ýëåìåíòàìè êëàññîâ
ìîãóò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâà, è ïîòîìó íåïðèåìëåìî ðàññìîòðåíèå
êëàññà âñåõ êëàññîâ. Âìåñòå ñ òåì â íåé äîïóñêàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
âñåîáùåãî êëàññà � êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ. Êàê è äëÿ ñèñòåìû àêñèîì
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ ïîêà îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â ìàòåìàòèêå èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ
ñîâîêóïíîñòåé îáúåêòîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè (íàïðèìåð,
ìíîãîîáðàçèé àëãåáð). Òàêèå ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè. Îäíà èç
ïðèíÿòûõ â ìàòåìàòèêå ñèñòåì àêñèîì � ñèñòåìà ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ (NBG) � ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êàíîíè÷åñêîé
òåîðèè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, â êîòîðîé ñîáñòâåííûå êëàññû èãðàþò ðîëü
ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè (ñîáñòâåííûé êëàññ � ýòî
êëàññ íå ÿâëÿþùèéñÿ ìíîæåñòâîì). Â ýòîé òåîðèè ýëåìåíòàìè êëàññîâ
ìîãóò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâà, è ïîòîìó íåïðèåìëåìî ðàññìîòðåíèå
êëàññà âñåõ êëàññîâ. Âìåñòå ñ òåì â íåé äîïóñêàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
âñåîáùåãî êëàññà � êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ. Êàê è äëÿ ñèñòåìû àêñèîì
Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû àêñèîì ôîí
Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ ïîêà îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè êàêîé-ëèáî
òåîðèè, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, âïåðâûå
áûëà îñîçíàíà ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì Ëîáà÷åâñêèì
åùå â 20-õ ãîäàõ XIX âåêà äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåâûâîäèìîñòè ïÿòîãî
ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ñì. íèæå) èç äðóãèõ ïîñòóëàòîâ
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñ ýòîé öåëüþ èì áûëà ñîçäàíà íîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé èìåëè ìåñòî
âñå àêñèîìû Åâêëèäà çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïîñòóëàòà.
Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé ãåîìåòðèè îáåñïå÷èâàëàñü íàëè÷èåì ìîäåëè
äëÿ íåå � òàê íàçûâàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
(Óêàçàííàÿ ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó åå
ìîäåëè íå íàäî ïóòàòü ñ òåìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â
ýòîé ãëàâå.)

Ïðèìåðíî ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà ðàáîò Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, à
èìåííî â 1832 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòêà
ßíîøà Áîéÿè, â êîòîðîé îí èçëàãàë ïîõîæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ
ñóùåñòâîâàíèåì íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè êàêîé-ëèáî
òåîðèè, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, âïåðâûå
áûëà îñîçíàíà ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì Ëîáà÷åâñêèì
åùå â 20-õ ãîäàõ XIX âåêà äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåâûâîäèìîñòè ïÿòîãî
ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ñì. íèæå) èç äðóãèõ ïîñòóëàòîâ
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñ ýòîé öåëüþ èì áûëà ñîçäàíà íîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé èìåëè ìåñòî
âñå àêñèîìû Åâêëèäà çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïîñòóëàòà.
Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé ãåîìåòðèè îáåñïå÷èâàëàñü íàëè÷èåì ìîäåëè
äëÿ íåå � òàê íàçûâàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
(Óêàçàííàÿ ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó åå
ìîäåëè íå íàäî ïóòàòü ñ òåìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â
ýòîé ãëàâå.)

Ïðèìåðíî ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà ðàáîò Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, à
èìåííî â 1832 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòêà
ßíîøà Áîéÿè, â êîòîðîé îí èçëàãàë ïîõîæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ
ñóùåñòâîâàíèåì íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè êàêîé-ëèáî
òåîðèè, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, âïåðâûå
áûëà îñîçíàíà ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì Ëîáà÷åâñêèì
åùå â 20-õ ãîäàõ XIX âåêà äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåâûâîäèìîñòè ïÿòîãî
ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ñì. íèæå) èç äðóãèõ ïîñòóëàòîâ
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñ ýòîé öåëüþ èì áûëà ñîçäàíà íîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé èìåëè ìåñòî
âñå àêñèîìû Åâêëèäà çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïîñòóëàòà.
Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé ãåîìåòðèè îáåñïå÷èâàëàñü íàëè÷èåì ìîäåëè
äëÿ íåå � òàê íàçûâàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
(Óêàçàííàÿ ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó åå
ìîäåëè íå íàäî ïóòàòü ñ òåìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â
ýòîé ãëàâå.)

Ïðèìåðíî ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà ðàáîò Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, à
èìåííî â 1832 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòêà
ßíîøà Áîéÿè, â êîòîðîé îí èçëàãàë ïîõîæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ
ñóùåñòâîâàíèåì íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè êàêîé-ëèáî
òåîðèè, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, âïåðâûå
áûëà îñîçíàíà ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Íèêîëàåì Èâàíîâè÷åì Ëîáà÷åâñêèì
åùå â 20-õ ãîäàõ XIX âåêà äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåâûâîäèìîñòè ïÿòîãî
ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ñì. íèæå) èç äðóãèõ ïîñòóëàòîâ
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñ ýòîé öåëüþ èì áûëà ñîçäàíà íîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé èìåëè ìåñòî
âñå àêñèîìû Åâêëèäà çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïîñòóëàòà.
Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé ãåîìåòðèè îáåñïå÷èâàëàñü íàëè÷èåì ìîäåëè
äëÿ íåå � òàê íàçûâàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
(Óêàçàííàÿ ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó åå
ìîäåëè íå íàäî ïóòàòü ñ òåìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â
ýòîé ãëàâå.)

Ïðèìåðíî ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà ðàáîò Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, à
èìåííî â 1832 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòêà
ßíîøà Áîéÿè, â êîòîðîé îí èçëàãàë ïîõîæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ
ñóùåñòâîâàíèåì íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ê çàìå÷àíèþ 2 ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ àêñèîì ïëàíèìåòðèè
(çäåñü àêñèîìà 7 ñîîòâåòñòâóåò ïÿòîìó ïîñòóëàòó ãåîìåòðèè Åâêëèäà î
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ):

1. Êàêîâà áû íè áûëà ïðÿìàÿ, ñóùåñòâóþò òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîé
ïðÿìîé, è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå åé.

2. ×åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è òîëüêî îäíó.

3. Èç òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà è òîëüêî îäíà ëåæèò ìåæäó äâóìÿ
äðóãèìè.

4. Ïðÿìàÿ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè êîíöû
êàêîãî-íèáóäü îòðåçêà ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî îòðåçîê íå
ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ. Åñëè êîíöû îòðåçêà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
ïîëóïëîñêîñòÿì, òî îòðåçîê ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
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Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

5. Êàæäûé îòðåçîê èìååò îïðåäåëåííóþ äëèíó, áîëüøóþ íóëÿ. Äëèíà
îòðåçêà ðàâíà ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ëþáîé åãî
òî÷êîé.

6. Êàæäûé óãîë èìååò îïðåäåëåííóþ ãðàäóñíóþ ìåðó, áîëüøóþ íóëÿ.
Ðàçâåðíóòûé óãîë ðàâåí 1800. Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà ðàâíà ñóììå ãðàäóñíûõ
ìåð óãëîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ëþáûì ëó÷îì, ïðîõîäÿùèì ìåæäó
åãî ñòîðîíàìè.

7. ×åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè íå áîëåå
îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé.

Äîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà 7 íå âûâîäèòñÿ èç àêñèîì 1�6.

Ñ ýòîé öåëüþ ìû óêàæåì ìîäåëü, êîòîðàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì
àêñèîìàì 1�6 è îòðèöàíèþ àêñèîìû 7.
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Ïîä ïëîñêîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü îòêðûòûé êðóã, à ïîä ïðÿìûìè � õîðäû
âíóòðè ýòîãî êðóãà. Âñÿêàÿ õîðäà ðàçáèâàåò êðóã íà äâå ÷àñòè,
íàçûâàåìûå íàìè ïîëóïëîñêîñòÿìè. Ïîíÿòèÿ òî÷êè, îòðåçêà è óãëà �
òàêèå æå êàê â îáû÷íîé ãåîìåòðèè. Êàê ïðèíÿòî, äâå ïðÿìûå â ïëîñêîñòè
ìû íàçûâàåì ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
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Õîðîøî âèäíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè èñòèííû âñå øåñòü ïåðâûõ àêñèîì.
Îäíàêî ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè
áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé, ò.å. èìååò ìåñòî îòðèöàíèå
ñåäüìîé àêñèîìû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äîêàçûâàåò, ÷òî ñïèñîê àêñèîì 1�6
âìåñòå ñ îòðèöàíèåì àêñèîìû 7 îïðåäåëÿåò íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ, à
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Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé
Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïðîäîëæèì äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
èññëåäîâàòü âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ íåâûâîäèìîñòüþ àêñèîì îäíîãî ñïèñêà
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà âñåõ àêñèîì äàííîé ôîðìàëüíîé òåîðèè
íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè êàêàÿ-íèáóäü ôîðìóëà èç X íå ìîæåò áûòü
âûâåäåíà ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà èç àêñèîì, íå âõîäÿùèõ â X .

ÒÅÎÐÅÌÀ. Êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì (A1)�(A3) òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü (A1). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìóë òåîðèè T ,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû èç ñõåì (A2), (A3).
2. Åñëè F1,F2

F
(MP) è P(F1) = P(F2) = 1, òî è P(F ) = 1.

3. P(A −→ (B −→ A)) = 0.

×òîáû çàäàòü òàêîé ïðåäèêàò P, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òàáëèöû:
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì (A1)�(A3) òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü (A1). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
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F
(MP) è P(F1) = P(F2) = 1, òî è P(F ) = 1.
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Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì (A1)�(A3) òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü (A1). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìóë òåîðèè T ,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû èç ñõåì (A2), (A3).
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(MP) è P(F1) = P(F2) = 1, òî è P(F ) = 1.
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×òîáû çàäàòü òàêîé ïðåäèêàò P, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òàáëèöû:
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà âñåõ àêñèîì äàííîé ôîðìàëüíîé òåîðèè
íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè êàêàÿ-íèáóäü ôîðìóëà èç X íå ìîæåò áûòü
âûâåäåíà ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà èç àêñèîì, íå âõîäÿùèõ â X .

ÒÅÎÐÅÌÀ. Êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì (A1)�(A3) òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü (A1). Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìóë òåîðèè T ,
îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû èç ñõåì (A2), (A3).
2. Åñëè F1,F2

F
(MP) è P(F1) = P(F2) = 1, òî è P(F ) = 1.

3. P(A −→ (B −→ A)) = 0.

×òîáû çàäàòü òàêîé ïðåäèêàò P, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òàáëèöû:
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

A ¬A
0 1
1 1
2 0

A B A −→ B
0 0 0
1 0 2
2 0 0
0 1 2
1 1 2
2 1 0
0 2 2
1 2 0
2 2 0

Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ φ ìíîæåñòâà X ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ôîðìóëû F â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {0, 1, 2} ýòè òàáëèöû ïîçâîëÿþò íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå φ(F ) (ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ òåì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ
â ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò). Íàïðèìåð, åñëè φ(A) = 0 è φ(B) = 1,
òî φ(A −→ (B −→ A)) = φ(A) −→ (φ(B) −→ φ(A)) = 0 −→ (1 −→ 0) =
0 −→ 2 = 2. Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, P(F ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà φ(F ) = 0 äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ áóêâ ôîðìóëû F â ìíîæåñòâå
{0, 1, 2}. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
P(A −→ (B −→ A)) 6= 1, ò.å. âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3 âûøå.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

A ¬A
0 1
1 1
2 0

A B A −→ B
0 0 0
1 0 2
2 0 0
0 1 2
1 1 2
2 1 0
0 2 2
1 2 0
2 2 0

Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ φ ìíîæåñòâà X ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ôîðìóëû F â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {0, 1, 2} ýòè òàáëèöû ïîçâîëÿþò íàéòè
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0 −→ 2 = 2. Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, P(F ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà φ(F ) = 0 äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ áóêâ ôîðìóëû F â ìíîæåñòâå
{0, 1, 2}. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
P(A −→ (B −→ A)) 6= 1, ò.å. âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3 âûøå.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

A ¬A
0 1
1 1
2 0

A B A −→ B
0 0 0
1 0 2
2 0 0
0 1 2
1 1 2
2 1 0
0 2 2
1 2 0
2 2 0

Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ φ ìíîæåñòâà X ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ôîðìóëû F â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {0, 1, 2} ýòè òàáëèöû ïîçâîëÿþò íàéòè
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå φ(F ) (ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ òåì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ
â ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò). Íàïðèìåð, åñëè φ(A) = 0 è φ(B) = 1,
òî φ(A −→ (B −→ A)) = φ(A) −→ (φ(B) −→ φ(A)) = 0 −→ (1 −→ 0) =
0 −→ 2 = 2. Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, P(F ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà φ(F ) = 0 äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ áóêâ ôîðìóëû F â ìíîæåñòâå
{0, 1, 2}. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
P(A −→ (B −→ A)) 6= 1, ò.å. âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3 âûøå.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïóñòü F1,F2
F

(MP) è P(F1) = P(F2) = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ
â {0, 1, 2} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà φ(F1) = φ(F2) = 0. Òàê êàê F åñòü
ñëåäñòâèå F1 è F2 ïî ïðàâèëó âûâîäà MP, ñ÷èòàåì, ÷òî F2 = F1 −→ F .
îòñþäà ïîëó÷àåì 0 = φ(F2) = φ(F1 −→ F ) =
φ(F1) −→ φ(F ) = 0 −→ φ(F ). Ïî âòîðîé òàáëèöå íàõîäèì, ÷òî ýòî ìîæåò
áûòü òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà φ(F ) = 0. Ïîýòîìó P(F ) = 1 ââèäó
ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà φ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåðèëè ñâîéñòâî 2
ïðåäèêàòà P.
Èç ñëåäóþùåé òàáëèöû âèäíî, ÷òî P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
F = (¬G −→ ¬H) −→ ((¬G −→ H) −→ G) èç ñõåìû (A3):

G H ¬G ¬H ¬G → ¬H ¬G → H (¬G → H)→ G F
0 0 1 1 2 2 0 0
1 0 1 1 2 2 0 0
2 0 0 1 2 0 2 0
0 1 1 1 2 2 0 0
1 1 1 1 2 2 0 0
2 1 0 1 2 2 0 0
0 2 1 0 2 0 0 0
1 2 1 0 2 0 2 0
2 2 0 0 0 2 0 0
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïóñòü F1,F2
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â {0, 1, 2} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà φ(F1) = φ(F2) = 0. Òàê êàê F åñòü
ñëåäñòâèå F1 è F2 ïî ïðàâèëó âûâîäà MP, ñ÷èòàåì, ÷òî F2 = F1 −→ F .
îòñþäà ïîëó÷àåì 0 = φ(F2) = φ(F1 −→ F ) =
φ(F1) −→ φ(F ) = 0 −→ φ(F ). Ïî âòîðîé òàáëèöå íàõîäèì, ÷òî ýòî ìîæåò
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Èç ñëåäóþùåé òàáëèöû âèäíî, ÷òî P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
F = (R −→ (G −→ H)) −→ ((R −→ G) −→ (R −→ H)) èç ñõåìû (A2), è
çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî 1 ïðåäèêàòà P.

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðåäèêàòà P
ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü âûâîäà àêñèîìû A −→ (B −→ A), ïðèíàäëåæàùåé
(A1), èç ñõåì àêñèîì (A2), (A3). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíà âûâîäèëàñü
èç ýòèõ àêñèîì, òî ââèäó ñâîéñòâ 1 è 2 ïðåäèêàòà P èìåëè áû
P(A −→ (B −→ A)) = 1, íî ýòî íå òàê ïî ñâîéñòâó 3. Íåçàâèñèìîñòü
ñõåìû àêñèîì (A1) äîêàçàíà.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P(F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
F = (R −→ (G −→ H)) −→ ((R −→ G) −→ (R −→ H)) èç ñõåìû (A2), è
çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî 1 ïðåäèêàòà P.

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðåäèêàòà P
ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü âûâîäà àêñèîìû A −→ (B −→ A), ïðèíàäëåæàùåé
(A1), èç ñõåì àêñèîì (A2), (A3). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíà âûâîäèëàñü
èç ýòèõ àêñèîì, òî ââèäó ñâîéñòâ 1 è 2 ïðåäèêàòà P èìåëè áû
P(A −→ (B −→ A)) = 1, íî ýòî íå òàê ïî ñâîéñòâó 3. Íåçàâèñèìîñòü
ñõåìû àêñèîì (A1) äîêàçàíà.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ñõåì (A2) è (A3). Äëÿ êàæäîé èç
íèõ ïî ïðàâèëó, óñòàíîâëåííîìó âûøå, ñòðîèòñÿ ñâîé îäíîìåñòíûé
ïðåäèêàò ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Íèæå äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ
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Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì
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0 1
1 0
2 1
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0 1 2
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2 1 0
0 2 1
1 2 0
2 2 0
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A B A −→ B
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àêñèîì òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì
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(1963�1964) î íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû âûáîðà è ãèïîòåçû êîíòèíóóìà äëÿ
ñèñòåìû àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF (ñì. ïðåäûäóùèé
ïàðàãðàô).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé àêñèîìû.

Äëÿ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç B(A) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç A
(ñì. àêñèîìó ñòåïåíè ñèñòåìû àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ). Îòîáðàæåíèå ψ
èç B(A) \ {∅} â A òàêîå, ÷òî ψ(B) ∈ B äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà
B ⊆ A, íàçûâàåòñÿ âûáèðàþùåé ôóíêöèåé äëÿ ìíîæåñòâà A.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÂÛÁÎÐÀ. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò ñâîÿ
âûáèðàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èìååòñÿ ïðîèçâîëüíûé íàáîð (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé) ìíîæåñòâ, òî âñåãäà ìîæíî, âûáðàâ èç êàæäîãî ìíîæåñòâà
ïî îäíîìó ýëåìåíòó, ñîñòàâèòü èç ýòèõ ýëåìåíòîâ íîâîå ìíîæåñòâî.
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Äàííàÿ àêñèîìà íå âõîäèò â ñèñòåìó àêñèîì ZF. Îäíàêî ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå îòðàæàåòñÿ íà åå çíà÷èìîñòè äëÿ ìàòåìàòèêè.
Äî âû÷ëåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà â ÿâíîì âèäå ìàòåìàòèêè èñïîëüçîâàëè
åå áåññîçíàòåëüíî âî ìíîãèõ ðàññóæäåíèÿõ. Êàíòîð íåÿâíî ïðèìåíèë åå â
1887 ãîäó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î òîì, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ýòà àêñèîìà íàõîäèò
ïðèìåíåíèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î òîì, ÷òî â ëþáîì îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Àêñèîìà âûáîðà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà îñíîâå ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî äëÿ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (äàííóþ ñèñòåìó àêñèîì ìû ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå).
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Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Íàðÿäó ñ àêñèîìîé âûáîðà âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ áûëî ïðèâëå÷åíî åùå ê
îäíîìó ïîëîæåíèþ � ãèïîòåçå êîíòèíóóìà, âïåðâûå âûñêàçàííîé
Êàíòîðîì â 1877 ãîäó. Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÀ. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëèáî ñ÷åòíî, ëèáî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà � ýòî ìîùíîñòü âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; îíà ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà âñåõ
ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Â 1940 ãîäó Ã�åäåëü äîêàçàë, ÷òî åñëè òåîðèÿ ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî â
íåé íå âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå àêñèîìû âûáîðà, à çíà÷èò ïî Ëåììå 2
ïàðàãðàôà �Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� òåîðèÿ ZFC=ZF
+ (àêñèîìà âûáîðà) òàêæå áóäåò íåïðîòèâîðå÷èâîé. Áîëåå òîãî,
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïðîòèâîðå÷èâîé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò è òåîðèÿ ZFC +
(ãèïîòåçà êîíòèíóóìà).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÀ. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
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Ïîïûòêè æå âûâåñòè àêñèîìó âûáîðà è ãèïîòåçó êîíòèíóóìà èç ñèñòåìû
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ýòèõ ïîëîæåíèé îñòàâàëèñü áåçóñïåøíûìè âïëîòü äî 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ, êîãäà Êîýíîì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè òåîðèÿ ZF
íåïðîòèâîðå÷èâà, òî â íåé íåâûâîäèìà àêñèîìà âûáîðà, à ãèïîòåçà
êîíòèíóóìà íåâûâîäèìà â òåîðèè ZFC.

Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå
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Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå
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(Ï1) 0 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

(Ï2) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò äðóãîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå x ′ è íàçûâàåìîå �íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà x�;

(Ï3) 0 6= x ′ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ;

(Ï4) åñëè x ′ = y ′, òî x = y ;

(Ï5, ïðèíöèï èíäóêöèè) åñëè Q åñòü êàêîå-òî ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
è îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

(i) íàòóðàëüíîå ÷èñëî 0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Q,
(ii) äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x èç òîãî, ÷òî x îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Q ñëåäóåò, ÷òî è íàòóðàëüíîå ÷èñëî x ′ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì Q,

òî ñâîéñòâîì Q îáëàäàþò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî àðèôìåòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàííîé
ïåàíîâñêîé ñèñòåìå àêñèîì, ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðè÷íîé, ò.å. ìíîæåñòâî N
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïðåäèêàòîì ðàâåíñòâà = è îïåðàöèÿìè
{0,′ } îáðàçóåò åäèíñòâåííóþ åå íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Îäíàêî â ýòèõ àêñèîìàõ ñîäåðæèòñÿ èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå �ñâîéñòâà�, ÷òî
íå ïîçâîëÿåò âñåé ñèñòåìå áûòü ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèåé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
îñíîâàííîé íà ïåàíîâñêîé àêñèîìàòèêå, êîòîðàÿ áûëà áû òàê æå ïðèãîäíà
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Òåîðèÿ Ar ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è, â îòëè÷èå îò
ïåàíîâñêîé, ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: íóëüìåñòíûé 0,
îäíîìåñòíûé ′ è äâóõìåñòíûå + è · ; ïîñëåäíèå äâà èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò
îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Åå ñîáñòâåííûå
àêñèîìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(Ar 1) ∀x∀y(x = y ∧ y = z −→ x = z);
(Ar 2) ∀x∀y(x = y −→ x ′ = y ′);
(Ar 3) ∀x(0 6= x ′);
(Ar 4) ∀x∀y(x ′ = y ′ −→ x = y);
(Ar 5) ∀x(x + 0 = x);
(Ar 6) ∀x∀y(x + y ′ = (x + y)′);
(Ar 7) ∀x(x · 0 = 0);
(Ar 8) ∀x∀y(x · (y ′) = x · y + x);
(Ar 9) F (0) ∧ ∀x(F (x) −→ F (x ′)) −→ ∀xF (x),
ãäå F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðèè Ar.
Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (Ar 1)�(Ar 8) ÿâëÿþòñÿ êîíêðåòíûìè ôîðìóëàìè, â
òî âðåìÿ êàê (Ar 9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó àêñèîì, ïîðîæäàþùóþ
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì. Ïðè ýòîì ñõåìà àêñèîì (Ar 9),
íàçûâàåìàÿ ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íå ñîîòâåòñòâóåò
ïîëíîñòüþ àêñèîìå (Ï5) ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî.
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Ê ñîæàëåíèþ, âûèãðàâ â ñòðîãîñòè àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè ïåðåä
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àðèôìåòèêè àäåêâàòíî îòðàæàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Îáúåêòèâíûå è î÷åíü ãëóáîêèå ïðè÷èíû, îáúÿñíÿþùèå ýòîò
ôåíîìåí �íåèçáåæíîñòè�, áóäóò âñêðûòû íàìè â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà.
Îäíàêî óæå ñåé÷àñ ìû ìîæåì âûÿâèòü ðàñõîæäåíèå óêàçàííûõ àêñèîìàòèê
ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè ïî àêòóàëüíîé äëÿ íàñ ïðîáëåìå � ïðîáëåìå
êàòåãîðè÷íîñòè. Åñëè, êàê ìû îòìå÷àëè, àðèôìåòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïåàíîâñêîé àêñèîìàòèêå, êàòåãîðè÷íà, òî ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà Ar
òàêîâîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ. Âñå äåëî â òîì, ÷òî ëþáàÿ òåîðèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü,
áóäåò èìåòü è ìîäåëü êàêîé óãîäíî áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè (ýòîò ôàêò
âûòåêàåò èç óïîìÿíóòîé ðàíåå òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà â óñèëåííîé
ôîðìóëèðîâêå), è ïîòîìó îíà íå ìîæåò áûòü êàòåãîðè÷íîé. Ïîñêîëüêó
òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà Ar èìååò ñâîåé ìîäåëüþ N, îíà íå êàòåãîðè÷íà.
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Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè îñëàáëåíèÿ äëÿ òåîðèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñâîéñòâà êàòåãîðè÷íîñòè. Ýòî ìû ñäåëàåì, ââåäÿ â
ðàññìîòðåíèå m-êàòåãîðè÷íûå òåîðèè, ãäå m � ïðîèçâîëüíàÿ
ôèêñèðîâàííàÿ ìîùíîñòü.

Òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì íàçûâàåòñÿ m-êàòåãîðè÷íîé, åñëè,
âî-ïåðâûõ, âñÿêèå äâå íîðìàëüíûå ìîäåëè òåîðèè K, èìåþùèå ìîùíîñòü
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ìîùíîñòè m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ0 ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êëàññè÷åñêèé
ïðèìåð ℵ0-êàòåãîðè÷íîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî è
íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò òîëüêî ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû ðàâåíñòâà = è ñòðîãîãî ïîðÿäêà < . Ñîáñòâåííûå àêñèîìû
èìåþò âèä:

(à) ∀x(x = x);
(á) ∀x∀y(x = y −→ y = x);
(â) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z);
(ã) ∀x∃y∃z(x < y ∧ z < x);
(ä) ∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z −→ x < z);
(å) ∀x∀y(x = y −→ x 6< y);
(æ) ∀x∀y(x < y ∨ x = y ∨ y < x);
(ç) ∀x∀y(x < y −→ ∃z(x < z ∧ z < y)).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñ÷åòíàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü ýòîé òåîðèè
èçîìîðôíà ìíîæåñòâó (Q, <) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åñòåñòâåííûì îáðàçîì
óïîðÿäî÷åííîìó. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
m-êàòåãîðè÷íîé íè äëÿ êàêîãî m, îòëè÷íîãî îò ℵ0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Óêàæåì òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðàÿ íå
áûëà áû ℵ0-êàòåãîðè÷íîé, íî áûëà áû m-êàòåãîðè÷íîé ïðè ëþáîì m > ℵ0.
Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.
È ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûðàæåíèå nx îáîçíà÷àåò òåðì
(. . . (x + x) + · · ·+ x)︸ ︷︷ ︸

n

. Ïðèñîåäèíèì ê óêàçàííîé òåîðèè íîâûå àêñèîìû:

∀x∃!y(ny = x), n = 2, 3, . . . , ÷òî îçíà÷àåò äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2
è ëþáîãî ýëåìåíòà x íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà y ñî ñâîéñòâîì
ny = x . Íîâàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ òåîðèåé àáåëåâûõ ãðóïï ñ îäíîçíà÷íûì
äåëåíèåì. Óêàçàííûå àêñèîìû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû íà ïðîèçâîëüíîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó íîðìàëüíûå ìîäåëè ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ
ïî ñóùåñòâó ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì (Q,+, ·) ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâà îäíîé è òîé
æå íåñ÷åòíîé ìîùíîñòè èçîìîðôíû è â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå
íå èçîìîðôíûå äðóã äðóãó ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà
êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ýòèì ïîëåì, ðàçìåðíîñòè
êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò.
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Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.
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(. . . (x + x) + · · ·+ x)︸ ︷︷ ︸
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Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà íå ÿâëÿåòñÿ
m-êàòåãîðè÷íîé íè äëÿ êàêîé ìîùíîñòè m.

Êàòåãîðè÷íîñòü òåîðèè ñâÿçàíà åùå ñ îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì �
ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

Òåîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîé åå çàìêíóòîé ôîðìóëû F
ëèáî `K F , ëèáî `K ¬F .

Èç Ëåììû Ëèíäåíáàóìà, óïîìèíàâøåéñÿ ðàíåå (ñì. Ëåììó 3 ïàðàãðàôà
�Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè�), âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ
íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà
äîáàâëåíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà àêñèîì äî ïîëíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé
òåîðèè K′ (ïî ñóòè, ýòî äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ëåììû Ëèíäåíáàóìà). Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî àêñèîì òåîðèè K. Îíî íåïðîòèâîðå÷èâî
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óïîìÿíóòîé âûøå ëåììå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
ïîëíîì íåïðîòèâîðå÷èâîì ìíîæåñòâå Γ′ ôîðìóë èç K. Âîçüìåì Γ′ â
êà÷åñòâå ìíîæåñòâà àêñèîì íîâîé òåîðèè K′. ßñíî, ÷òî K′ áóäåò ïîëíîé
íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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òåîðèè K′ (ïî ñóòè, ýòî äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ëåììû Ëèíäåíáàóìà). Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî àêñèîì òåîðèè K. Îíî íåïðîòèâîðå÷èâî
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Îäèí èç âàæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ òåîðèé
äàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M
ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû Σ è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆ âñåõ ôîðìóë ýòîé
ñèãíàòóðû, èñòèííûõ íà M. Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ñèãíàòóðîé Σ è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì, âûáðàííûõ èç ∆ òàê,
÷òî êëàññ âñåõ òåîðåì K ñîâïàäàåò ñ ∆. Òîãäà òåîðèÿ K ïîëíà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F èç K ëèáî F èñòèííà íà
M, ëèáî ¬F èñòèííà íà M. Ýòî îçíà÷àåò, ïî ïîñòðîåíèþ, ÷òî îäíà èç
ôîðìóë F , ¬F ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∆, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé K.
Òåîðèÿ K íåïðîòèâîðå÷èâà, ïîñêîëüêó ñâîåé ìîäåëüþ èìååò ñèñòåìó M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Îäèí èç âàæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ òåîðèé
äàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M
ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû Σ è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆ âñåõ ôîðìóë ýòîé
ñèãíàòóðû, èñòèííûõ íà M. Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ñèãíàòóðîé Σ è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì, âûáðàííûõ èç ∆ òàê,
÷òî êëàññ âñåõ òåîðåì K ñîâïàäàåò ñ ∆. Òîãäà òåîðèÿ K ïîëíà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F èç K ëèáî F èñòèííà íà
M, ëèáî ¬F èñòèííà íà M. Ýòî îçíà÷àåò, ïî ïîñòðîåíèþ, ÷òî îäíà èç
ôîðìóë F , ¬F ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∆, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé K.
Òåîðèÿ K íåïðîòèâîðå÷èâà, ïîñêîëüêó ñâîåé ìîäåëüþ èìååò ñèñòåìó M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èì òåîðèþ K ñ óêàçàííûìè óñëîâèÿìè, åñëè,
íàïðèìåð, âîçüìåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà åå ñîáñòâåííûõ àêñèîì âñ�å
ìíîæåñòâî ôîðìóë ∆. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ∆ áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â
ìíîæåñòâå Th òåîðåì òåîðèè K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ î
ïîëíîòå, êàæäàÿ òåîðåìà G ∈ Th ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà â K è ïîòîìó G
èñòèííà íà M, ò.å. G ∈ ∆. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà Th è
∆ ñîâïàäàþò, îòêóäà, êàê ìû âèäåëè, ñëåäóåò ñâîéñòâî ïîëíîòû òåîðèè K.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Ñâÿçü ñâîéñòâà ïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè ñ åå êàòåãîðè÷íîñòüþ â
íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÂÎÎÒÀ (1954). Åñëè òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì
m-êàòåãîðè÷íà (ïðè÷åì ìîùíîñòü m áåñêîíå÷íà) è íå èìååò êîíå÷íûõ
ìîäåëåé, òî K ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî K íåïîëíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F , äëÿ êîòîðîé
6`K F è 6`K ¬F . Òîãäà ââèäó ëåììû 2 èç ïàðàãðàôà �Îáðàùåíèå òåîðåìû
î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� êàæäàÿ èç ôîðìóë ¬F è F íåïðîòèâîðå÷èâà.
Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî K ñîäåðæèò òîëüêî áåñêîíå÷íûå ìîäåëè, âûòåêàåò,
êàê ìû çíàåì, íàëè÷èå íîðìàëüíûõ ìîäåëåé M1 è M2 òåîðèè K
ìîùíîñòè m, íà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî èñòèííû ôîðìóëû ¬F è F (ñì.
óñèëåííóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ òåîðèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì). Èç óñëîâèÿ m-êàòåãîðè÷íîñòè ïîëó÷àåì
èçîìîðôíîñòü ìîäåëåé M1 è M2, ÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F
èñòèííà íà M2 è ëîæíà íà M1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Ñâÿçü ñâîéñòâà ïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè ñ åå êàòåãîðè÷íîñòüþ â
íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÂÎÎÒÀ (1954). Åñëè òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì
m-êàòåãîðè÷íà (ïðè÷åì ìîùíîñòü m áåñêîíå÷íà) è íå èìååò êîíå÷íûõ
ìîäåëåé, òî K ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî K íåïîëíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F , äëÿ êîòîðîé
6`K F è 6`K ¬F . Òîãäà ââèäó ëåììû 2 èç ïàðàãðàôà �Îáðàùåíèå òåîðåìû
î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè� êàæäàÿ èç ôîðìóë ¬F è F íåïðîòèâîðå÷èâà.
Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî K ñîäåðæèò òîëüêî áåñêîíå÷íûå ìîäåëè, âûòåêàåò,
êàê ìû çíàåì, íàëè÷èå íîðìàëüíûõ ìîäåëåé M1 è M2 òåîðèè K
ìîùíîñòè m, íà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî èñòèííû ôîðìóëû ¬F è F (ñì.
óñèëåííóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ òåîðèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì). Èç óñëîâèÿ m-êàòåãîðè÷íîñòè ïîëó÷àåì
èçîìîðôíîñòü ìîäåëåé M1 è M2, ÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F
èñòèííà íà M2 è ëîæíà íà M1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíàâëèâàòü ïîëíîòó öåëîãî ðÿäà
ôîðìàëüíûõ òåîðèé. Òàê, ïîñêîëüêó òåîðèÿ ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ (ñì. ïðèìåð 1)
ÿâëÿåòñÿ ℵ0-êàòåãîðè÷íîé è, î÷åâèäíî, íå èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé, îíà
ïîëíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà òåîðèè íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ
ãðóïï ñ îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Ýòà òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðèè â
ïðèìåðå 2 äîáàâëåíèåì íîâîé àêñèîìû ∃x∃y(x 6= y); íàëè÷èå ýòîé
àêñèîìû îáåñïå÷èâàåò, ðàçóìååòñÿ, áåñêîíå÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðèâåñòè ïðèìåðû òåîðèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè,
òàê êàê èõ â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëüøå. Òåì íå ìåíåå â ðÿäå ñëó÷àåâ
äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè áûâàåò âåñüìà ñëîæíûì.
Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå,
ïîëó÷åííîé Ã�åäåëåì â 1931 ãîäó.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ. Òåîðèÿ Ar
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûñêàçûâàíèå î
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàïèñûâàåìîå ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå {=, 0,′ ,+, ·},
÷òî íè îíî, íè åãî îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â òåîðèè Ar . Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè êàêèì-íèáóäü ðàçóìíûì
ñïîñîáîì ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (ïîíÿòíî,
çà ñ÷åò ôîðìóë èñòèííûõ íà N) òàê, ÷òîáû óæå â íîâîé òåîðèè ëþáîå
âûñêàçûâàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ëèáî âûâîäèëîñü, ëèáî
îïðîâåðãàëîñü? Ñëîâà �ðàçóìíûì ñïîñîáîì� èìåþò òîò ñìûñë, ÷òî â
ïîëó÷åííîé òåîðèè ìíîæåñòâî àêñèîì äîëæíî áûòü êàê-òî îáîçðèìî, ò.å.
äîëæåí ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êàæäîé ôîðìóëå,
ÿâëÿåòñÿ îíà àêñèîìîé ýòîé òåîðèè èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðèâåñòè ïðèìåðû òåîðèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè,
òàê êàê èõ â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëüøå. Òåì íå ìåíåå â ðÿäå ñëó÷àåâ
äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè áûâàåò âåñüìà ñëîæíûì.
Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå,
ïîëó÷åííîé Ã�åäåëåì â 1931 ãîäó.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ. Òåîðèÿ Ar
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûñêàçûâàíèå î
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàïèñûâàåìîå ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå {=, 0,′ ,+, ·},
÷òî íè îíî, íè åãî îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â òåîðèè Ar . Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè êàêèì-íèáóäü ðàçóìíûì
ñïîñîáîì ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (ïîíÿòíî,
çà ñ÷åò ôîðìóë èñòèííûõ íà N) òàê, ÷òîáû óæå â íîâîé òåîðèè ëþáîå
âûñêàçûâàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ëèáî âûâîäèëîñü, ëèáî
îïðîâåðãàëîñü? Ñëîâà �ðàçóìíûì ñïîñîáîì� èìåþò òîò ñìûñë, ÷òî â
ïîëó÷åííîé òåîðèè ìíîæåñòâî àêñèîì äîëæíî áûòü êàê-òî îáîçðèìî, ò.å.
äîëæåí ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êàæäîé ôîðìóëå,
ÿâëÿåòñÿ îíà àêñèîìîé ýòîé òåîðèè èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðèâåñòè ïðèìåðû òåîðèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè,
òàê êàê èõ â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëüøå. Òåì íå ìåíåå â ðÿäå ñëó÷àåâ
äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè áûâàåò âåñüìà ñëîæíûì.
Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå,
ïîëó÷åííîé Ã�åäåëåì â 1931 ãîäó.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ. Òåîðèÿ Ar
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûñêàçûâàíèå î
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàïèñûâàåìîå ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå {=, 0,′ ,+, ·},
÷òî íè îíî, íè åãî îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â òåîðèè Ar . Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè êàêèì-íèáóäü ðàçóìíûì
ñïîñîáîì ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (ïîíÿòíî,
çà ñ÷åò ôîðìóë èñòèííûõ íà N) òàê, ÷òîáû óæå â íîâîé òåîðèè ëþáîå
âûñêàçûâàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ëèáî âûâîäèëîñü, ëèáî
îïðîâåðãàëîñü? Ñëîâà �ðàçóìíûì ñïîñîáîì� èìåþò òîò ñìûñë, ÷òî â
ïîëó÷åííîé òåîðèè ìíîæåñòâî àêñèîì äîëæíî áûòü êàê-òî îáîçðèìî, ò.å.
äîëæåí ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êàæäîé ôîðìóëå,
ÿâëÿåòñÿ îíà àêñèîìîé ýòîé òåîðèè èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðèâåñòè ïðèìåðû òåîðèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè,
òàê êàê èõ â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëüøå. Òåì íå ìåíåå â ðÿäå ñëó÷àåâ
äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè áûâàåò âåñüìà ñëîæíûì.
Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå,
ïîëó÷åííîé Ã�åäåëåì â 1931 ãîäó.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÐÈÔÌÅÒÈÊÈ. Òåîðèÿ Ar
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûñêàçûâàíèå î
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàïèñûâàåìîå ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå {=, 0,′ ,+, ·},
÷òî íè îíî, íè åãî îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â òåîðèè Ar . Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ ëè êàêèì-íèáóäü ðàçóìíûì
ñïîñîáîì ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (ïîíÿòíî,
çà ñ÷åò ôîðìóë èñòèííûõ íà N) òàê, ÷òîáû óæå â íîâîé òåîðèè ëþáîå
âûñêàçûâàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ëèáî âûâîäèëîñü, ëèáî
îïðîâåðãàëîñü? Ñëîâà �ðàçóìíûì ñïîñîáîì� èìåþò òîò ñìûñë, ÷òî â
ïîëó÷åííîé òåîðèè ìíîæåñòâî àêñèîì äîëæíî áûòü êàê-òî îáîçðèìî, ò.å.
äîëæåí ñóùåñòâîâàòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êàæäîé ôîðìóëå,
ÿâëÿåòñÿ îíà àêñèîìîé ýòîé òåîðèè èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.
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Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû.
Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå
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ôîðìàëèçàöèè. Èç ã�åäåëåâñêîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíåå íå
îñóùåñòâèìî. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ýòó òåîðèþ óäàëîñü ïîñòðîèòü, òî
îíà áûëà áû ïîëíîé â ñèëó ïðèìåðà 3 äàííîãî ïóíêòà, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òåîðåìå Ã�åäåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê î÷åíü ãëóáîêîìó è âìåñòå
ñ òåì ïå÷àëüíîìó ïî ñâîèì ïîñëåäñòâèÿì âûâîäó î òîì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ
àêñèîìàòèçàöèÿ ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, à ñ íåé è âñåé ìàòåìàòèêè,
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Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé óçíàâàòü ïî ëþáîé ôîðìóëå, ÿâëÿåòñÿ îíà òåîðåìîé äàííîé
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Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè
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Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

ÏÐÈÇÍÀÊ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ
ïîëíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðèÿ S ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà,
ïîëíà è íåïðîòèâîðå÷èâà. Ðàññìîòèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó F ýòîé
òåîðèè, è ïóñòü F̄ � åå çàìûêàíèå. Èç ñ÷åòíîñòè àëôàâèòà òåîðèè S
ñëåäóåò, ÷òî åå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, èç ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïåðåñ÷åò s1, s2, . . . âñåõ
êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë. Ýôôåêòèâíàÿ
àêñèîìàòèçèðóåìîñòü âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû ìîæåì èç ïåðå÷íÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë
s1, s2, . . . îòîáðàòü òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè, è òåì
ñàìûì ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûé ïåðåñ÷åò p1, p2, . . . âñåõ äîêàçàòåëüñòâ.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó òåîðåìû � ýòî çàêëþ÷èòåëüíûå ôîðìóëû
äîêàçàòåëüñòâ, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé ïåðåñ÷åò F1,F2, . . . âñåõ òåîðåì
òåîðèè S. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè S ãàðàíòèðóþò íàì, ÷òî
ðîâíî îäíà èç çàìêíóòûõ ôîðìóë F̄ èëè ¬F̄ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè S,
à çíà÷èò, ïîÿâèòñÿ â óêàçàííîì ïåðåñ÷åòå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ñäåëàåì
âûâîä, ÷òî êàê F̄ , òàê è ñàìà ôîðìóëà F ñóòü òåîðåìû â S; âî âòîðîì
ñëó÷àå ýòè ôîðìóëû òåîðåìàìè íå áóäóò. Òàêèì îáðàçîì, íàìè óêàçàíà
ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëèâøàÿ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F òåîðèè S
îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ F òåîðåìîé òåîðèè S èëè íåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.
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ïîëíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðèÿ S ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà,
ïîëíà è íåïðîòèâîðå÷èâà. Ðàññìîòèì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó F ýòîé
òåîðèè, è ïóñòü F̄ � åå çàìûêàíèå. Èç ñ÷åòíîñòè àëôàâèòà òåîðèè S
ñëåäóåò, ÷òî åå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, èç ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïåðåñ÷åò s1, s2, . . . âñåõ
êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë. Ýôôåêòèâíàÿ
àêñèîìàòèçèðóåìîñòü âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû ìîæåì èç ïåðå÷íÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë
s1, s2, . . . îòîáðàòü òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè, è òåì
ñàìûì ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûé ïåðåñ÷åò p1, p2, . . . âñåõ äîêàçàòåëüñòâ.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó òåîðåìû � ýòî çàêëþ÷èòåëüíûå ôîðìóëû
äîêàçàòåëüñòâ, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíûé ïåðåñ÷åò F1,F2, . . . âñåõ òåîðåì
òåîðèè S. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè S ãàðàíòèðóþò íàì, ÷òî
ðîâíî îäíà èç çàìêíóòûõ ôîðìóë F̄ èëè ¬F̄ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè S,
à çíà÷èò, ïîÿâèòñÿ â óêàçàííîì ïåðåñ÷åòå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ñäåëàåì
âûâîä, ÷òî êàê F̄ , òàê è ñàìà ôîðìóëà F ñóòü òåîðåìû â S; âî âòîðîì
ñëó÷àå ýòè ôîðìóëû òåîðåìàìè íå áóäóò. Òàêèì îáðàçîì, íàìè óêàçàíà
ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëèâøàÿ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F òåîðèè S
îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ F òåîðåìîé òåîðèè S èëè íåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Îáúåäèíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ òåîðåìîé Âîîòà, ìû ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðàÿ íå èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé è êàòåãîðè÷íà
â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ïðèâåäåííûé ïðèçíàê ðàçðåøèìîñòè âìåñòå ñ îòìå÷åííûì ñëåäñòâèåì
ïîìîãàåò óñòàíàâëèâàòü ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ òåîðèé, â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíûõ íàì: òåîðèè ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî
è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ è òåîðèè íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ
îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Îáå ýòè òåîðèè ðàçðåøèìû.

Â ÷èñëå íàèáîëåå âàæíûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò
òàêæå íàçâàòü òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï, òåîðèþ ïîëåé, òåîðèè ïîëåé
äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì
ðàçðåøèìîé ôîðìàëüíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åå îáðàçû ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ëåãêî ïåðåâîäÿòñÿ íà ÿçûê àëãåáðàè÷åñêèõ îáðàçîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè àëãåáðû äîêàçûâàòü èëè îïðîâåðãàòü èñòèííîñòü
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Îáúåäèíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ òåîðåìîé Âîîòà, ìû ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðàÿ íå èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé è êàòåãîðè÷íà
â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ïðèâåäåííûé ïðèçíàê ðàçðåøèìîñòè âìåñòå ñ îòìå÷åííûì ñëåäñòâèåì
ïîìîãàåò óñòàíàâëèâàòü ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ òåîðèé, â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíûõ íàì: òåîðèè ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî
è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ è òåîðèè íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ
îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Îáå ýòè òåîðèè ðàçðåøèìû.

Â ÷èñëå íàèáîëåå âàæíûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò
òàêæå íàçâàòü òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï, òåîðèþ ïîëåé, òåîðèè ïîëåé
äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì
ðàçðåøèìîé ôîðìàëüíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åå îáðàçû ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ëåãêî ïåðåâîäÿòñÿ íà ÿçûê àëãåáðàè÷åñêèõ îáðàçîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè àëãåáðû äîêàçûâàòü èëè îïðîâåðãàòü èñòèííîñòü
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Îáúåäèíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ òåîðåìîé Âîîòà, ìû ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðàÿ íå èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé è êàòåãîðè÷íà
â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ïðèâåäåííûé ïðèçíàê ðàçðåøèìîñòè âìåñòå ñ îòìå÷åííûì ñëåäñòâèåì
ïîìîãàåò óñòàíàâëèâàòü ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ òåîðèé, â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíûõ íàì: òåîðèè ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî
è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ è òåîðèè íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ
îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Îáå ýòè òåîðèè ðàçðåøèìû.

Â ÷èñëå íàèáîëåå âàæíûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò
òàêæå íàçâàòü òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï, òåîðèþ ïîëåé, òåîðèè ïîëåé
äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì
ðàçðåøèìîé ôîðìàëüíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åå îáðàçû ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ëåãêî ïåðåâîäÿòñÿ íà ÿçûê àëãåáðàè÷åñêèõ îáðàçîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè àëãåáðû äîêàçûâàòü èëè îïðîâåðãàòü èñòèííîñòü
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ñïèñîê íåðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò õîðîøî çíàêîìûå
íàì òåîðèè ãðóïï, ïîëóãðóïï è êîëåö (â òîì ÷èñëå àññîöèàòèâíûõ).
Ïðèìåðîì íåðàçðåøèìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ [îðèåíòèðîâàííûõ]
ãðàôîâ; íàïîìíèì, ÷òî åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé äâóõìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, à ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñ îïðåäåëåííûì íà
íèõ åäèíñòâåííûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì. Âàæíîñòü ýòîãî ïðèìåðà
êðîåòñÿ â ïðîñòîòå ÿçûêà òåîðèè ãðàôîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïîñëåäíèé
óäîáíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ÿçûêàõ ìíîãèõ äðóãèõ òåîðèé äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà èõ íåðàçðåøèìîñòè.
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåðàçðåøèìîé òåîðèè äàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÈÇ ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ. Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà S,
òåîðåìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå èñòèííûå íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ôîðìóëû ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.
Òîãäà åå ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàòü, âçÿâ â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà àêñèîì ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ íà N ôîðìóë. Òîãäà ïî
òåîðåìå Ã�åäåëÿ S íåïîëíà, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ, êàê òåîðèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ïîñðåäñòâîì åäèíñòâåííîé ìîäåëè N, îíà îáÿçàíà áûòü
ïîëíîé (ñì. ïðèìåð 3 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàçðåøèìîñòü S.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ñïèñîê íåðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò õîðîøî çíàêîìûå
íàì òåîðèè ãðóïï, ïîëóãðóïï è êîëåö (â òîì ÷èñëå àññîöèàòèâíûõ).
Ïðèìåðîì íåðàçðåøèìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ [îðèåíòèðîâàííûõ]
ãðàôîâ; íàïîìíèì, ÷òî åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé äâóõìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, à ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñ îïðåäåëåííûì íà
íèõ åäèíñòâåííûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì. Âàæíîñòü ýòîãî ïðèìåðà
êðîåòñÿ â ïðîñòîòå ÿçûêà òåîðèè ãðàôîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïîñëåäíèé
óäîáíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ÿçûêàõ ìíîãèõ äðóãèõ òåîðèé äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà èõ íåðàçðåøèìîñòè.
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåðàçðåøèìîé òåîðèè äàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÈÇ ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ. Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà S,
òåîðåìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå èñòèííûå íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ôîðìóëû ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.
Òîãäà åå ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàòü, âçÿâ â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà àêñèîì ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ íà N ôîðìóë. Òîãäà ïî
òåîðåìå Ã�åäåëÿ S íåïîëíà, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ, êàê òåîðèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ïîñðåäñòâîì åäèíñòâåííîé ìîäåëè N, îíà îáÿçàíà áûòü
ïîëíîé (ñì. ïðèìåð 3 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà). Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàçðåøèìîñòü S.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ñïèñîê íåðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò õîðîøî çíàêîìûå
íàì òåîðèè ãðóïï, ïîëóãðóïï è êîëåö (â òîì ÷èñëå àññîöèàòèâíûõ).
Ïðèìåðîì íåðàçðåøèìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ [îðèåíòèðîâàííûõ]
ãðàôîâ; íàïîìíèì, ÷òî åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé äâóõìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, à ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñ îïðåäåëåííûì íà
íèõ åäèíñòâåííûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì. Âàæíîñòü ýòîãî ïðèìåðà
êðîåòñÿ â ïðîñòîòå ÿçûêà òåîðèè ãðàôîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïîñëåäíèé
óäîáíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ÿçûêàõ ìíîãèõ äðóãèõ òåîðèé äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà èõ íåðàçðåøèìîñòè.
Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåðàçðåøèìîé òåîðèè äàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÈÇ ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ. Òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà S,
òåîðåìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå èñòèííûå íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ôîðìóëû ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.
Òîãäà åå ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàòü, âçÿâ â êà÷åñòâå
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Òåîðèè ìíîæåñòâ
ZF, ZFC

íåò íåò äà
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