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Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ
Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ, ìû èíòåðåñîâàëèñü â îñíîâíîì
èõ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì î ñòðóêòóðå êàæäîãî áîëåå èëè
ìåíåå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ òðåáîâàëîñü çíàòü íå òàê óæ è ìíîãî, à
èìåííî, êàê ýòî âûñêàçûâàíèå ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
(íåäåëèìûõ) âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Ñòðóêòóðà ïðîñòîãî âûñêàçûâàíèÿ íàñ óæå íå èíòåðåñîâàëà; â ÷àñòíîñòè,
ìû íå âûäåëÿëè â íåì ïîäëåæàùåå è ñêàçóåìîå. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ, â
îòëè÷èå îò ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü êàê ðàç áîëåå
òîíêèé àíàëèç ïðîñòîãî âûñêàçûâàíèÿ. Ñàìî ñëîâî �ïðåäèêàò� â ïåðåâîäå
ñ ëàòèíñêîãî ÿçûêà îçíà÷àåò �ñêàçóåìîå�, ò.å. ãðóïïó ñëîâ,
õàðàêòåðèçóþùèõ ïîäëåæàùåå.
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Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåíèÿ: �2 � ïðîñòîå ÷èñëî�, �3 � ïðîñòîå ÷èñëî�, �4 �
ïðîñòîå ÷èñëî�. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, ïðè÷åì ïåðâûå äâà èç
íèõ èñòèííû, à ïîñëåäíåå ëîæíî.

Âûïèøåì ïðåäëîæåíèå P(x) =�x � ïðîñòîå ÷èñëî�, ãäå x ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, P(x) âûñêàçûâàíèåì óæå íå
ÿâëÿåòñÿ, íî ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííîé x
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì,÷òî íà ìíîæåñòâå N
çàäàí îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P(x) �áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì�.

Íà N ìîæíî îïðåäåëèòü è äðóãèå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû: �x ìåíüøå 10�,
�x � ÷åòíîå ÷èñëî�, �x áîëüøå 2015 è äåëèòñÿ íà 13�.
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Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïðåäëîæåíèå Q(x , y) = �x ìåíüøå y �, ãäå x è y òàêæå ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äàåò óæå ïðèìåð
äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòà, îïðåäåëåííîãî íà N. Åñëè âìåñòî ïåðåìåííûõ
x , y ïîäñòàâëÿòü â Q(x , y) ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî áóäóò
ïîëó÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ, íàïðèìåð, �3 ìåíüøå 5� èëè
�5 ìåíüøå 3�. Ê äâóõìåñòíûì ïðåäèêàòàì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå N,
îòíîñÿòñÿ è òàêèå ïðåäëîæåíèÿ: �x äåëèòñÿ íà y �, �x + y = 10�,
�ÍÎÄ(x , y) = 5�, �x < y èëè y äåëèòñÿ íà 3�.
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Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïåðâîå îïðåäåëåíèå n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà:

n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå M, íàçûâàåòñÿ
ïðåäëîæåíèå, ñîäåðæàùåå n ïåðåìåííûõ è îáðàùàþùååñÿ â âûñêàçûâàíèå
ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ýòèõ ïåðåìåííûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M.

Ïóñòü òåïåðü P(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíûé n-ìåñòíûé ïðåäèêàò îò
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, çàäàííûé íà M. Ìíîæåñòâî M ïðèíÿòî íàçûâàòü
ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ ïðåäèêàòà P, à ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, ïðèíèìàþùèå
ñâîè çíà÷åíèÿ â M, � åãî ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè.

×èñëî n ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ àðíîñòüþ èëè ìåñòíîñòüþ
ïðåäèêàòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàðÿäó ñ òåðìèíîì �n-ìåñòíûé ïðåäèêàò� ìû
÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è òåðìèíîì �n-àðíûé ïðåäèêàò�. Àðíîñòü n
ïðåäèêàòà P ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ n = 0, 1, 2, . . ..

Åñëè P � íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò (ò.å. n = 0), òî, î÷åâèäíî, P ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì âûñêàçûâàíèåì îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M. Îáðàòíî, íà âñÿêîå
âûñêàçûâàíèå ìû ìîæåì ñìîòðåòü êàê íà íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò. Èñõîäÿ
èç ýòîãî, ëîãèêà âûñêàçûâàíèé â åå ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëå äîëæíà
âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ÷àñòü (ïðè÷åì íàèáîëåå ïðîñòàÿ) ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
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÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è òåðìèíîì �n-àðíûé ïðåäèêàò�. Àðíîñòü n
ïðåäèêàòà P ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ n = 0, 1, 2, . . ..

Åñëè P � íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò (ò.å. n = 0), òî, î÷åâèäíî, P ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðûì âûñêàçûâàíèåì îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M. Îáðàòíî, íà âñÿêîå
âûñêàçûâàíèå ìû ìîæåì ñìîòðåòü êàê íà íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò. Èñõîäÿ
èç ýòîãî, ëîãèêà âûñêàçûâàíèé â åå ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëå äîëæíà
âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ÷àñòü (ïðè÷åì íàèáîëåå ïðîñòàÿ) ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ñ êàæäûì n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì P(x1, . . . , xn), çàäàííûì íà ìíîæåñòâå
M, àññîöèèðóåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííàÿ n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
ëþáîìó êîðòåæó (a1, . . . , an) ∈ Mn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êîíñòàíòó 1 èëè 0

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæíî âûñêàçûâàíèå P(a1, . . . , an).
Äëÿ ïðîñòîòû ýòó ôóíêöèþ, òàê æå êàê è ïðåäèêàò, áóäåì îáîçíà÷àòü
P(x1, . . . , xn). Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðåäèêàò P(x) =�x � ïðîñòîå ÷èñëî�
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ P : N −→ {0, 1} òàêóþ, ÷òî, íàïðèìåð, P(2) = 1, à
P(4) = 0. Àíàëîãè÷íî, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ïðåäèêàò Q(x , y) =�x ìåíüøå y � îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Q : N2 −→ {0, 1}
òàêóþ, ÷òî Q(3, 5) = 1, à Q(5, 3) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì êî
âòîðîìó îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïðåäèêàòà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà:

n-ìåñòíûì (n-àðíûì) ïðåäèêàòîì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå M, íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà M â ìíîæåñòâî
ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòà P(x1, . . . , xn) êàê ôóíêöèè
P : Mn −→ {0, 1} ìû áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì, ïîñêîëüêó, áóäó÷è
ôîðìàëüíûì, îíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòðîãèì, íåæåëè ïåðâîå îïðåäåëåíèå. Â
ýòîì ñëó÷àå íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò � ýòî ïðîñòî 0 èëè 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Îñíîâíîå îïðåäåëåíèå n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà:

n-ìåñòíûì (n-àðíûì) ïðåäèêàòîì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå M, íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà M â ìíîæåñòâî
ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòà P(x1, . . . , xn) êàê ôóíêöèè
P : Mn −→ {0, 1} ìû áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì, ïîñêîëüêó, áóäó÷è
ôîðìàëüíûì, îíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòðîãèì, íåæåëè ïåðâîå îïðåäåëåíèå. Â
ýòîì ñëó÷àå íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò � ýòî ïðîñòî 0 èëè 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Îïðåäåëèì äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò P : V 2 −→ {0, 1} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(π1, π2) =

{
1, åñëè π1 ‖ π2,
0, åñëè π1 6 ‖ π2.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì
òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò S : R3 −→ {0, 1} ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

S(α, β, γ) =

{
1, åñëè α + β = γ,
0, åñëè α + β 6= γ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïðåäèêàò P : Mn −→ {0, 1} íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì
(òîæäåñòâåííî ëîæíûì) íà ìíîæåñòâå M, åñëè äëÿ ëþáîé n-è
(a1, . . . , an) ∈ Mn âûïîëíåíî P(a1, . . . , an) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî
P(a1, . . . , an) = 0).

Ðàññìîòðèì â Mn ïîäìíîæåñòâî
TP = {(a1, . . . , an) ∈ Mn | P(a1, . . . , an) = 1}.

Ìíîæåñòâî TP íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P. ßñíî, ÷òî
êàæäûé ïðåäèêàò P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé îáëàñòüþ èñòèííîñòè
TP , ïðè÷åì TP = Mn (TP = ∅) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P �
òîæäåñòâåííî èñòèííûé (ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííî ëîæíûé) ïðåäèêàò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïðåäèêàò P : Mn −→ {0, 1} íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì
(òîæäåñòâåííî ëîæíûì) íà ìíîæåñòâå M, åñëè äëÿ ëþáîé n-è
(a1, . . . , an) ∈ Mn âûïîëíåíî P(a1, . . . , an) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî
P(a1, . . . , an) = 0).

Ðàññìîòðèì â Mn ïîäìíîæåñòâî
TP = {(a1, . . . , an) ∈ Mn | P(a1, . . . , an) = 1}.

Ìíîæåñòâî TP íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P. ßñíî, ÷òî
êàæäûé ïðåäèêàò P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé îáëàñòüþ èñòèííîñòè
TP , ïðè÷åì TP = Mn (TP = ∅) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P �
òîæäåñòâåííî èñòèííûé (ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííî ëîæíûé) ïðåäèêàò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïîäìíîæåñòâà èç Mn îáû÷íî íàçûâàþò n-ìåñòíûìè îòíîøåíèÿìè íà M.
Îòîáðàæåíèå f : P −→ TP óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ è ìíîæåñòâîì
n-ìåñòíûõ îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà M. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ U ⊆ Mn ñóùåñòâóåò ïðåäèêàò P : Mn −→ {0, 1}
òàêîé, ÷òî TP = U è, ñëåäîâàòåëüíî, f (P) = U; ýòîò ïðåäèêàò P
îïðåäåëÿåòñÿ ïî U î÷åâèäíûì îáðàçîì: P(a1, . . . , an) = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (a1, . . . , an) ∈ U. Áîëåå ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåäèêàòàìè è
îòíîøåíèÿìè íà ìíîæåñòâàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ íèæå â ñâÿçè ñ
ðàññìîòðåíèåì íà ïðåäèêàòàõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ïóñòü P(x1, . . . , xr , y1, . . . , yn−r ) è Q(x1, . . . , xr , z1, . . . , zm−r ) � ïðåäèêàòû
àðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå M; çäåñü x1, . . . , xr
� îáùèå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, ó÷àñòâóþùèå â çàïèñè ýòèõ ïðåäèêàòîâ.
Òîãäà ïðåäèêàò ¬P(x1, . . . , xr , y1, . . . , yn−r ) àðíîñòè n è ïðåäèêàòû P ∧ Q,
P ∨ Q, P −→ Q, P ←→ Q àðíîñòè n + m − r îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xr , y1, . . . , yn−r , z1, . . . , zm−r îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì
ñïîñîáîì:

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

(1) ¬P(a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ P(a1, . . . , an) = 0;

(2) P ∧ Q(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r , c1, . . . , cm−r ) = 1 ⇐⇒
P(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ) = 1 è Q(a1, . . . , ar , c1, . . . , cm−r ) = 1;

(3) P ∨ Q(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r , c1, . . . , cm−r ) = 1 ⇐⇒
P(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ) = 1 èëè Q(a1, . . . , ar , c1, . . . , cm−r ) = 1;

(4) P −→ Q(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r , c1, . . . , cm−r ) = 1 ⇐⇒
P(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ) = 0 èëè Q(a1, . . . , ar , c1, . . . , cm−r ) = 1;

(5) P ←→ Q(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r , c1, . . . , cm−r ) = 1 ⇐⇒
P(a1, . . . , ar , b1, . . . , bn−r ) = Q(a1, . . . , ar , c1, . . . , cm−r ); çäåñü
ai , bj , ck (1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ n − r , 1 ≤ k ≤ m − r) � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
èç M.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäèêàòàõ ¬P, P ∧ Q, P ∨ Q, P −→ Q, P ←→ Q ðîëü
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ïîëíîñòüþ àäåêâàòíà òîé ðîëè, êîòîðóþ îíè èãðàëè â
ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäèêàòû è îïåðàöèè íà íèõ

Ìåæäó ëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà ïðåäèêàòàõ è
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè íà îòíîøåíèÿõ ñóùåñòâóåò òåñíàÿ
ñâÿçü, à èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ëåãêî äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Åñëè P è Q � ïðåäèêàòû àðíîñòè n îò îäíîãî è òîãî æå
íàáîðà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå M, òî
(1) T¬P = TP , ãäå TP = Mn \ TP ;
(2) TP∧Q = TP ∩ TQ ;
(3) TP∨Q = TP ∪ TQ ;
(4) TP−→Q = TP ∪ TQ ;
(5) TP←→Q = (TP ∪ TQ) ∩ (TQ ∪ TP).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà íàõîæäåíèå îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ,
çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èìåþùèõ àðíîñòè
n = 2 èëè n = 3, óäîáíî äëÿ íàãëÿäíîñòè èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé
ïîäõîä. Åñëè ïðåäèêàò P åñòü ôóíêöèÿ èç R2 â {0, 1}, òî åãî îáëàñòü
èñòèííîñòè TP ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, è ïîòîìó ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðåäèêàò P îòîáðàæàåò â 1.

Åñëè æå P åñòü ôóíêöèÿ èç R3 â {0, 1}, òî íà TP óäîáíî ñìîòðåòü êàê íà
ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê òðåõìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà íàõîæäåíèå îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ,
çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èìåþùèõ àðíîñòè
n = 2 èëè n = 3, óäîáíî äëÿ íàãëÿäíîñòè èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèé
ïîäõîä. Åñëè ïðåäèêàò P åñòü ôóíêöèÿ èç R2 â {0, 1}, òî åãî îáëàñòü
èñòèííîñòè TP ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, è ïîòîìó ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðåäèêàò P îòîáðàæàåò â 1.

Åñëè æå P åñòü ôóíêöèÿ èç R3 â {0, 1}, òî íà TP óäîáíî ñìîòðåòü êàê íà
ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê òðåõìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Ïîñòðîèòü îáëàñòü èñòèííîñòè TP ïðåäèêàòà P(x , y),
îïðåäåëåííîãî íà R ñëåäóþùèì îáðàçîì: P(x , y) = 1 ⇐⇒ x2 + y2 > 2x .

TP åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè OXY,
çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì x2 + y2 > 2x . Ïðåîáðàçîâûâàÿ ïîñëåäíåå ê
íåðàâåíñòâó (x − 1)2 + y2 > 1, ïîëó÷àåì, ÷òî TP ñîñòîèò èç òî÷åê
ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííûõ âíå êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â
òî÷êå (1,0).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Êâàíòîðû è èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ëîãèêà ïðåäèêàòîâ èìååò áîëüøèé çàïàñ ñðåäñòâ,
ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó âûñêàçûâàíèÿ, íåæåëè
ëîãèêà âûñêàçûâàíèé, òî îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò ïîä ýòèì íàëè÷èå â
ëîãèêå ïðåäèêàòîâ áîëüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
ñòðîèòü ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ è ïðåäèêàòû. Ê èçâåñòíûì óæå
îïåðàöèÿì � ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì � äîáàâëÿþòñÿ äâå ïðèíöèïèàëüíî
íîâûå � êâàíòîð îáùíîñòè ∀x (÷èòàåòñÿ �äëÿ ëþáîãî x�) è êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ ∃x (÷èòàåòñÿ �äëÿ íåêîòîðîãî x � èëè �ñóùåñòâóåò x òàêîé,
÷òî�, çäåñü x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ). Äàäèì èõ îïðåäåëåíèå.
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Êâàíòîðîì îáùíîñòè íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó
n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó P(x1, x2, . . . , xn) íà ìíîæåñòâå M, ãäå n ≥ 1,
(n − 1)-ìåñòíûé ïðåäèêàò Q(x2, . . . , xn) = ∀x1P(x1, x2, . . . , xn) íà ýòîì æå
ìíîæåñòâå, òàêîé, ÷òî Q(a2, . . . , an) = 1 äëÿ a2, . . . , an ∈ M â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî a1 ∈ M âûïîëíåíî P(a1, a2, . . . , an) = 1.

Êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
êàæäîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó P(x1, x2, . . . , xn) íà ìíîæåñòâå M, ãäå
n ≥ 1, (n − 1)-ìåñòíûé ïðåäèêàò S(x2, . . . , xn) = ∃x1P(x1, x2, . . . , xn)) íà
ýòîì æå ìíîæåñòâå, òàêîé, ÷òî S(a2, . . . , an) = 1 äëÿ a2, . . . , an ∈ M â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a1 ∈ M âûïîëíåíî
P(a1, a2, . . . , an) = 1.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè P(x) �
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, òî ïðåäèêàòû ∀xP(x) è ∃xP(x) íóëüìåñòíû, ò.å.
ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M.
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò P : P(x , y) = 1 ⇐⇒ x2 + y > 10, è ïîëîæèì
Q(y) = ∀xP(x , y) è S(y) = ∃xP(x , y). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Q(y) è S(y) �
îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, ïðè÷åì

Q(b) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî a ∈ R : a2 + b > 10,

è

S(b) = 1 ⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R : a2 + b > 10.

Ïîýòîìó, î÷åâèäíî, Q(b) = 1 ⇐⇒ b > 10, ò.å. TQ =]10,+∞[

è

S(b) = 1 ïðè ëþáîì b ∈ R, ò.å. TS =]−∞,+∞[.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Ðàññìîòðèì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå N
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: P(x) = 1 ⇐⇒ x � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ïðåäèêàòó
∀xP(x) ñîîòâåòñòâóåò ëîæíîå âûñêàçûâàíèå �âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì�, à ïðåäèêàòó ∃xP(x) � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå
�ñóùåñòâóåò ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî�.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Íà ìíîæåñòâå M = {a, b, c} çàäàíû ïðåäèêàòû P è Q:

P(x , y):

x \ y a b c
a 0 1 0

b 0 1 0

c 1 1 0

Q(x , y):

x \ y a b c
a 1 0 1

b 1 0 0

c 1 0 0

Íàéòè îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà

S(y) = ∀x(P(x , y) ∨ Q(x , y)).

Èç îïðåäåëåíèÿ P è Q ñëåäóåò, ÷òî TP = {(a, b), (b, b), (c, a), (c, b)} è
TQ = {(a, a), (a, c), (b, a), (c, a)}. Ïîýòîìó îáëàñòü èñòèííîñòè TK

ïðåäèêàòà K(x , y) = P(x , y) ∨ Q(x , y) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïàð
TP ∪ TQ = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (c, a), (c, b)}, ò.å.
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K(x , y) = P(x , y) ∨ Q(x , y):

x \ y a b c
a 1 1 1

b 1 1 0

c 1 1 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì: y ∈ TS = T∀xK(x,y) ⇐⇒ S(y) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî
x ∈ M : K(x , y) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî x ∈ M : (x , y) ∈ TK , à ýòî, î÷åâèäíî,
èñòèííî ïðè y = a èëè y = b è ëîæíî ïðè y = c, ò.å. TS = {a, b}.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Åñëè P(x , y) � ïðåäèêàò àðíîñòè äâà, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå R, òî, êàê
îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ìîæåì íàãëÿäíî èçîáðàçèòü åãî
îáëàñòü èñòèííîñòè TP íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé
âîïðîñ: êàê, çíàÿ TP , ïîñòðîèòü îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ ∀xP(x , y)
è ∃xP(x , y)?
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Ïóñòü îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå âíèçó.
Îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Q(y) = ∀xP(x , y) åñòü ôóíêöèÿ Q : R −→ {0, 1},
ïðè ýòîì íà R óäîáíî ñìîòðåòü êàê íà êîîðäèíàòíóþ îñü OY è ñ÷èòàòü,
÷òî y ∈ OY . Ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì: a ∈ TQ ⇐⇒ Q(a) = 1 ⇐⇒ äëÿ
ëþáîãî b ∈ R : P(b, a) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî b ∈ R : (b, a) ∈ TP ⇐⇒
la ⊆ TP , ãäå la � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó a íà îñè OY ïàðàëëåëüíî
îñè OX .Òàêèì îáðàçîì, T∀xP(x,y) ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ìíîæåñòâî òî÷åê a íà îñè OY , äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå la, îïðåäåëÿåìûå
óðàâíåíèÿìè y = a, öåëèêîì ëåæàò â îáëàñòè èñòèííîñòè TP .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ ïðåäèêàòà P(x , y), îáëàñòü èñòèííîñòè êîòîðîãî
èçîáðàæåíà íà íèæíåì ðèñóíêå, ïðåäèêàò S(y) = ∃xP(x , y). S(y) êàê
ôóíêöèÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî R â {0, 1}. Îòîæäåñòâèì, êàê è âûøå, R ñ
ìíîæåñòâîì òî÷åê îñè OY , à TS � ñ íåêîòîðûì åãî ïîäìíîæåñòâîì. Òîãäà
èìååì: a ∈ TS ⇐⇒ S(a) = 1 ⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R : P(b, a) = 1 ⇐⇒
äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R : (b, a) ∈ TP ⇐⇒ òî÷êà a ïðèíàäëåæèò ïðîåêöèè TP

íà îñü OY . Òàêèì îáðàçîì, T∃xP(x,y) ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ïðîåêöèÿ îáëàñòè èñòèííîñòè TP íà îñü OY .
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Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé òðåõìåñòíîãî
ïðåäèêàòà P(x , y , z), äåéñòâóþùåãî êàê ôóíêöèÿ P : R3 −→ {0, 1}. Â ýòîì
ñëó÷àå T∀xP(x,y,z) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ òî÷åê ïëîñêîñòè OYZ , ÷òî ïðÿìûå,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ ïàðàëëåëüíî îñè OX , öåëèêîì ðàñïîëîæåíû â
îáëàñòè èñòèííîñòè TP , à T∃xP(x,y,z) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ TP íà
ïëîñêîñòü OYZ .
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ÏÐÈÌÅÐ 4. Íà ìíîæåñòâå R çàäàíû äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòû P è Q:
P(x , y) = 1 ⇐⇒ x2 + y2 = 4, Q(x , y) = 1 ⇐⇒ x + y > 2. Íàéòè îáëàñòü
èñòèííîñòè ïðåäèêàòà S(y) = ∃x(P(x , y) ∧ Q(x , y)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(x , y) ïðåäèêàò P(x , y) ∧ Q(x , y). Òîãäà
TK = TP∧Q = TP ∩ TQ . Ïîñòðîèì îáëàñòè èñòèííîñòè TP è TQ è íàéäåì
TK êàê èõ ïåðåñå÷åíèå.
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Îáëàñòü èñòèííîñòè TK ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó
îêðóæíîñòè ðàäèóñà äâà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùóþ â ïåðâîé
÷åòâåðòè. Âçÿâ òåïåðü ïðîåêöèþ TK íà îñü OY , ïîëó÷èì îáëàñòü
èñòèííîñòè TS ïðåäèêàòà S = ∃xK(x , y) = ∃x(P(x , y) ∧ Q(x , y)). Íà
ðèñóíêå õîðîøî âèäíî, ÷òî TS =]0, 2[, ò.å. S(y) = 1 ⇐⇒ 0 < y < 2.
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ÏÐÈÌÅÐ 5. Îïðåäåëèòü, âåðíî èëè íåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ: �ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî z ∈ R, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà x ∈ R íàéäåòñÿ ÷èñëî y ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü áû
íåðàâåíñòâî: x2 + y2 ≤ z�.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(x , y , z) òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå
R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì: P(x , y , z) = 1 ⇐⇒
x2 + y2 ≤ z . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íóëüìåñòíîãî ïðåäèêàòà) ∃z∀x∃yP(x , y , z). Ñ ýòîé
öåëüþ çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P(x , y , z)
ñîîòâåòñòâóåò â òðåõìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå OXYZ òåëî,
îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì x2 + y2 = z è
ÿâëÿþùåéñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Êâàíòîðû è èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

ÏÐÈÌÅÐ 5. Îïðåäåëèòü, âåðíî èëè íåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ: �ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî z ∈ R, ÷òî äëÿ ëþáîãî
÷èñëà x ∈ R íàéäåòñÿ ÷èñëî y ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿëîñü áû
íåðàâåíñòâî: x2 + y2 ≤ z�.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(x , y , z) òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå
R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì: P(x , y , z) = 1 ⇐⇒
x2 + y2 ≤ z . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íóëüìåñòíîãî ïðåäèêàòà) ∃z∀x∃yP(x , y , z). Ñ ýòîé
öåëüþ çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P(x , y , z)
ñîîòâåòñòâóåò â òðåõìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå OXYZ òåëî,
îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì x2 + y2 = z è
ÿâëÿþùåéñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Êâàíòîðû è èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Òîãäà îáëàñòü èñòèííîñòè äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòà K(x , z) = ∃yP(x , y , z)
íàõîäèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè êàê ïðîåêöèÿ óêàçàííîãî òåëà íà êîîðäèíàòíóþ
ïëîñêîñòü OXZ (ñì. ðèñ.9). Äàëåå, îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà
S(z) = ∀xK(x , z) ñîñòàâëÿþò âñå òå ÷èñëà z0 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå ñ
óðàâíåíèåì z = z0 öåëèêîì ïðèíàäëåæàò TK . Ïîñêîëüêó òàêèõ ÷èñåë íåò,
ïîëó÷àåì TS = ∅, ò.å. äëÿ ëþáîãî z ∈ R èìååì S(z) = 0, à ïîòîìó S(z) �
òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå
∃zS(z) = ∃z∀x∃yP(x , y , z) ëîæíî, ò.å. óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Êâàíòîðû è èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Çàìåòèì, ÷òî â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå î ïðàâèëüíîì îòâåòå íåñëîæíî
äîãàäàòüñÿ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå. Êîíå÷íî, ñäåëàòü ýòî áûëî áû ãîðàçäî
òðóäíåå, åñëè áû â ðàññìàòðèâàåìîì âûñêàçûâàíèè ó÷àñòâîâàëî íå òðè, à
áîëüøåå ÷èñëî êâàíòîðîâ. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî â ðÿäå
ñëó÷àåâ ôîðìàëüíî, íå ñëèøêîì âäóìûâàÿñü â ñìûñë âûñêàçûâàíèÿ,
ïðàâèëüíî îòâå÷àòü íà âîïðîñ î åãî èñòèííîñòíîì çíà÷åíèè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Êàê è âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäèêàòû â ëîãèêå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ôîðìóë
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (ñîêðàùåííî ÔËÏ). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P(n),Q(n),R(n), . . . (çäåñü n � àðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ n = 0, 1, 2, . . . ),
íåêîòîðûé íàáîð x , y , z , . . . ñèìâîëîâ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, âîçìîæíî,
èíäåêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à òàêæå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ f (n), g (n), h(n), . . . (n ≥ 0).

Ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ ôîðìóë áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû íà ìíîæåñòâàõ. Íî íà ìíîæåñòâàõ
ïîìèìî ïðåäèêàòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ðàçëè÷íûå îïåðàöèè1; îíè è
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ.

1Íàïîìíèì, ÷òî n-àðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå

Mn −→ M. Íóëüàðíûå îïåðàöèè � ýòî âûäåëåííûå ýëåìåíòû èç M; èõ åùå íàçûâàþò

êîíñòàíòàìè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Êàê è âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäèêàòû â ëîãèêå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ôîðìóë
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (ñîêðàùåííî ÔËÏ). Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P(n),Q(n),R(n), . . . (çäåñü n � àðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ n = 0, 1, 2, . . . ),
íåêîòîðûé íàáîð x , y , z , . . . ñèìâîëîâ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, âîçìîæíî,
èíäåêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à òàêæå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ f (n), g (n), h(n), . . . (n ≥ 0).

Ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ ôîðìóë áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû íà ìíîæåñòâàõ. Íî íà ìíîæåñòâàõ
ïîìèìî ïðåäèêàòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ðàçëè÷íûå îïåðàöèè1; îíè è
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèîíàëüíûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ.

1Íàïîìíèì, ÷òî n-àðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå

Mn −→ M. Íóëüàðíûå îïåðàöèè � ýòî âûäåëåííûå ýëåìåíòû èç M; èõ åùå íàçûâàþò

êîíñòàíòàìè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ôîðìóëû â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ââåäåì
ïîíÿòèå òåðìà.

(a) ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x , y , z , . . ., à òàêæå íóëüàðíûå
ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû f (0), g (0), h(0), . . . ñóòü òåðìû;
(b) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) (n ≥ 1) è òåðìîâ
t1, . . . , tn âûðàæåíèå âèäà f (n)(t1, . . . , tn) òîæå åñòü òåðì;
(c) äðóãèõ òåðìîâ íåò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Îïðåäåëèì ÔËÏ èíäóêöèåé ïî äëèíå:

(0) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû 0, 1 ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ;
(1) åñëè P(n) � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë è t1, . . . , tn � òåðìû (n ≥ 0), òî
âûðàæåíèÿ âèäà P(0) è P(n)(t1, . . . , tn) ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ; òàêèå ôîðìóëû
íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;
(2) åñëè F è G � ÔËÏ è x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ âèäà
¬F , (F ∧ G), (F ∨ G), (F −→ G), (F ←→ G),∀xF , ∃xF òàêæå ñóòü ÔËÏ; â
äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ
êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé x ;
(3) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÂ, äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü â ÔËÏ âíåøíèå ñêîáêè
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî óáûâàíèþ �ñèëû� ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè
ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ¬, ∀,∃,∧,∨,−→ ,←→.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Îïðåäåëèì ÔËÏ èíäóêöèåé ïî äëèíå:

(0) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû 0, 1 ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ;
(1) åñëè P(n) � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë è t1, . . . , tn � òåðìû (n ≥ 0), òî
âûðàæåíèÿ âèäà P(0) è P(n)(t1, . . . , tn) ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ; òàêèå ôîðìóëû
íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;
(2) åñëè F è G � ÔËÏ è x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ âèäà
¬F , (F ∧ G), (F ∨ G), (F −→ G), (F ←→ G),∀xF , ∃xF òàêæå ñóòü ÔËÏ; â
äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äåéñòâèÿ
êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé x ;
(3) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÂ, äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü â ÔËÏ âíåøíèå ñêîáêè
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî óáûâàíèþ �ñèëû� ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè
ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ¬, ∀,∃,∧,∨,−→ ,←→.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ ÔËÏ (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) n-àðíûå ïðåäèêàòíûå
ñèìâîëû áóäóò îòîáðàæàòüñÿ â êîíêðåòíûå n-àðíûå ïðåäèêàòû íà
ìíîæåñòâàõ; â ÷àñòíîñòè, íóëüàðíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü íóëüàðíûå ïðåäèêàòû, ò.å. 0 èëè 1. Ïîýòîìó íóëüàðíûå
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû â ÔËÏ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ëîãè÷åñêèå
ïåðåìåííûå â ÔËÂ. Ââèäó äàííîãî çàìå÷àíèÿ íà âñÿêóþ ÔËÂ ìû ìîæåì
ñìîòðåòü êàê íà ÔËÏ, íå ñîäåðæàùóþ êâàíòîðîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ, à òàêæå ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ àðíîñòè áîëüøå íóëÿ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Âõîæäåíèå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè
îíî íàõîäèòñÿ ñðàçó çà íåêîòîðûì êâàíòîðíûì ñèìâîëîì èëè âõîäèò â
îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (ñâÿçàííîé) â ÔËÏ, åñëè îíà èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ñâîáîäíîå (ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííîå) âõîæäåíèå â ýòó
ôîðìóëó. Íàïðèìåð, â ÔËÏ

F (x , y) = ∀x∃z(P(2)(f (1)(x), y) ∨ Q(1)(g (2)(z , y))) −→ Q(1)(x)

ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x è îáà
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé z , à ñâîáîäíûìè � òðåòüå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x
è îáà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y . Ïîýòîìó â ýòîé ôîðìóëå ïåðåìåííàÿ x
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñâîáîäíîé, è ñâÿçàííîé, z òîëüêî ñâÿçàíà, à y
òîëüêî ñâîáîäíà.

Åñëè ïåðåìåííûå x1, . . . , xk ñâîáîäíû â ÔËÏ F , òî ÷àñòî âìåñòî F ïèøóò
F (x1, . . . , xk).

Ñèãíàòóðîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ÔËÏ F ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ , åñëè êàæäûé ïðåäèêàòíûé è ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, èñïîëüçóåìûé â çàïèñè F , ïðèíàäëåæèò Σ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Âõîæäåíèå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè
îíî íàõîäèòñÿ ñðàçó çà íåêîòîðûì êâàíòîðíûì ñèìâîëîì èëè âõîäèò â
îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (ñâÿçàííîé) â ÔËÏ, åñëè îíà èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ñâîáîäíîå (ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííîå) âõîæäåíèå â ýòó
ôîðìóëó. Íàïðèìåð, â ÔËÏ

F (x , y) = ∀x∃z(P(2)(f (1)(x), y) ∨ Q(1)(g (2)(z , y))) −→ Q(1)(x)

ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x è îáà
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé z , à ñâîáîäíûìè � òðåòüå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x
è îáà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y . Ïîýòîìó â ýòîé ôîðìóëå ïåðåìåííàÿ x
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñâîáîäíîé, è ñâÿçàííîé, z òîëüêî ñâÿçàíà, à y
òîëüêî ñâîáîäíà.

Åñëè ïåðåìåííûå x1, . . . , xk ñâîáîäíû â ÔËÏ F , òî ÷àñòî âìåñòî F ïèøóò
F (x1, . . . , xk).

Ñèãíàòóðîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ÔËÏ F ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ , åñëè êàæäûé ïðåäèêàòíûé è ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, èñïîëüçóåìûé â çàïèñè F , ïðèíàäëåæèò Σ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Âõîæäåíèå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè
îíî íàõîäèòñÿ ñðàçó çà íåêîòîðûì êâàíòîðíûì ñèìâîëîì èëè âõîäèò â
îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (ñâÿçàííîé) â ÔËÏ, åñëè îíà èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ñâîáîäíîå (ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàííîå) âõîæäåíèå â ýòó
ôîðìóëó. Íàïðèìåð, â ÔËÏ

F (x , y) = ∀x∃z(P(2)(f (1)(x), y) ∨ Q(1)(g (2)(z , y))) −→ Q(1)(x)

ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîå è âòîðîå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x è îáà
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé z , à ñâîáîäíûìè � òðåòüå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x
è îáà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y . Ïîýòîìó â ýòîé ôîðìóëå ïåðåìåííàÿ x
ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñâîáîäíîé, è ñâÿçàííîé, z òîëüêî ñâÿçàíà, à y
òîëüêî ñâîáîäíà.

Åñëè ïåðåìåííûå x1, . . . , xk ñâîáîäíû â ÔËÏ F , òî ÷àñòî âìåñòî F ïèøóò
F (x1, . . . , xk).

Ñèãíàòóðîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ÔËÏ F ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé ñèãíàòóðû Σ , åñëè êàæäûé ïðåäèêàòíûé è ôóíêöèîíàëüíûé
ñèìâîë, èñïîëüçóåìûé â çàïèñè F , ïðèíàäëåæèò Σ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïóñòü M � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû
ïðåäèêàòû èç ìíîæåñòâà P è ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà F . Ìíîæåñòâî M ñ
çàäàííûìè íà íåì ïðåäèêàòàìè è ôóíêöèÿìè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüþ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Èíòåðïåðåòàöèåé ôîðìóëû F ñèãíàòóðû Σ â ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå φ : Σ −→ P ∪ F , ïðè êîòîðîì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì
àðíîñòè n ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû èç P òîé æå
àðíîñòè, êàæäîé êîíñòàíòå èç Σ � êîíêðåòíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M, à
êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó àðíîñòè n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ òîé æå àðíîñòè èç F , çàäàííàÿ íà M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïóñòü M � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû
ïðåäèêàòû èç ìíîæåñòâà P è ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà F . Ìíîæåñòâî M ñ
çàäàííûìè íà íåì ïðåäèêàòàìè è ôóíêöèÿìè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
ìîäåëüþ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Èíòåðïåðåòàöèåé ôîðìóëû F ñèãíàòóðû Σ â ìîäåëü M íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå φ : Σ −→ P ∪ F , ïðè êîòîðîì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì
àðíîñòè n ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû èç P òîé æå
àðíîñòè, êàæäîé êîíñòàíòå èç Σ � êîíêðåòíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M, à
êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó àðíîñòè n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ òîé æå àðíîñòè èç F , çàäàííàÿ íà M.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïðè ëþáîé êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â
êîíêðåòíûé ïðåäèêàò íà ìîäåëè M:

φ : F (x1, . . . , xk) 7−→ (φF )(x1, . . . , xk).

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé (èëè
òîæäåñòâåííî èñòèííîé), åñëè äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû
â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M (φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî èñòèííûé
ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 1.

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé (èëè
òîæäåñòâåííî ëîæíîé, èëè íåâûïîëíèìîé), åñëè äëÿ ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M
(φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïðè ëþáîé êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â
êîíêðåòíûé ïðåäèêàò íà ìîäåëè M:

φ : F (x1, . . . , xk) 7−→ (φF )(x1, . . . , xk).

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé (èëè
òîæäåñòâåííî èñòèííîé), åñëè äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû
â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M (φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî èñòèííûé
ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 1.

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé (èëè
òîæäåñòâåííî ëîæíîé, èëè íåâûïîëíèìîé), åñëè äëÿ ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M
(φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

Ïðè ëþáîé êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â
êîíêðåòíûé ïðåäèêàò íà ìîäåëè M:

φ : F (x1, . . . , xk) 7−→ (φF )(x1, . . . , xk).

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé (èëè
òîæäåñòâåííî èñòèííîé), åñëè äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû
â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M (φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî èñòèííûé
ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 1.

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé (èëè
òîæäåñòâåííî ëîæíîé, èëè íåâûïîëíèìîé), åñëè äëÿ ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè φ ýòîé ôîðìóëû â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M
(φF )(x1, . . . , xk) � òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò íà M, ò.å.

∀a1, ..., ∀ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ ýòîé ôîðìóëû â ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü M, äëÿ êîòîðîé
ïðåäèêàò (φF )(x1, . . . , xk) âûïîëíèì íà M, ò.å. ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
èñòèíà ïðè êàêîì-òî íàáîðå çíà÷åíèé ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ:

∃a1, ..., ∃ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 1.

Íàáîð ôîðìóë F1(x1, . . . , xk),..., Fn(x1, . . . , xk) ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ φ ýòèõ ôîðìóë â
ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü M è ñóùåñòâóþò a1, ..., an ∈ M òàêèå, ÷òî

∀i = 1, 2, ..., n (φFi )(a1, . . . , ak) = 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÔËÏ F (x1, . . . , xk) íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ ýòîé ôîðìóëû â ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü M, äëÿ êîòîðîé
ïðåäèêàò (φF )(x1, . . . , xk) âûïîëíèì íà M, ò.å. ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
èñòèíà ïðè êàêîì-òî íàáîðå çíà÷åíèé ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ:

∃a1, ..., ∃ak ∈ M : (φF )(a1, . . . , ak) = 1.

Íàáîð ôîðìóë F1(x1, . . . , xk),..., Fn(x1, . . . , xk) ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ φ ýòèõ ôîðìóë â
ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü M è ñóùåñòâóþò a1, ..., an ∈ M òàêèå, ÷òî

∀i = 1, 2, ..., n (φFi )(a1, . . . , ak) = 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

F (x) = P(1)(x) ∧ ∀y(P(1)(y) −→ D(2)(x , y))

è ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M = {2, 3, 6, 9, 12, 15} è çàäàííûìè íà
íåì ïðåäèêàòàìè

P(x) =�x � ïðîñòîå ÷èñëî�, D(x , y) = �x ≤ y �.

Òîãäà ïðè èíòåðïðåòàöèè φ1 : P(1) 7−→ P, D(2) 7−→ D ýòà ôîðìóëà
ïåðåéäåò â îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå M:

(φ1 F )(x) = � x � ïðîñòîå ÷èñëî è ∀y ∈ M ( åñëè y � ïðîñòîå, òî x ≤ y)� .

ßñíî, ÷òî ýòî ïðåäèêàò �x = 2�.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Åñëè æå ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ ìîäåëü ñ ýòèì æå ìíîæåñòâîì
M = {2, 3, 6, 9, 12, 15}, íî äðóãèìè ïðåäèêàòàìè íà íåì

P(x) =�x � íå÷åòíîå ÷èñëî�, D(x , y) = �x äåëèò y �,

òî ôîðìóëà ïðè èíòåðïðåòàöèè φ2 : P(1) 7−→ P, D(2) 7−→ D ïåðåéäåò â
äðóãîé ïðåäèêàò íà ýòîì ìíîæåñòâå

(φ2 F )(x) = � x � íå÷åòíîå ÷èñëî è ∀y ∈ M ( åñëè y � íå÷åòíîå, òî x äåëèò
y)� .

ßñíî, ÷òî ýòî ïðåäèêàò �x = 3�.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ÔËÏ

F = ∀x(P(2)(x , f (0)) −→ Q(2)(x , f (0)) ∨ Q(2)(x , g (0)))

â ìîäåëè ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì N ïðè èíòåðïðåòàöèè φ:

P(2) 7→ P : P(m, n) = 1 ⇐⇒ m | n,

Q(2) 7→ Q : Q(m, n) = 1 ⇐⇒ n = m,

f (0) 7→ 5, g (0) 7→ 1.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå
φF î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: �äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x èç òîãî, ÷òî
x äåëèò 5, âûòåêàåò, ÷òî x = 5 èëè x = 1� . Òàê êàê â ñèëó ïðîñòîòû ÷èñëà
5 ýòî âûñêàçûâàíèå èñòèííî, ïîëó÷àåì φF = 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ÔËÏ

F = ∀x(P(2)(x , f (0)) −→ Q(2)(x , f (0)) ∨ Q(2)(x , g (0)))

â ìîäåëè ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì N ïðè èíòåðïðåòàöèè φ:

P(2) 7→ P : P(m, n) = 1 ⇐⇒ m | n,

Q(2) 7→ Q : Q(m, n) = 1 ⇐⇒ n = m,

f (0) 7→ 5, g (0) 7→ 1.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå âûñêàçûâàíèå
φF î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: �äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x èç òîãî, ÷òî
x äåëèò 5, âûòåêàåò, ÷òî x = 5 èëè x = 1� . Òàê êàê â ñèëó ïðîñòîòû ÷èñëà
5 ýòî âûñêàçûâàíèå èñòèííî, ïîëó÷àåì φF = 1.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Íà ÿçûêå ÔËÏ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñâîéñòâà ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÔËÏ ñâîéñòâî ÷èñëà áûòü íàèáîëüøèì
îáùèì äåëèòåëåì äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Íàïîìíèì, ÷òî w =ÍÎÄ(u, v), åñëè, âî-ïåðâûõ, w � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
u è v è, âî-âòîðûõ, w äåëèòñÿ íà ëþáîé îáùèé äåëèòåëü u è v . Â äàííîì
îïðåäåëåíèè ÍÎÄ âñòðå÷àåòñÿ äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò P(n,m) �äåëåíèÿ
íàöåëî ÷èñëà n íà ÷èñëî m�, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë: P(n,m) = 1⇐⇒ m | n. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P(2). Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

F (u, v ,w) = P(2)(u,w) ∧ P(2)(v ,w) ∧ ∀x(P(2)(u, x) ∧ P(2)(v , x)→ P(2)(w , x))

ñèãíàòóðû {P(2)}. Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èñêîìîé â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ åå èíòåðïðåòàöèè φ â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
çàìåùàþùåé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P(2) ïðåäèêàòîì P äåëèìîñòè íàöåëî,
âûïîëíåíî (φF )(u, b,w) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w =ÍÎÄ(u, v).
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ñìûñëå, ÷òî äëÿ åå èíòåðïðåòàöèè φ â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
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çàìåùàþùåé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P(2) ïðåäèêàòîì P äåëèìîñòè íàöåëî,
âûïîëíåíî (φF )(u, b,w) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w =ÍÎÄ(u, v).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è èíòåðïðåòàöèè

ÏÐÈÌÅÐ 4. Çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÔËÏ ñâîéñòâî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áûòü
ïðîñòûì ÷èñëîì.

×èñëî u ∈ N ïðîñòîå, åñëè âûñêàçûâàíèå � äëÿ ëþáîãî x ∈ N óñëîâèå x | u
âëå÷åò çà ñîáîé x = u èëè x = 1� èñòèííî. Â äàííîì âûñêàçûâàíèè
ôèãóðèðóþò äâà äâóõìåñòíûõ ïðåäèêàòà, çàäàííûõ íà N: P(n,m) = 1 ⇐⇒
m | n è Q(n,m) = 1 ⇐⇒ n = m (ïðåäèêàò ðàâåíñòâà). Â èñêîìîé ôîðìóëå
èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû P(2) è Q(2). Ïîñêîëüêó â
ôîðìóëó ñèìâîë ÷èñëà îäèí íå ìîæåò âõîäèòü (ýòî íå ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ), íàì íåîáõîäèìî âûðàçèòü åùå íà ÿçûêå ÔËÏ ñâîéñòâî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà áûòü åäèíèöåé. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, íàïðèìåð,
èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî y èç N ðàâíî åäèíèöå â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè âûñêàçûâàíèå �âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x äåëèòñÿ íà y �
èñòèííî. Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà

F (u) = ∃y(∀xP(2)(x , y) ∧ ∀x(P(2)(u, x) −→ Q(2)(x , u) ∨ Q(2)(x , y)))

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäåëü êîíå÷íà èëè áåñêîíå÷íà â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ êîíå÷íîãî è
áåñêîíå÷íîãî, íà ÷òî �íå ñïîñîáåí� ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÅ. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ÔËÏ F =
∀x∀y∀z(¬P(2)(x , x) ∧ (P(2)(x , y) ∧ P(2)(y , z) −→ P(2)(x , z))) ∧ ∀x∃yP(2)(x , y)
âûïîëíèìà â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè è íå âûïîëíèìà íè â êàêîé
êîíå÷íîé ìîäåëè.
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè ÔËÂ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà
ÔËÏ. Äâå ÔËÏ F è G íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè äëÿ ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè φ ýòèõ ôîðìóë â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü èìååì φF = φG .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû, åñëè îíè íå ðàçëè÷èìû íà
ìîäåëÿõ. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ðàçáèâàþùåé ìíîæåñòâî ÔËÏ íà êëàññû
ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë. Ïðèìåðàìè òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ êëàññû
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûõ è ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë. Êàê
îáû÷íî, ïèøåì F ≡ G , åñëè F è G ðàâíîñèëüíû.
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

0. Âñå çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñïðàâåäëèâû è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ.
1. Çàêîíû îòðèöàíèÿ:

¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x),

¬∃xF (x) ≡ ∀x¬F (x).

2. Çàêîíû ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îäíîòèïíûõ êâàíòîðîâ:

∀x∀yF (x , y) ≡ ∀y∀xF (x , y),

∃x∃yF (x , y) ≡ ∃y∃xF (x , y).

3. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè ∀ îòíîñèòåëüíî ∧ è ∃ îòíîñèòåëüíî ∨:

∀x(F (x) ∧ G(x)) ≡ ∀xF (x) ∧ ∀xG(x),

∃x(F (x) ∨ G(x)) ≡ ∃xF (x) ∨ ∃xG(x).
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

4. Åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå G èëè âñÿêîå âõîæäåíèå x
â G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, òî èìåþò ìåñòî çàêîíû:

∀x(F (x) ∧ G) ≡ ∀xF (x) ∧ G ,

∀x(F (x) ∨ G) ≡ ∀xF (x) ∨ G ,

∃x(F (x) ∧ G) ≡ ∃xF (x) ∧ G ,

∃x(F (x) ∨ G) ≡ ∃xF (x) ∨ G .

5. Åñëè ïåðåìåííàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå F (x), òî äîïóñòèìà
ïîäñòàíîâêà y âìåñòî ïåðåìåííîé x â ôîðìóëàõ ∀xF (x) è ∃xF (x), à
èìåííî:

∀xF (x) ≡ ∀yF (y),

∃xF (x) ≡ ∃yF (y).
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Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, îäèí èç çàêîíîâ îòðèöàíèÿ: ¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x).
Äëÿ ýòîãî âûïèøåì íàðÿäó ñ x âñå ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå,
âõîäÿùèå â ôîðìóëó F : x , x1, . . . , xn, è ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ φ
ôîðìóë ¬∀xF (x) è ∃x¬F (x) â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü ñ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì M . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäèêàòû (φ¬∀xF (x))(x1, . . . , xn) è
(φ∃x¬F (x))(x1, . . . , xn) íà M, â êîòîðûå ïåðåõîäÿò ýòè ôîðìóëû, ðàâíû.
Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a1, . . . , an ∈ M âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (φ¬∀xF (x))(a1, . . . , an) = (φ∃x¬F (x))(a1, . . . , an).
Äåéñòâèòåëüíî, èìååì (φ¬∀xF (x))(a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ íå äëÿ ëþáîãî
x ∈ M âûïîëíåíî (φF (x))(a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ ñóùåñòâóåò b ∈ M òàêîé,
÷òî (φF (b))(a1, . . . , an) = 0 ⇐⇒ ñóùåñòâóåò b ∈ M òàêîé, ÷òî
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φ ýòèõ ôîðìóë, à çíà÷èò, ¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ îñòàëüíûå çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Âàæíî îòìåòèòü,÷òî â îáùåì ñëó÷àå ∀x(F (x) ∨ G(x)) 6≡ ∀xF (x) ∨ ∀xG(x) è
∃x(F (x) ∧ G(x)) 6≡ ∃xF (x) ∧ ∃xG(x).

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ∀x(F (x) ∨ G(x)) 6≡ ∀xF (x) ∨ ∀xG(x) äëÿ
íåêîòîðûõ àòîìàðíûõ ôîðìóë F (x) è G(x) (ñ÷èòàåì, ÷òî F è G �
îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ
îñíîâíûì ìíîæåñòâîì N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è îäíîìåñòíûìè
ïðåäèêàòàìè P è Q íà íåì, îïðåäåëÿåìûìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P(x) = 1 ⇐⇒ x ≤ 2 è Q(x) = 1 ⇐⇒ x > 2. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ φ:
φ(F ) = P è φ(G) = Q. Òîãäà, î÷åâèäíî, φ∀x(F (x) ∨ G(x)) = 1, â òî âðåìÿ
êàê φ(∀xF (x) ∨ ∀xG(x)) = φ∀xF (x) ∨ φ∀xG(x) = 0 ∨ 0 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôîðìóëû ∀x(F (x) ∨ G(x)) è ∀xF (x) ∨ ∀xG(x) íå ðàâíîñèëüíû.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç âûïèñàííûõ çàêîíîâ ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ:

1′. ∃x(F (x) −→ G(x)) ≡ ∀xF (x) −→ ∃xG(x).
2′. Åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå G èëè âñÿêîå âõîæäåíèå
x â G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, òî

∃x(F (x) −→ G) ≡ ∀xF (x) −→ G ,

∀x(F (x) −→ G) ≡ ∃xF (x) −→ G ,

∃x(G −→ F (x)) ≡ G −→ ∃xF (x),

∀x(G −→ F (x)) ≡ G −→ ∀xF (x).

Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü 1′. Â ñàìîì äåëå,
∃x(F (x) −→ G(x)) ≡ ∃x(¬F (x) ∨ G(x)) ≡ ∃x¬F (x) ∨ ∃xG(x) ≡
¬∀xF (x) ∨ ∃xG(x) ≡ ∀xF (x) −→ ∃xG(x).

Ïåðâàÿ è òðåòüÿ ðàâíîñèëüíîñòè ïóíêòà 2′ âûòåêàþò èç 1′, à îñòàëüíûå
ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî 1′ ïðèìåíåíèåì çàêîíîâ ëîãèêè ïðåäèêàòîâ èç
ïóíêòà 4.
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

ÏÐÈÌÅÐ 1. Äîêàçàòü, ÷òî ÔËÏ

F = ∃xP(2)(x , f (1)(t)) −→ ∃uQ(3)(y , t, u) ∧ ∀xR(1)(g (1)(x))

è
G = ∀x∀z∃u(P(2)(x , f (1)(t)) −→ Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)((g (1)(z)))

ðàâíîñèëüíû.

Äåéñòâèòåëüíî, F = ∃xP(2)(x , f (1)(t)) −→ ∃uQ(3)(y , t, u) ∧ ∀xR(1)(g (1)(x))
≡4 ∃xP(2)(x , f (1)(t)) −→ ∀x(∃uQ(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)(x)))
≡4 ∃xP(2)(x , f (1)(t)) −→ ∀x∃u(Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)(x)))
≡5 ∃xP(2)(x , f (1)(t)) −→ ∀z∃u(Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)(z)))

≡2
′
∀x(P(2)(x , f (1)(t)) −→ ∀z∃u(Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)(z))))

≡2
′
∀x∀z(P(2)(x , f (1)(t)) −→ ∃u(Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)z))))

≡2
′
∀x∀z∃u(P(2)(x , f (1)(t)) −→ Q(3)(y , t, u) ∧ R(1)(g (1)(z))) = G .
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

ÏÐÈÌÅÐ 2. Äîêàçàòü, ÷òî ÔËÏ

F (y) = ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (∃xP(1)(x) −→ ∃xQ(2)(x , y))

ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Ïðîâåðÿòü ëîãè÷åñêóþ îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû F (y), èñïîëüçóÿ
íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèå, äîâîëüíî ñëîæíî. Ïîýòîìó ìû ñíà÷àëà
óïðîñòèì F (y) ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
F (y) = ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (∃xP(1)(x) −→ ∃xQ(2)(x , y))
≡5 ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (∃zP(1)(z) −→ ∃xQ(2)(x , y))

≡2
′
∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ ∃x(∃zP(1)(z) −→ Q(2)(x , y))

≡2
′
∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ ∃x∀z(P(1)(z) −→ Q(2)(x , y))

≡1
′
∃x((P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ ∀z(P(1)(z) −→ Q(2)(x , y)))

≡2
′
∃x∀z((P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (P(1)(z) −→ Q(2)(x , y)))

≡0 ∃x∀z(¬(¬P(1)(x) ∨ Q(2)(x , y)) ∨ (¬P(1)(z) ∨ Q(2)(x , y)))
≡0 ∃x∀z(P(1)(x) ∨ ¬P(1)(z) ∨ Q(2)(x , y)).
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Èòàê, F (y) ≡ G(y), ãäå G(y) = ∃x∀z(P(1)(x) ∨ ¬P(1)(z) ∨ Q(2)(x , y)).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôîðìóëà G(y) ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü c îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M, íà
êîòîðîì çàäàíû îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P è äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò Q, è
ïóñòü èíòåðïðåòàöèÿ φ òàêîâà, ÷òî φ(P(1)) = P, φ(Q(2)) = Q. Òîãäà
ôîðìóëà G(y) ïåðåéäåò ïðè èíòåðïðåòàöèè φ â ñëåäóþùèé îäíîìåñòíûé
ïðåäèêàò φG(y) íà ìíîæåñòâå M :

�ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ M ñïðàâåäëèâî P(x) = 1

èëè ¬P(z) = 1, èëè Q(x , y) = 1� .

Íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ïðåäèêàò âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî
èñòèííûì, ò.å. äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà b ∈ M : φG(b) = 1, ò.å. èñòèííî
âûñêàçûâàíèå:

�ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ M ñïðàâåäëèâî P(x) = 1

èëè ¬P(z) = 1, èëè Q(x , b) = 1� .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ M òàêîé, ÷òî P(x) = 1, òî
äàííîå âûñêàçûâàíèå, î÷åâèäíî, èñòèííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå P �
òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
z ∈ M èìååì ¬P(z) = 1, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïÿòü âëå÷åò çà ñîáîé
èñòèííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî âûñêàçûâàíèÿ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Èòàê, F (y) ≡ G(y), ãäå G(y) = ∃x∀z(P(1)(x) ∨ ¬P(1)(z) ∨ Q(2)(x , y)).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôîðìóëà G(y) ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü c îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M, íà
êîòîðîì çàäàíû îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P è äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò Q, è
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Òàêèì îáðàçîì, φG(b) = 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ M, à çíà÷èò ôîðìóëà
G(y) ïðè èíòåðïðåòàöèè φ â ëþáóþ ìîäåëü ïåðåõîäèò â òîæäåñòâåííî
èñòèííûé ïðåäèêàò φG(y). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà G(y), à
ñëåäîâàòåëüíî è ðàâíîñèëüíàÿ åé ôîðìóëà F (y), ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé.
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿþò ïðàâèëüíî ñòðîèòü îòðèöàíèÿ
ðàçëè÷íûõ ïðåäëîæåíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàïèñàòü óñëîâèå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà u, îçíà÷àþùåå,
÷òî u íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî
àðãóìåíòà: ÷èñëî u íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå δ òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà x íåðàâåíñòâî | x − x0 |< δ âëå÷åò çà ñîáîé | f (x)− u |< ε.
Çàïèøåì äàííîå îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ÔËÏ:

F (u, x0) = ∀ε(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x − x0 |< δ −→| f (x)− u |< ε)));

çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå ñ
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à âìåñòî ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ ïèøåì ñàìè
ïðåäèêàòû �ε > 0�, �δ > 0�, �| x − x0 |< δ� è �| f (x)− u |< ε�.
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Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Òîãäà èìååì:

¬F (u, x0) = ¬∀ε(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x − x0 |< δ −→| f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε¬(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x − x0 |< δ −→| f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε¬(¬(ε > 0) ∨ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ¬(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(¬(δ > 0) ∨ ¬∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(¬(δ > 0) ∨ ∃x(¬¬(| x − x0 |< δ) ∧ ¬(| f (x)− u |< ε))))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(δ > 0 −→ ∃x(| x − x0 |< δ∧ | f (x)− u |≥ ε))).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî u íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0,
åñëè (è òîëüêî åñëè) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî δ íàéäåòñÿ ÷èñëî x , äëÿ êîòîðîãî | x − x0 |< δ è òåì íå
ìåíåå | f (x)− u |≥ ε.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Òîãäà èìååì:

¬F (u, x0) = ¬∀ε(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x − x0 |< δ −→| f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε¬(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x − x0 |< δ −→| f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε¬(¬(ε > 0) ∨ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ¬(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(¬(δ > 0) ∨ ¬∀x(¬(| x − x0 |< δ)∨ | f (x)− u |< ε)))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(¬(δ > 0) ∨ ∃x(¬¬(| x − x0 |< δ) ∧ ¬(| f (x)− u |< ε))))

≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(δ > 0 −→ ∃x(| x − x0 |< δ∧ | f (x)− u |≥ ε))).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî u íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0,
åñëè (è òîëüêî åñëè) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî δ íàéäåòñÿ ÷èñëî x , äëÿ êîòîðîãî | x − x0 |< δ è òåì íå
ìåíåå | f (x)− u |≥ ε.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäâàðåííûå è ñêîëåìîâñêèå íîðìàëüíûå ôîðìû

ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðàùåííî ÏÍÔ),
åñëè îíà èìååò âèä

q1x1q2x2 · · · qnxnF (x1, x2, . . . , xn),

ãäå qi ∈ {∀, ∃} äëÿ i = 1, 2, . . . , n è ôîðìóëà F íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ.
Òàêèì îáðàçîì, â ÏÍÔ âñå êâàíòîðû (åñëè îíè åñòü) �âûíåñåíû âïåðåä� .
Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàíòîðîâ q1x1q2x2 · · · qnxn íàçûâàåòñÿ
êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé, à ôîðìóëà F (x1, x2, . . . , xn) � áåñêâàíòîðíîé
÷àñòüþ ÏÍÔ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ÔËÏ ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ÏÍÔ.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðåäâàðåííûå è ñêîëåìîâñêèå íîðìàëüíûå ôîðìû

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÏ. Ïîñêîëüêó âñå
ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñâÿçêè ¬ è ∧, à êâàíòîð ∃x
� ÷åðåç êâàíòîð ∀x è îòðèöàíèå ¬ (ò.ê. ∃xH(x) ≡ ¬∀¬H(x)), ñ÷èòàåì áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â ôîðìóëó G âõîäÿò ëèøü ñèìâîëû
ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¬,∧ è ∀. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü
èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû G .

Ñëó÷àé 1: G ðàâíà 0, 1 èëè àòîìàðíîé ôîðìóëå. Òîãäà G ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ÏÍÔ.

Ñëó÷àé 2: G = ¬H. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ôîðìóëà H ðàâíîñèëüíà
ÏÍÔ âèäà q1x1 · · · qnxnH ′(x1, . . . , xn). Òîãäà
G ≡ ¬H ≡ ¬q1x1 · · · qnxnH ′(x1, . . . , xn) ≡ q̄1x1 · · · q̄nxn¬H ′(x1, . . . , xn), ãäå

q̄i =

{
∀, åñëè qi = ∃,
∃, åñëè qi = ∀.
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Ñëó÷àé 1: G ðàâíà 0, 1 èëè àòîìàðíîé ôîðìóëå. Òîãäà G ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ÏÍÔ.

Ñëó÷àé 2: G = ¬H. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ôîðìóëà H ðàâíîñèëüíà
ÏÍÔ âèäà q1x1 · · · qnxnH ′(x1, . . . , xn). Òîãäà
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Ñëó÷àé 3: G = H1 ∧ H2. Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ê
ôîðìóëàì H1 è H2, èìåþùèì ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì G , ïîëó÷àåì, ÷òî îíè
ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî ÏÍÔ âèäà q1x1 · · · qnxnH ′1(x1, . . . , xn) è
q′1y1 · · · q′mymH ′2(y1, . . . , ym). Ââèäó çàêîíîâ 5 ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ìû èìååì
ïðàâî ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåèìåíîâûâàòü ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííûõ â ÔËÏ, à çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x1, . . . , xn
íå âñòðå÷àþòñÿ â çàïèñè ôîðìóëû q′1y1 · · · q′nymH ′2(y1, . . . , ym), à
ïåðåìåííûå y1, . . . , ym � â çàïèñè ôîðìóëû q1x1 · · · qnxnH ′1(x1, . . . , xn).
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ çàêîíû 4 ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ïîëó÷àåì
G = H1 ∧ H2 ≡ q1x1 · · · qnxnH ′1(x1, . . . , xn) ∧ q′1y1 · · · q′mymH ′2(y1, . . . , ym) ≡
q1x1 · · · qnxnq′1y1 · · · q′mym(H ′1(x1, . . . , xn) ∧ H ′2(y1, . . . , ym)). Ïîñëåäíÿÿ
ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÏÍÔ, ðàâíîñèëüíîé G .
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Ñëó÷àé 4: G = ∀xH(x). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, H(x) ðàâíîñèëüíà
íåêîòîðîé ÏÍÔ âèäà q1x1 · · · qnxnH ′(x , x1, . . . , xn), ïðè÷åì èç ñîîáðàæåíèé,
ïðèâåäåííûõ âûøå, òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x1, . . . , xn
îòëè÷íû îò x . Òîãäà, î÷åâèäíî, ôîðìóëà G = ∀xH(x) ðàâíîñèëüíà ÏÍÔ
âèäà ∀xq1x1 · · · qnxnH ′(x , x1, . . . , xn). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû óêàçàí, ïî ñóùåñòâó, àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ
ëþáîé ÔËÏ ê ðàâíîñèëüíîé åé ÏÍÔ. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íå îáÿçàòåëüíî
ïðèâîäèòü ñíà÷àëà äàííóþ ÔËÏ ê ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé ëèøü ñèìâîëû
ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¬, ∧, ∀; çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ 3,4 è 5, à òàêæå
ñëåäñòâèÿ 1′ è 2′ èç ýòèõ çàêîíîâ ïîçâîëÿþò ëåãêî âûíîñèòü âïåðåä âñå
êâàíòîðû â ëþáîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïîñòðîèòü ÏÍÔ, ðàâíîñèëüíóþ ñëåäóþùåé ÔËÏ:

F = ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (∀yP(1)(y) ∨ ∃zQ(2)(y , z).

Èìååì:
F ≡ ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (∀uP(1)(u) ∨ ∃zQ(2)(y , z))
≡ ∀x(P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ ∀u∃z(P(1)(u) ∨ Q(2)(y , z))
≡ ∃x((P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ ∀u∃z(P(1)(u) ∨ Q(2)(y , z)))
≡ ∃x∀u∃z((P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (P(1)(u) ∨ Q(2)(y , z))).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðèâåäåíèå ê ÏÍÔ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, íàïðèìåð, ÷òî ôîðìóëà F â
ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà è ê ÏÍÔ âèäà

∀u∃z∃x((P(1)(x) −→ Q(2)(x , y)) −→ (P(1)(u) ∨ Q(2)(y , z)))

ñ ñóùåñòâåííî äðóãîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé.
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ÔËÏ ïðèâåäåíèåì èõ ê ÏÍÔ:

F1 = ∃x(∀yP(2)(x , y) −→ Q(1)(x) ∨ R(1)(y));

F2 = ∃z(∃x¬P(2)(x , z) ∨ ∃xQ(1)(x) ∨ R(1)(y)).

Èìååì:
F1 ≡ ∃x(∀zP(2)(x , z) −→ Q(1)(x) ∨ R(1)(y))
≡ ∃x∃z(P(2)(x , z) −→ Q(1)(x) ∨ R(1)(y));

F2 ≡ ∃z(∃x(¬P(2)(x , z) ∨ Q(1)(x)) ∨ R(1)(y))
≡ ∃z∃x(¬P(2)(x , z) ∨ Q(1)(x) ∨ R(1)(y))
≡ ∃z∃x(P(2)(x , z) −→ Q(1)(x) ∨ R(1)(y))
≡ ∃x∃z(P(2)(x , z) −→ Q(1)(x) ∨ R(1)(y)).

Òàê êàê ïîëó÷åííûå ÏÍÔ äëÿ ôîðìóë F1 è F2 ñîâïàäàþò, çàêëþ÷àåì, ÷òî
F1 ≡ F2.
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Ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ åñòü êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ãäå
êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ � ýòî äèçúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë
èëè èõ îòðèöàíèé. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü ñêîëåìîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà (ñîêðàùåííî ÑÍÔ), åñëè îíà èìååò âèä:

G = ∀x1...∀xnH,

ãäå ôîðìóëà H íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà

∀x(P(1)(x) ∧ (P(1)(y) ∨ ¬Q(2)(x , y)))

èìååò ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Â òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå ðåçîëþöèé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì íà
ïðàêòèêå, äëÿ íàñ áóäåò âàæíî óìåòü ïðèâîäèòü ïðîèçâîëüíóþ ÔËÏ F ê
ÑÍÔ. Â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé ÏÍÔ, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé
ôîðìóëå F , îíà íå îáÿçàíà áûòü åé ðàâíîñèëüíîé, íî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáîìó, íî òîæå âàæíîìó ñâîéñòâó, à èìåííî:
ïîëó÷åííàÿ ÑÍÔ áóäåò îäíîâðåìåííî ñ èñõîäíîé ôîðìóëîé F âûïîëíèìîé
èëè íå âûïîëíèìîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ åñòü êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ãäå
êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ � ýòî äèçúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë
èëè èõ îòðèöàíèé. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü ñêîëåìîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà (ñîêðàùåííî ÑÍÔ), åñëè îíà èìååò âèä:

G = ∀x1...∀xnH,

ãäå ôîðìóëà H íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà

∀x(P(1)(x) ∧ (P(1)(y) ∨ ¬Q(2)(x , y)))

èìååò ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Â òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå ðåçîëþöèé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì íà
ïðàêòèêå, äëÿ íàñ áóäåò âàæíî óìåòü ïðèâîäèòü ïðîèçâîëüíóþ ÔËÏ F ê
ÑÍÔ. Â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé ÏÍÔ, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé
ôîðìóëå F , îíà íå îáÿçàíà áûòü åé ðàâíîñèëüíîé, íî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáîìó, íî òîæå âàæíîìó ñâîéñòâó, à èìåííî:
ïîëó÷åííàÿ ÑÍÔ áóäåò îäíîâðåìåííî ñ èñõîäíîé ôîðìóëîé F âûïîëíèìîé
èëè íå âûïîëíèìîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ åñòü êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
(ÊÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ãäå
êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ � ýòî äèçúþíêöèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë
èëè èõ îòðèöàíèé. Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü ñêîëåìîâñêàÿ íîðìàëüíàÿ
ôîðìà (ñîêðàùåííî ÑÍÔ), åñëè îíà èìååò âèä:

G = ∀x1...∀xnH,

ãäå ôîðìóëà H íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ ÊÍÔ.

Íàïðèìåð, ôîðìóëà

∀x(P(1)(x) ∧ (P(1)(y) ∨ ¬Q(2)(x , y)))

èìååò ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Â òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå ðåçîëþöèé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì íà
ïðàêòèêå, äëÿ íàñ áóäåò âàæíî óìåòü ïðèâîäèòü ïðîèçâîëüíóþ ÔËÏ F ê
ÑÍÔ. Â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé ÏÍÔ, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé
ôîðìóëå F , îíà íå îáÿçàíà áûòü åé ðàâíîñèëüíîé, íî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáîìó, íî òîæå âàæíîìó ñâîéñòâó, à èìåííî:
ïîëó÷åííàÿ ÑÍÔ áóäåò îäíîâðåìåííî ñ èñõîäíîé ôîðìóëîé F âûïîëíèìîé
èëè íå âûïîëíèìîé.
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Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ
ê ñêîëåìîâñêîé íîðìàëüíîé ôîðìå

Øàã 1. Ïðèâîäèì ôîðìóëó F ê ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Øàã 2. Áåñêâàíòîðíóþ ÷àñòü ïðèâîäèì ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå.

Øàã 3: èñêëþ÷åíèå êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ. Èçëîæèì åãî íà ïðèìåðå.
Ïóñòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 2 ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó

F = ∃x∀y∃z∀u∃v H(x , y , z , u, v),

ãäå H íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò
êîíñòàíòû c, îäíîìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f è äâóõìåñòíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà g . Òîãäà â ôîðìóëå H çàìåíèì x íà c, z �íà
f (y), v çàìåíèì íà g(y , u). Âñå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ âû÷åðêíåì.
Ïîëó÷èì ôîðìóëó

G = ∀y∀u H(c, y , f (y), u, g(y , u)).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèâåäåíèÿ ñ ÑÍÔ. Ïóñòü

F = ∃x∀y(P(x , y) −→ ∃z(Q(x , z) ∧ R(y))).

Øàã 1. Ïðèâîäèì ôîðìóëó ê ÏÍÔ:

F1 = ∃x∀y∃z(¬P(x , y) ∨ (Q(x , z) ∧ R(y))).

Øàã 2. Áåñêâàíòîðíóþ ÷àñòü çàïèñûâàåì â âèäå ÊÍÔ:

F1 = ∃x∀y∃z((¬P(x , y) ∨ Q(x , z)) ∧ (¬P(x , y) ∨ R(y))).

Øàã 3. Èñêëþ÷àåì êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ: ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó
x = a, z = f (y), ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó

F1 = ∀y((¬P(a, y) ∨ Q(a, f (y))) ∧ (¬P(a, y) ∨ R(y))).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû F ñóùåñòâóåò ôîðìóëà G , èìåþùàÿ
ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó è îäíîâðåìåííî ñ F âûïîëíèìàÿ èëè íå
âûïîëíèìàÿ. Ôîðìóëà G ïîëó÷àåòñÿ èç F ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå
àëãîðèòìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì ôîðìóëó F ê ðàâíîñèëüíîé åé
ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå E(u1, ..., un), áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä ÊÍÔ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïîëó÷åííàÿ ÏÍÔ èìååò âèä:

E(u1, ..., un) = ∃y E ′(y , u1, ..., un).

Òîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

D(u1, ..., un) = E ′(c, u1, ..., un),

ãäå c � êîíñòàíòà, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E âûïîëíèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E(u1, ..., un) âûïîëíèìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ â íåêîòîðóþ ìîäåëü ñ ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòàõ a1, ..., an ∈ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(φE)(a1, ..., an) = 1, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ M èìååì
(φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû F ñóùåñòâóåò ôîðìóëà G , èìåþùàÿ
ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó è îäíîâðåìåííî ñ F âûïîëíèìàÿ èëè íå
âûïîëíèìàÿ. Ôîðìóëà G ïîëó÷àåòñÿ èç F ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå
àëãîðèòìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì ôîðìóëó F ê ðàâíîñèëüíîé åé
ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå E(u1, ..., un), áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä ÊÍÔ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïîëó÷åííàÿ ÏÍÔ èìååò âèä:

E(u1, ..., un) = ∃y E ′(y , u1, ..., un).

Òîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

D(u1, ..., un) = E ′(c, u1, ..., un),

ãäå c � êîíñòàíòà, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E âûïîëíèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E(u1, ..., un) âûïîëíèìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ â íåêîòîðóþ ìîäåëü ñ ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòàõ a1, ..., an ∈ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(φE)(a1, ..., an) = 1, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ M èìååì
(φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû F ñóùåñòâóåò ôîðìóëà G , èìåþùàÿ
ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó è îäíîâðåìåííî ñ F âûïîëíèìàÿ èëè íå
âûïîëíèìàÿ. Ôîðìóëà G ïîëó÷àåòñÿ èç F ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå
àëãîðèòìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì ôîðìóëó F ê ðàâíîñèëüíîé åé
ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå E(u1, ..., un), áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä ÊÍÔ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïîëó÷åííàÿ ÏÍÔ èìååò âèä:

E(u1, ..., un) = ∃y E ′(y , u1, ..., un).

Òîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

D(u1, ..., un) = E ′(c, u1, ..., un),

ãäå c � êîíñòàíòà, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E âûïîëíèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E(u1, ..., un) âûïîëíèìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ â íåêîòîðóþ ìîäåëü ñ ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòàõ a1, ..., an ∈ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(φE)(a1, ..., an) = 1, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ M èìååì
(φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.
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ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû F ñóùåñòâóåò ôîðìóëà G , èìåþùàÿ
ñêîëåìîâñêóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó è îäíîâðåìåííî ñ F âûïîëíèìàÿ èëè íå
âûïîëíèìàÿ. Ôîðìóëà G ïîëó÷àåòñÿ èç F ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå
àëãîðèòìà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåäåì ôîðìóëó F ê ðàâíîñèëüíîé åé
ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå E(u1, ..., un), áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä ÊÍÔ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïîëó÷åííàÿ ÏÍÔ èìååò âèä:

E(u1, ..., un) = ∃y E ′(y , u1, ..., un).

Òîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà

D(u1, ..., un) = E ′(c, u1, ..., un),

ãäå c � êîíñòàíòà, âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E âûïîëíèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E(u1, ..., un) âûïîëíèìà, ò.å. ñóùåñòâóåò
èíòåðïðåòàöèÿ φ â íåêîòîðóþ ìîäåëü ñ ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî ïðè
ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòàõ a1, ..., an ∈ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(φE)(a1, ..., an) = 1, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ M èìååì
(φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóëû D â îáëàñòü M, êîòîðàÿ
ñîâïàäàåò ñ φ íà âñåõ ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëàõ,
âõîäÿùèõ â E , è òàêóþ, ÷òî ψ(c) = b. Òîãäà

(ψD)(a1, ..., an) = (φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà D âûïîëíèìà.

Îáðàòíî, ïóñòü ôîðìóëà D(u1, ..., un) âûïîëíèìà. Ïîêàæåì, ÷òî
E(u1, ..., un) âûïîëíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûïîëíèìîñòè D âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ ψ ôîðìóëû D â ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü ñ
ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ a1, ..., an ∈ M âûïîëíåíî:
(ψD)(a1, ..., an) = 1, ò.å. (ψE ′)(ψ(c), a1, ..., an) = 1. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ M ( à èìåííî, y = ψ(c)), ÷òî
(ψE ′)(y , a1, ..., an) = 1, ò.å. (ψE)(a1, ..., an) = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè,
÷òî ôîðìóëà E(u1, ..., un) âûïîëíèìà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ èíòåðïðåòàöèþ ôîðìóëû D â îáëàñòü M, êîòîðàÿ
ñîâïàäàåò ñ φ íà âñåõ ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëàõ,
âõîäÿùèõ â E , è òàêóþ, ÷òî ψ(c) = b. Òîãäà

(ψD)(a1, ..., an) = (φE ′)(b, a1, ..., an) = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà D âûïîëíèìà.

Îáðàòíî, ïóñòü ôîðìóëà D(u1, ..., un) âûïîëíèìà. Ïîêàæåì, ÷òî
E(u1, ..., un) âûïîëíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûïîëíèìîñòè D âûòåêàåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò èíòåðïðåòàöèÿ ψ ôîðìóëû D â ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü ñ
ìíîæåñòâîì M òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ a1, ..., an ∈ M âûïîëíåíî:
(ψD)(a1, ..., an) = 1, ò.å. (ψE ′)(ψ(c), a1, ..., an) = 1. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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Ñëó÷àé 2: ïåðâûé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ôîðìóëå E ñòîèò çà k
êâàíòîðàìè îáùíîñòè:

E(u1, ..., un) = ∀x1...∀xk∃yE ′(x1, ..., xk , y , u1, ..., un).

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé y ïðèâîäèò ê
ôîðìóëå

D(u1, ..., un) = ∀x1...∀xkE ′(x1, ..., xk , f (x1, ..., xk), u1, ..., un),

ãäå f � k-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, íå ñîäåðæàùèéñÿ â E .
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Çàôèêñèðóåì òåïåðü ôóíêöèþ i : Mk −→ M , êîòîðàÿ ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàì x1, ..., xk ∈ M îäèí èç òàêèõ ýëåìåíòîâ y ∈ M.
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ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëàõ, âõîäÿùèõ â çàïèñü ôîðìóëû E ,
è ïóñòü ψ(f ) = i . Òîãäà

(ψD)(a1, ..., an) = ∀x1...∀xk(φE ′)(x1, ..., xk , i(x1, ..., xk), a1, ..., an).

Ïîñëåäíåå âûñêàçûâàíèå, êàê ìû âèäåëè âûøå, èñòèííî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷èëè, ÷òî ôîðìóëà D(u1, ..., un) âûïîëíèìà.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ïóñòü Γ = {Fi (x1, ..., xn) | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÔËÏ è G(x1, ..., xn)
� ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÏ. Ãîâîðèì, ÷òî G ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç Γ, åñëè äëÿ
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòèõ ôîðìóë â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M èç òîãî,
÷òî âñå ôîðìóëû èç Γ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå òîæäåñòâåííî èñòèííûõ
ïðåäèêàòîâ (φFi )(x1, ..., xn) íà M ïðè ýòîé èíòåðïðåòàöèè, ñëåäóåò, ÷òî è G
ïåðåõîäèò â òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò (φG)(x1, ..., xn) íà M.

Ââåäåííîå íàìè äëÿ ÔËÏ ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ îáîáùàåò
ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, êîòîðîå ìû ââîäèëè ðàíåå â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé.

ÔËÏ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó,
êîòîðàÿ áûëà â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü F1, . . . ,Fn,G � ÔËÏ, ïðè÷åì ôîðìóëû F1, . . . ,Fn

çàìêíóòû. Òîãäà ñïðàâåäëèâî:
à) F1, . . . ,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn −→ G ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà;

á) F1, . . . ,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn ∧ ¬G ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà.
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Ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó,
êîòîðàÿ áûëà â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü F1, . . . ,Fn,G � ÔËÏ, ïðè÷åì ôîðìóëû F1, . . . ,Fn

çàìêíóòû. Òîãäà ñïðàâåäëèâî:
à) F1, . . . ,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn −→ G ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà;

á) F1, . . . ,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn ∧ ¬G ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà àíàëèç êîððåêòíîñòè ðàññóæäåíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ëþáÿò ó÷èòüñÿ. Íè îäèí ñòóäåíò íå ëþáèò
íðàâîó÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå ó÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ íðàâîó÷åíèåì.

Â äàííîå ðàññóæäåíèå âõîäÿò òàêèå ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
B(x) = 1 ⇐⇒ x � ó÷åíèå,
D(x) = 1 ⇐⇒ x � íðàâîó÷åíèå,
L(x , y) = 1 ⇐⇒ x ëþáèò y .
Ïðèâîäèìûå âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ÔËÏ
(çäåñü äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ïèøåì â ÔËÏ ñàìè
ïðåäèêàòû):
F1 = ∃x(P(x) ∧ ∀y(B(y) −→ L(x , y))),
F2 = ∀x(P(x) −→ ∀y(D(y) −→ ¬L(x , y))),
G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà àíàëèç êîððåêòíîñòè ðàññóæäåíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ëþáÿò ó÷èòüñÿ. Íè îäèí ñòóäåíò íå ëþáèò
íðàâîó÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå ó÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ íðàâîó÷åíèåì.

Â äàííîå ðàññóæäåíèå âõîäÿò òàêèå ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
B(x) = 1 ⇐⇒ x � ó÷åíèå,
D(x) = 1 ⇐⇒ x � íðàâîó÷åíèå,
L(x , y) = 1 ⇐⇒ x ëþáèò y .
Ïðèâîäèìûå âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ÔËÏ
(çäåñü äëÿ ïðîñòîòû âìåñòî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ïèøåì â ÔËÏ ñàìè
ïðåäèêàòû):
F1 = ∃x(P(x) ∧ ∀y(B(y) −→ L(x , y))),
F2 = ∀x(P(x) −→ ∀y(D(y) −→ ¬L(x , y))),
G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ïîêàæåì, òàêæå èñõîäÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîãè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ, ÷òî F1,F2 |= G . Ïóñòü ôîðìóëû F1 è F2 òîæäåñòâåííî
èñòèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè. Èç èñòèííîñòè ôîðìóëû F1 âûòåêàåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ýëåìåíò a â îñíîâíîì ìíîæåñòâå ìîäåëè òàêîé, ÷òî

P(a) = 1 è ∀y(B(y) −→ L(a, y)) = 1.

Èç èñòèííîñòè F2 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

P(a) −→ ∀y(D(y) −→ ¬L(a, y)) = 1

è, ïîñêîëüêó P(a) = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∀y(D(y) −→ ¬L(a, y)) = 1.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà ∀y(B(y) −→ L(a, y)) = 1 âûâîäèì, ÷òî ïðåäèêàòû
D(y) −→ ¬L(a, y) è B(y) −→ L(a, y) òîæäåñòâåííî èñòèííû, à ïîòîìó
òîæäåñòâåííî èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ è ïðåäèêàò
((D(y) −→ ¬L(a, y)) ∧ (B(y) −→ L(a, y))) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ ((¬D(y) ∨ ¬L(a, y)) ∧ (¬B(y) ∨ L(a, y))) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ (¬D(y) ∧ ¬B(y)) ∨ (¬L(a, y) ∧ ¬B(y)) ∨ (¬D(y) ∧ L(a, y))
∨(¬L(a, y) ∧ L(a, y)) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)

≡ (¬L(a, y) ∧ L(a, y)) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y) ≡ 0 ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ ¬B(y) ∨ ¬D(y) ≡ B(y) −→ ¬D(y).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñòèíåí,
ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1,F2 |= G , è çíà÷èò ðàññóæäåíèå
ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ. Âñå
ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâàþò íà ëåêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÔËÏ:
F1 = ∃x(P(x) ∧ Q(x)),
F2 = ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1,F2 |= G . Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî îíà ëîãè÷åñêè
ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñòèíåí,
ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1,F2 |= G , è çíà÷èò ðàññóæäåíèå
ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ. Âñå
ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâàþò íà ëåêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÔËÏ:
F1 = ∃x(P(x) ∧ Q(x)),
F2 = ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1,F2 |= G . Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî îíà ëîãè÷åñêè
ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñòèíåí,
ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1,F2 |= G , è çíà÷èò ðàññóæäåíèå
ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ. Âñå
ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâàþò íà ëåêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÔËÏ:
F1 = ∃x(P(x) ∧ Q(x)),
F2 = ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1,F2 |= G . Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî îíà ëîãè÷åñêè
ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñòèíåí,
ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1,F2 |= G , è çíà÷èò ðàññóæäåíèå
ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ. Âñå
ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâàþò íà ëåêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÔËÏ:
F1 = ∃x(P(x) ∧ Q(x)),
F2 = ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1,F2 |= G . Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî îíà ëîãè÷åñêè
ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñòèíåí,
ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1,F2 |= G , è çíà÷èò ðàññóæäåíèå
ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ. Âñå
ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâàþò íà ëåêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P(x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.
Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ÔËÏ:
F1 = ∃x(P(x) ∧ Q(x)),
F2 = ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1,F2 |= G . Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ âûøå
òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî îíà ëîãè÷åñêè
ïðîòèâîðå÷èâà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ

Â ñàìîì äåëå, èìååì:
F1 ∧ F2 ∧ ¬G ≡ F1 ∧ ∀x(P(x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ∀x(¬P(x) ∨ ¬R(x) ∨ ¬Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ∀x¬(P(x) ∧ R(x) ∧ Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ¬∃x(P(x) ∧ R(x) ∧ Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ¬∃x(P(x) ∧ R(x) ∧ Q(x)) ∧ ¬∃x(P(x) ∧ ¬R(x))
≡ F1 ∧ ¬(∃x(P(x) ∧ R(x) ∧ Q(x)) ∨ ∃x(P(x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x((P(x) ∧ Q(x) ∧ R(x)) ∨ (P(x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x((P(x) ∧ Q(x)) ∨ (P(x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x(P(x) ∧ Q(x)) ∧ ¬∃x(P(x) ∧ ¬R(x))
≡ F1 ∧ ¬F1 ∧ ¬∃x(P(x) ∧ ¬R(x))
≡ 0 ∧ ¬∃x(P(x) ∧ ¬R(x)) ≡ 0.
Îòñþäà â ñèëó ïóíêòà (á) òåîðåìû çàêëþ÷àåì F1,F2 |= G , ò.å. èññëåäóåìîå
ðàññóæäåíèå êîððåêòíî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè äàííàÿ ôîðìóëà
òàâòîëîãèåé èëè âûïîëíèìîé ôîðìóëîé, ðåøàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî �
ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ åå òàáëèöû èñòèííîñòè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ìåòîäîì èíòåðïðåòàöèé). Ê ñîæàëåíèþ, ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ìåòîä íà âñå
ÔËÏ íåâîçìîæíî ïî òîé ïðîñòîé ïðè÷èíå, ÷òî òîãäà ïðèøëîñü áû
èíòåðïðåòèðîâàòü òó èëè èíóþ ôîðìóëó â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå
ìîäåëåé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åå îáùåçíà÷èìîñòè èëè âûïîëíèìîñòè.
Ïîýòîìó â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà ñëåäóþùåé çàäà÷è,
íîñÿùåé íàçâàíèå ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ: óêàçàòü åäèíûé ýôôåêòèâíûé
ñïîñîá, ò.å. àëãîðèòì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ÔËÏ, âûïîëíèìà
îíà (ñîîòâåòñòâåííî ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà) èëè íåò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê
âîïðîñó î âûïîëíèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë. Â ñàìîì äåëå,
ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà
¬F ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà, ò.å. íåâûïîëíèìà. Ïîýòîìó, ïðîâåðÿÿ,
âûïîëíèìà èëè íåò ôîðìóëà ¬F , ìû òåì ñàìûì îòâå÷àåì íà âîïðîñ,
îáùåçíà÷èìà ôîðìóëà F èëè íåò, è íàîáîðîò. Ê ñîæàëåíèþ, â îòëè÷èå îò
ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ
îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè. Ïðè÷èíû ýòèõ çàòðóäíåíèé
áûëè âûÿñíåíû ëèøü â 30-å ãîäû XX âåêà, êîãäà â ìàòåìàòèêå áûëî äàíî
ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Ýòî ïîìîãëî àìåðèêàíñêîìó
ëîãèêó Àëîíçî ×�åð÷ó âïåðâûå óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íåðàçðåøèìà, ò.å. èñêîìûé â ýòîé ïðîáëåìå àëãîðèòì
íåâîçìîæåí.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Â ïåðåâîäå íà êîìïüþòåðíûé ÿçûê ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ
íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû ïîçâîëÿëà ïî ïðîèçâîëüíîé ÔËÏ
âûäàâàòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ îòâåò (ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé) î
âûïîëíèìîñòè èëè îáùåçíà÷èìîñòè ýòîé ôîðìóëû. Âìåñòå ñ òåì, â ëîãèêå
èìååòñÿ ðÿä ìîùíûõ ìåòîäîâ, ïîìîãàþùèõ â ðÿäå âåñüìà îáùèõ ñëó÷àåâ
ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ, à èìåííî, ïðàâèëî
ðåçîëþöèé, ìû ïîäðîáíî èçó÷èì íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî
óêàçàííûé ìåòîä, â îòëè÷èå îò òîãî, íà ÷òî �ñïîñîáåí� óíèâåðñàëüíûé
àëãîðèòì, ïîçâîëÿåò ëèøü äëÿ ëþáîé ÔËÏ, êîòîðàÿ íåâûïîëíèìà (÷òî,
ðàçóìååòñÿ, çàðàíåå íå èçâåñòíî), ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîäòâåðäèòü
ýòîò ôàêò. Åñëè æå ôîðìóëà, ïîäàâàåìàÿ íà âõîäå â êîìïüþòåð,
âûïîëíèìà, òî ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ ïî ìåòîäó ðåçîëþöèé, ìîæåò
áåñêîíå÷íî äîëãî ðàáîòàòü (�öèêëèòü�), ïðè ýòîì ïîëüçîâàòåëü àïðèîðè íå
áóäåò çíàòü î òîì, ïðîèñõîäèò �çàöèêëèâàíèå� èëè âñå æå ÷åðåç êàêîå-òî
êîíå÷íîå âðåìÿ ðàáîòû êîìïüþòåð îñòàíîâèòñÿ è âûäàñò îòâåò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Íåðàçðåøèìîñòü â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííîé ïðîáëåìû äëÿ ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîæåì â êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ
îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ÔËÏ âûïîëíèìîé (ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé) èëè íåò. Áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ íå ñëèøêîì øèðîêèõ,
íî âàæíûõ êëàññîâ ÔËÏ ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî. Ê ÷èñëó òàêèõ ôîðìóë îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ÔËÏ,
ñîäåðæàùèå òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, àðíîñòè êîòîðûõ ðàâíû
åäèíèöå (ò.å. îíè ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè ëèøü àòîìàðíûå ôîðìóëû îò
îäíîé ïåðåìåííîé). ×àñòü ëîãèêè, â êîòîðîé óïîòðåáëÿþòñÿ òîëüêî òàêèå
âûðàæåíèÿ, ñâÿçàíà ñ èìåíåì Àðèñòîòåëÿ, êîòîðûé âïåðâûå åå
èññëåäîâàë. Èçâåñòíûå âèäû óìîçàêëþ÷åíèé ýòîé ëîãèêè, òàê íàçûâàåìûå
�ìîäóñû ñèëëîãèçìîâ�, ïîëíîñòüþ âûðàæàþòñÿ íà ÿçûêå ôîðìóë îò îäíîé
ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé (âñïîìíèì õîòÿ áû óìîçàêëþ÷åíèå : �Âñå ëþäè
ñìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò ñìåðòåí�).

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå
ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ÔËÏ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè
îäèí, âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé ìîäåëè, òî îíà âûïîëíèìà è íà ìîäåëè,
îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n �
÷èñëî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â ýòîé ôîðìóëå.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü ôîðìóëà F ñîäåðæèò òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû
àðíîñòè îäèí è ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà âñÿêîé ìîäåëè ñ
îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, íå ïðåâûøàþùåì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n � ÷èñëî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â F . Òîãäà ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé. Â òàêîì ñëó÷àå åå îòðèöàíèå ¬F âûïîëíèìî íà
íåêîòîðîé ìîäåëè. Òàê êàê ¬F òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû,
íàéäåòñÿ ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå ÷åì 2n

ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîé ôîðìóëà ¬F âûïîëíèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, F íå
ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà äàííîé ìîäåëè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ. Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôîðìóëà F íå ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå
ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ÔËÏ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè
îäèí, âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé ìîäåëè, òî îíà âûïîëíèìà è íà ìîäåëè,
îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n �
÷èñëî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â ýòîé ôîðìóëå.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü ôîðìóëà F ñîäåðæèò òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû
àðíîñòè îäèí è ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà âñÿêîé ìîäåëè ñ
îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, íå ïðåâûøàþùåì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n � ÷èñëî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â F . Òîãäà ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé. Â òàêîì ñëó÷àå åå îòðèöàíèå ¬F âûïîëíèìî íà
íåêîòîðîé ìîäåëè. Òàê êàê ¬F òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû,
íàéäåòñÿ ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå ÷åì 2n

ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîé ôîðìóëà ¬F âûïîëíèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, F íå
ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà äàííîé ìîäåëè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ. Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôîðìóëà F íå ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå
ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ÔËÏ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè
îäèí, âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé ìîäåëè, òî îíà âûïîëíèìà è íà ìîäåëè,
îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n �
÷èñëî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â ýòîé ôîðìóëå.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü ôîðìóëà F ñîäåðæèò òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû
àðíîñòè îäèí è ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà âñÿêîé ìîäåëè ñ
îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, íå ïðåâûøàþùåì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n � ÷èñëî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â F . Òîãäà ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé. Â òàêîì ñëó÷àå åå îòðèöàíèå ¬F âûïîëíèìî íà
íåêîòîðîé ìîäåëè. Òàê êàê ¬F òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû,
íàéäåòñÿ ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå ÷åì 2n

ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîé ôîðìóëà ¬F âûïîëíèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, F íå
ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííîé íà äàííîé ìîäåëè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ. Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ôîðìóëà F íå ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Â êëàññå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ñîäåðæàùèõ òîëüêî
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè îäèí, àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
ïðîâåðêè ôîðìóëû íà ëîãè÷åñêóþ îáùåçíà÷èìîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîé ÔËÏ, ñîäåðæàùåé òîëüêî
ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè îäèí, îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé èëè íåò.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ

ÏÐÈÌÅÐ. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÔËÏ
F (x , y) = P(1)(x) ∧ Q(1)(y) −→ (Q(1)(x) −→ ∀zP(1)(z))
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé èëè íåò.

Óïðîñòèì ôîðìóëó F (x , y):

F (x , y) ≡ ¬P(1)(x) ∨ ¬Q(1)(y) ∨ ¬Q(1)(x) ∨ ∀zP(1)(z) = H(x , y).

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà H(x , y) íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé. Äëÿ
ýòîãî ââèäó äîêàçàííîãî âûøå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ìû äîëæíû íàéòè
îïðîâåðãàþùóþ äëÿ ýòîé ôîðìóëû ìîäåëü, îñíîâíîå ìíîæåñòâî M
êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå 22 = 4 ýëåìåíòîâ. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî
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Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîáëåìà
ðàçðåøåíèÿ òåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé çàäà÷åé: óêàçàòü
óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî äâóì ïðîèçâîëüíûì ÔËÏ,
ðàâíîñèëüíû îíè èëè íåò. Êàê ìû çíàåì, â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé òàêîé
àëãîðèòì ñóùåñòâóåò: ýòî ñïîñîá ñðàâíåíèÿ èñòèííîñòíûõ òàáëèö. Â
ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ïîäîáíûé àëãîðèòì íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó âîïðîñ î
ðàâíîñèëüíîñòè ÔËÏ F è G ñâîäèòñÿ, î÷åâèäíî, ê âîïðîñó îá
îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû F ←→ G , à ýòà çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå
íåðàçðåøèìà. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà F è G òàêîé
àëãîðèòì ñóùåñòâóåò; íàïðèìåð, åñëè ôîðìóëû F è G ñîäåðæàò â ñâîåé
çàïèñè òîëüêî àòîìàðíûå ôîðìóëû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîñëåäíåå
çàìå÷àíèå âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííîé â äàííîì ïàðàãðàôå ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ â êëàññå ÔËÏ, ñîäåðæàùèõ ëèøü ïðåäèêàòíîå
ñèìâîëû àðíîñòè îäèí.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà


