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Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Ëîãèêà êàê íàóêà î çàêîíàõ è ôîðìàõ ìûøëåíèÿ èìååò ìíîãîâåêîâóþ
èñòîðèþ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æå ëîãèêà ñôîðìèðîâàëàñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî � íà
ðóáåæå äåâÿòíàäöàòîãî è äâàäöàòîãî ñòîëåòèé � â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ê ëîãèêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ó÷åíèå î âûñêàçûâàíèÿõ, íàçûâàåìîå ëîãèêîé âûñêàçûâàíèé, ÿâëÿåòñÿ
èñòîðè÷åñêè ïåðâîé è íàèáîëåå ïðîñòîé ÷àñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.
Åãî çàêîíû ñëóæàò îòïðàâíîé òî÷êîé â îâëàäåíèè áîëåå òðóäíûìè
ðàçäåëàìè äàííîãî ïðåäìåòà.
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Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ
âûñêàçûâàíèÿ è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè.

Ïîä âûñêàçûâàíèåì áóäåì ïîíèìàòü ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, ïðî
êîòîðîå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè ëîæíî. Íàïðèìåð,
ïðåäëîæåíèÿ �Åêàòåðèíáóðã � êðóïíûé àäìèíèñòðàòèâíûé öåíòð Óðàëà� è
�Âîëãà âïàäàåò â ×åðíîå ìîðå� ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè,
ðàçëè÷àþùèìèñÿ ëèøü òåì, ÷òî ïåðâîå èç íèõ èñòèííî, à âòîðîå ëîæíî. Â
äàëüíåéøåì ìû îòâëå÷åìñÿ îò ñîäåðæàíèÿ âûñêàçûâàíèé è áóäåì
èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî èõ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè.

Âûñêàçûâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè
A, B, C , ..., èìåíóåìûìè ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, à èõ çíà÷åíèÿ, ò.å.
èñòèíó èëè ëîæü, ñîîòâåòñòâåííî öèôðàìè 1 è 0, èìåíóåìûìè
ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè.
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Â ðóññêîì ÿçûêå èç ïðîñòûõ âûñêàçûâàíèé áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóèðóþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñëîâ �íå�, �è �, �èëè�, �åñëè ..., òî ...�, �òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ...�. Â ëîãèêå èì ñîîòâåòñòâóþò ñèìâîëû, íàçûâàåìûå ëîãè÷åñêèìè
ñâÿçêàìè: ÷àñòèöå �íå� ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë ¬ (îòðèöàíèå), ñîþçó �è� �
ñèìâîë ∧ (êîíúþíêöèÿ), ñîþçó �èëè� � ñèìâîë ∨ (äèçúþíêöèÿ),
êîíñòðóêöèè �åñëè ..., òî ...� � ñèìâîë −→ (èìïëèêàöèÿ), êîíñòðóêöèè
�òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ...� � ñèìâîë ←→ (ýêâèâàëåíöèÿ).
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Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Ìû îáû÷íî çàïèñûâàåì âûñêàçûâàíèÿ â âèäå ïðåäëîæåíèé ðóññêîãî
ÿçûêà. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèÿ ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â
âèäå ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ñîêðàùåííî ÔËÂ). Îïðåäåëèì ÔËÂ
èíäóêöèåé ïî äëèíå, ò.å. êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ â íèõ ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê:

(i) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû 0, 1 ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(ii) ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå A, B, C , ... ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(iii) åñëè F è G � ÔËÂ, òî âûðàæåíèÿ âèäà ¬F , (F ∧ G),
(F ∨ G), (F −→ G) è (F ←→ G) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(iv) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Òàê, âûðàæåíèÿ (((A −→ B) ∨ C)←→ (¬C −→ 0)) è (((¬A ∨ 1)∧
(¬¬A ∨ 0)) −→ (B ←→ ¬B)) � ÔËÂ, à âûðàæåíèå (∨(A←→ B)¬C) íå
ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ.
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Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë äîãîâîðèìñÿ î ñèëå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê:
¬, ∧, ∨, −→, ←→; çäåñü ñâÿçêè ðàñïîëîæåíû ïî óáûâàíèþ èõ ñèëû ñëåâà
íàïðàâî. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîãëàøåíèåì, íåêîòîðûå ñêîáêè â ôîðìóëàõ
áóäåì îïóñêàòü; âíåøíèå ñêîáêè òàêæå ïèñàòü íå áóäåì. Íàïðèìåð,
ïðèâåäåííûå âûøå äâå ôîðìóëû ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü â âèäå:

(A −→ B) ∨ C ←→ ¬C −→ 0

è (¬A ∨ 1) ∧ (¬¬A ∨ 0) −→ (B ←→ ¬B).
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Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Çíàÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé A è B, ìû ìîæåì (â
ñîîòâåòñòâèè ñî çäðàâûì ñìûñëîì) íàéòè èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
âûñêàçûâàíèé ¬A, A ∧ B, A ∨ B, A −→ B, A←→ B. Íàïðèìåð,
ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ¬A èñòèííî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè A ëîæíî, à A ∧ B èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà
âûñêàçûâàíèÿ A è B èñòèííû. Ýòè èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæàò â
îñíîâå ñëåäóþùåé òàáëèöû, ïîçâîëÿþùåé â êîíå÷íîì ñ÷åòå âû÷èñëÿòü
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñêîëü óãîäíî ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé:

A B ¬A A ∧ B A ∨ B A→ B A←→ B
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âûñêàçûâàíèå A −→ B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A èñòèííî, à B ëîæíî. A íàçûâàåòñÿ ïîñûëêîé, à B ñëåäñòâèåì.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñûëêà A ëîæíà, òî âûñêàçûâàíèå A −→ B âñåãäà
èñòèííî íåçàâèñèìî îò òîãî, èñòèííî èëè íåò ñëåäñòâèå B. Ýòî ñâîéñòâî
èìïëèêàöèè êðàòêî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: �èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî�.
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èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñêîëü óãîäíî ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé:

A B ¬A A ∧ B A ∨ B A→ B A←→ B
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âûñêàçûâàíèå A −→ B ëîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A èñòèííî, à B ëîæíî. A íàçûâàåòñÿ ïîñûëêîé, à B ñëåäñòâèåì.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñûëêà A ëîæíà, òî âûñêàçûâàíèå A −→ B âñåãäà
èñòèííî íåçàâèñèìî îò òîãî, èñòèííî èëè íåò ñëåäñòâèå B. Ýòî ñâîéñòâî
èìïëèêàöèè êðàòêî ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: �èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî�.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÔËÂ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî
ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïóñòü F � ÔËÂ ñ ìíîæåñòâîì ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ X è φ : X −→ {0, 1} � íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F .
Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå φ(F ) ôîðìóëû F ïðè èíòåðïðåòàöèè φ
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå F :

(i) åñëè F = 1 èëè F = 0, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = 1 èëè φ(F ) = 0;
(ii) åñëè F = A � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî φ(F ) = φ(A);
(iii) åñëè F = ¬G èëè F = G ∧ H, èëè F = G ∨ H, èëè F = G −→ H, èëè
F = G ←→ H, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = ¬φ(G) èëè φ(F ) = φ(G) ∧ φ(H),
èëè φ(F ) = φ(G) ∨ φ(H), èëè φ(F ) =
φ(G) −→ φ(H), èëè φ(F ) = φ(G)←→ φ(H) (ñì. òàáëèöó âûøå).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ôîðìóëó F âõîäèò n ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,
òî F èìååò â òî÷íîñòè 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé. Òàáëèöó, â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû F óêàçûâàåòñÿ åå
èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ïðèíÿòî íàçûâàòü òàáëèöåé èñòèííîñòè äëÿ F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÔËÂ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî
ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïóñòü F � ÔËÂ ñ ìíîæåñòâîì ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ X è φ : X −→ {0, 1} � íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F .
Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå φ(F ) ôîðìóëû F ïðè èíòåðïðåòàöèè φ
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå F :

(i) åñëè F = 1 èëè F = 0, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = 1 èëè φ(F ) = 0;
(ii) åñëè F = A � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî φ(F ) = φ(A);
(iii) åñëè F = ¬G èëè F = G ∧ H, èëè F = G ∨ H, èëè F = G −→ H, èëè
F = G ←→ H, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = ¬φ(G) èëè φ(F ) = φ(G) ∧ φ(H),
èëè φ(F ) = φ(G) ∨ φ(H), èëè φ(F ) =
φ(G) −→ φ(H), èëè φ(F ) = φ(G)←→ φ(H) (ñì. òàáëèöó âûøå).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ôîðìóëó F âõîäèò n ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,
òî F èìååò â òî÷íîñòè 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé. Òàáëèöó, â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû F óêàçûâàåòñÿ åå
èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ïðèíÿòî íàçûâàòü òàáëèöåé èñòèííîñòè äëÿ F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Èíòåðïðåòàöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÔËÂ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â ìíîæåñòâî
ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïóñòü F � ÔËÂ ñ ìíîæåñòâîì ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ X è φ : X −→ {0, 1} � íåêîòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ F .
Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå φ(F ) ôîðìóëû F ïðè èíòåðïðåòàöèè φ
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå F :

(i) åñëè F = 1 èëè F = 0, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = 1 èëè φ(F ) = 0;
(ii) åñëè F = A � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî φ(F ) = φ(A);
(iii) åñëè F = ¬G èëè F = G ∧ H, èëè F = G ∨ H, èëè F = G −→ H, èëè
F = G ←→ H, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = ¬φ(G) èëè φ(F ) = φ(G) ∧ φ(H),
èëè φ(F ) = φ(G) ∨ φ(H), èëè φ(F ) =
φ(G) −→ φ(H), èëè φ(F ) = φ(G)←→ φ(H) (ñì. òàáëèöó âûøå).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ôîðìóëó F âõîäèò n ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,
òî F èìååò â òî÷íîñòè 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèé. Òàáëèöó, â
êîòîðîé äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû F óêàçûâàåòñÿ åå
èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ïðèíÿòî íàçûâàòü òàáëèöåé èñòèííîñòè äëÿ F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ ÔËÂ
F = (A −→ B ∧ C) ∧ (¬A −→ ¬B); êàæäàÿ èç âîñüìè åå ñòðîê
ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè.

A B C ¬A ¬B B ∧ C A→ B ∧ C ¬A→ ¬B F

1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 0 1 1 1

Êàê âèäèì, ÔËÂ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ â
çàâèñèìîñòè îò èíòåðïðåòàöèè.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé (ñîîòâåòñòâåííî ïðîòèâîðå÷èåì), åñëè ïðè
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè îíà èñòèííà (ñîîòâåòñòâåííî ëîæíà).

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè îíà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÔËÂ
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: êëàññ âûïîëíèìûõ ôîðìóë
è êëàññ ïðîòèâîðå÷èé. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò òàâòîëîãèè â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííîãî ïîäêëàññà. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ÔËÂ F , íå áóäó÷è
òàâòîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé (ñîîòâåòñòâåííî ïðîòèâîðå÷èåì), åñëè ïðè
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè îíà èñòèííà (ñîîòâåòñòâåííî ëîæíà).

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè îíà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÔËÂ
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: êëàññ âûïîëíèìûõ ôîðìóë
è êëàññ ïðîòèâîðå÷èé. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò òàâòîëîãèè â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííîãî ïîäêëàññà. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ÔËÂ F , íå áóäó÷è
òàâòîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èíòåðïðåòàöèè

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé (ñîîòâåòñòâåííî ïðîòèâîðå÷èåì), åñëè ïðè
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè îíà èñòèííà (ñîîòâåòñòâåííî ëîæíà).

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè îíà
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÔËÂ
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: êëàññ âûïîëíèìûõ ôîðìóë
è êëàññ ïðîòèâîðå÷èé. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò òàâòîëîãèè â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííîãî ïîäêëàññà. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ÔËÂ F , íå áóäó÷è
òàâòîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëîé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ÔËÂ F è G ðàâíîñèëüíû, è ïèñàòü F ≡ G , åñëè
äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòèõ ôîðìóë φ(F ) = φ(G).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äâå ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû, åñëè îíè îïðåäåëÿþò îäíó
è òó æå áóëåâó ôóíêöèþ.

Î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ÔËÂ
ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì ýòî ìíîæåñòâî íà êëàññû
ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë.

Ïðèìåðàìè òàêèõ êëàññîâ ìîãóò ñëóæèòü êëàññ òàâòîëîãèé è êëàññ
ïðîòèâîðå÷èé, èáî íà òàâòîëîãèþ è íà ïðîòèâîðå÷èå ìîæíî ñìîòðåòü êàê
íà ôîðìóëû, ðàâíîñèëüíûå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàì 1 è 0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé

Ïóñòü F , G , H � ïðîèçâîëüíûå ÔËÂ.

1. Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè:
F ∧ G ≡ G ∧ F ,
F ∨ G ≡ G ∨ F ,
F ←→ G ≡ G ←→ F .

2. Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè:
F ∧ (G ∧ H) ≡ (F ∧ G) ∧ H,
F ∨ (G ∨ H) ≡ (F ∨ G) ∨ H.

3. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:
F ∧ (G ∨ H) ≡ (F ∧ G) ∨ (F ∧ H),
F ∨ (G ∧ H) ≡ (F ∨ G) ∧ (F ∨ H).

4. Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè:
F ∧ F ≡ F ,
F ∨ F ≡ F .

5. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ:
F ∧ (F ∨ G) ≡ F ,
F ∨ (F ∧ G) ≡ F .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé

6. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ:
¬¬F ≡ F .

7. Çàêîí èìïëèêàöèè:
F −→ G ≡ ¬F ∨ G .

8. Çàêîí êîíòðàïîçèöèè:
F −→ G ≡ ¬G −→ ¬F .

9. Çàêîíû äå Ìîðãàíà (äâîéñòâåííîñòè):
¬(F ∧ G) ≡ ¬F ∨ ¬G ,
¬(F ∨ G) ≡ ¬F ∧ ¬G .

10. Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî:
F ∨ ¬F ≡ 1.

11. Çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ:
F ∧ ¬F ≡ 0.

12. Çàêîí ýêâèâàëåíöèè:
F ←→ G ≡ (F −→ G) ∧ (G −→ F ).

13. F ∨ 1 ≡ 1, F ∧ 1 ≡ F , F ∨ 0 ≡ F , F ∧ 0 ≡ 0.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé

Ïðèìåð. Ñðàâíèâàÿ òàáëèöû èñòèííîñòè ôîðìóë ¬(F ∧ G) è ¬F ∨ ¬G ,
ïîëó÷àåì îäèí èç çàêîíîâ äå Ìîðãàíà: ¬(F ∧ G) ≡ ¬F ∨ ¬G .

F G F ∧ G ¬(F ∧ G)
1 1 1 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 0 1

è

F G ¬F ¬G ¬F ∨ ¬G
1 1 0 0 0

1 0 0 1 1

0 1 1 0 1

0 0 1 1 1

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé

Çíàíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïîçâîëÿåò óïðîùàòü ÔËÂ,
à òàêæå îïðåäåëÿòü òèï ÔËÂ.

ÏÐÈÌÅÐ. Óïðîñòèòü ôîðìóëó è îïðåäåëèòü åå òèï:

¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B) −→ B.

Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë, óêàçàâ äëÿ óäîáñòâà
íàä êàæäûì çíàêîì ≡ íîìåð ïðèìåíåííîãî çàêîíà:

¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B) −→ B ≡7 ¬(¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B)) ∨ B ≡9

(¬¬A ∨ ¬¬(¬A ∧ ¬B)) ∨ B ≡6 (A ∨ (¬A ∧ ¬B)) ∨ B ≡3

(A ∨ ¬A) ∧ (A ∨ ¬B) ∨ B ≡10
1 ∧(A ∨ ¬B) ∨ B ≡13

(A ∨ ¬B) ∨ B ≡2 A ∨ (¬B ∨ B) ≡10 A ∨ 1 ≡13
1.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæäåíèé

Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðìàëèçàöèé
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÔËÂ è F � ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÂ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç Γ, åñëè äëÿ ëþáîé
èíòåðïðåòàöèè ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ∪ {F} èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ ôîðìóëà
èç Γ èñòèííà, âûòåêàåò, ÷òî è F èñòèííà. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü
Γ |= F (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � Γ 6|= F ).

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî,
íàïðèìåð, A, A −→ B |= B, â òî âðåìÿ êàê B, A −→ B 6|= A.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæäåíèé

ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ ëþáûõ ÔËÂ F1, ...,Fn,G âûïîëíåíî:

à) F1, ...,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé;

á) F1, ...,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à). Ïóñòü F1, ...,Fn |= G è φ � ïðîèçâîëüíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G . Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
i ∈ {1, ..., n} âûïîëíåíî φ(Fi ) = 0, òî φ(F1 ∧ ... ∧ Fn) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
φ(F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G) = 1. Åñëè æå äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, ..., n} èìååì
φ(Fi ) = 1, òî ââèäó F1, ...,Fn |= G âûïîëíåíî φ(G) = 1 è ïîòîìó
φ(F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G) = 1. Òàê êàê èíòåðïðåòàöèÿ φ âûáðàíà ïðîèçâîëüíî,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìóëà F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Îáðàòíî, ïóñòü F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G � òàâòîëîãèÿ è φ(Fi ) = 1 ïðè
i = 1, . . . , n. Òîãäà φ(F1 ∧ ... ∧ Fn) = 1 è φ(F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G) = 1, îòêóäà
φ(G) = 1. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè φ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F1, ...,Fn |= G .

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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á). Çàìåòèì, ÷òî ¬(F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G) ≡ ¬(¬(F1 ∧ ... ∧ Fn) ∨ G) ≡
¬¬(F1 ∧ ... ∧ Fn) ∧ ¬G ≡ F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G . Ïîýòîìó ôîðìóëà
F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G áóäåò òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà
F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì. Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî
óòâåðæäåíèÿ �à� ñëåäóåò, ÷òî F1, ...,Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæäåíèé

ÏÐÈÌÅÐ. Âûÿñíèòü, ëîãè÷íî ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå èëè íåò:

Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èëè ýëëèïñîì, èëè ïàðàáîëîé, èëè ãèïåðáîëîé. Åñëè
êðèâàÿ � ýëëèïñ èëè ãèïåðáîëà, òî îíà öåíòðàëüíà. Äàííàÿ êðèâàÿ íå
ýëëèïñ è íå ïàðàáîëà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà öåíòðàëüíà è ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñîîòâåòñòâåííî B è C) âûñêàçûâàíèå �äàííàÿ êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì� (ñîîòâåòñòâåííî �ïàðàáîëîé� è �ãèïåðáîëîé�), à ÷åðåç
D � âûñêàçûâàíèå �êðèâàÿ öåíòðàëüíà�. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî èëè
íåò, ÷òî

A ∨ B ∨ C , A ∨ C −→ D, ¬A ∧ ¬B |= D ∧ C .

Äëÿ ýòîãî ââèäó óòâåðæäåíèÿ �á� äîêàçàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ôîðìóëà

F = (A ∨ B ∨ C) ∧ (A ∨ C −→ D) ∧ (¬A ∧ ¬B) ∧ ¬(D ∧ C)

ïðîòèâîðå÷èåì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæäåíèé

ÏÐÈÌÅÐ. Âûÿñíèòü, ëîãè÷íî ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå èëè íåò:

Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èëè ýëëèïñîì, èëè ïàðàáîëîé, èëè ãèïåðáîëîé. Åñëè
êðèâàÿ � ýëëèïñ èëè ãèïåðáîëà, òî îíà öåíòðàëüíà. Äàííàÿ êðèâàÿ íå
ýëëèïñ è íå ïàðàáîëà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà öåíòðàëüíà è ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñîîòâåòñòâåííî B è C) âûñêàçûâàíèå �äàííàÿ êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì� (ñîîòâåòñòâåííî �ïàðàáîëîé� è �ãèïåðáîëîé�), à ÷åðåç
D � âûñêàçûâàíèå �êðèâàÿ öåíòðàëüíà�. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî èëè
íåò, ÷òî

A ∨ B ∨ C , A ∨ C −→ D, ¬A ∧ ¬B |= D ∧ C .

Äëÿ ýòîãî ââèäó óòâåðæäåíèÿ �á� äîêàçàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ôîðìóëà

F = (A ∨ B ∨ C) ∧ (A ∨ C −→ D) ∧ (¬A ∧ ¬B) ∧ ¬(D ∧ C)

ïðîòèâîðå÷èåì.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæäåíèé

Óïðîñòèì ôîðìóëó F ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ≡1 (A ∨ B ∨ C) ∧ (¬A ∧ ¬B) ∧ (A ∨ C −→ D) ∧ ¬(D ∧ C) ≡7,9

(A ∨ B ∨ C) ∧ ¬(A ∨ B) ∧ (¬(A ∨ C) ∨ D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡3,9

(((A ∨ B) ∧ ¬(A ∨ B)) ∨ (C ∧ ¬(A ∨ B))) ∧ ((¬A ∧ ¬C) ∨ D)
∧(¬D ∨ ¬C) ≡11,9

(0 ∨ (C ∧ ¬A ∧ ¬B)) ∧ ((¬A ∧ ¬C) ∨ D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡13,3

C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ (¬A ∨ D) ∧ (¬C ∨ D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡1,5,3

C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ (¬C ∨ (D ∧ ¬D)) ≡11,13 C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ≡1,11

0 ∧ ¬A ∧ ¬B ≡13
0.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ôîðìóëà F , áóäó÷è ðàâíîñèëüíîé 0, ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èåì. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî

A ∨ B ∨ C ,A ∨ C −→ D, ¬A ∧ ¬B |= D ∧ C ,

ò.å. ðàññóæäåíèå ëîãè÷íî.

Â. Á. Ðåïíèöêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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ò.å. ðàññóæäåíèå ëîãè÷íî.
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Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Ïóñòü X � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ è A ∈ {0, 1}. Ââåäåì ñëåäóþùåå
îáîçíà÷åíèå:

XA =

{
X , åñëè A = 1,
¬X , åñëè A = 0.

Âûðàæåíèå XA, ò.å. X èëè ¬X , ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèòåðîé ïåðåìåííîé X .

Ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ ëèòåð ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ X è ¬X ∧ Y ∧ ¬Z ñóòü ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè.

Äâå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ìû íå ðàçëè÷àåì, åñëè îäíà èç íèõ
ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêîé ëèòåð ïåðåìåííûõ.

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðàùåííî ÄÍÔ),
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé.

ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìîé(ñîêðàùåííî ÑÄÍÔ), åñëè êàæäàÿ åå ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ
çàâèñèò îò îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.
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Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Â êóðñå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ
áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â
âèäå ÑÄÍÔ îò ýòèõ n ïåðåìåííûõ. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÄÍÔ. Âñÿêàÿ âûïîëíèìàÿ ÔËÂ F (X1, ...,Xn) ðàâíîñèëüíà
íåêîòîðîé ÑÄÍÔ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé è ïî íàáîðó
ïåðåìåííûõ.

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

F (X1, ...,Xn) =
∨

F (A1,...,An)=1

(XA1
1
∧ ... ∧ XAn

n ). (∗)
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Äèçúþíêòèâíûå è êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòè ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè, ÊÍÔ è
ÑÊÍÔ. Ñîîòâåòñòâåííî, äâîéñòâåííîé ê òåîðåìå î ÑÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ÑÊÍÔ:

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÊÍÔ. Âñÿêàÿ ÔËÂ F (X1, ...,Xn), íå ÿâëÿþùàÿñÿ
òàâòîëîãèåé, ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ÑÊÍÔ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòàðíûõ
äèçúþíêöèé è ïî íàáîðó ïåðåìåííûõ.

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

F (X1, ...,Xn) =
∧

F (A1,...,An)=0

(X1A1
∨ ... ∨ XnAn

). (∗∗)

Çäåñü

XA =

{
X , åñëè A = 0,
¬X , åñëè A = 1.
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