
§4. Замкнутость класса регулярных языков относительно операций: 

реверс, морфизмы, деление (частное), замыкания относительно 

префиксов, суффиксов, подслов. Построение соответствующих 

автоматов. 

 

Опр. Пусть 
 Σ...1 naaw . Реверсом слова w называется слово 

1...)( aawR n . 

 

Опр. Реверсом языка L называется язык R(L) = }|)({ LwwR  . 

 



Лемма 1. Если L регулярный, то R(L) тоже регулярный. 

 

Доказательство: 

Пусть язык L допускается ДКА ),,,Σ,( 0 FQqφQA  . 

 

Построим НКА ),,,Σ,( 0qQδQB F ,  

где ),( aqδ    q, если qaqφ ),( . 

 

(На диаграмме автомата B все стрелки разворачиваются в обратную 

сторону). 

 

Очевидно, L(B) = R(L(A)). Лемма 1 доказана. 

 

  



Опр. Пусть 1Σ  и 2Σ   два алфавита,  

всюду определенная функция подстановки h: 1Σ   


2Σ , 
 11 Σ... naaw . 

Гомоморфизмом слова w называется слово  
 21 Σ)(...)()(Γ nahahw . 

 

Пример.  },{Σ1 ba , }1,0{Σ2  . 

h(a) =100,  h(b) = . 

w = abba. 

 

(w) = ? 

 



(w) = 100100. 

 

Опр. Гомоморфизмом языка L называется язык 

}|)(Γ{)(Γ LwwL  . 

 

Лемма 2. Если L регулярный, то (L) тоже регулярный. 

 

Доказательство: 

Пусть язык L допускается неполным ДКА ),,,Σ,( 01 FQqφQA  . 

Построим -НКА ),,,Σ,
~

( 02 FQqδQB  , в котором каждая дуга из q в 

q с пометкой a заменяется на путь из q в q с пометками h(a).  

 

Очевидно, L(B) = (L(A)). Лемма 2 доказана. 



Замечание: для известной функции подстановки h существует 

трансдьюсер , такой, что (L) = (L). 

 



Пример. },{Σ1 ba , }1,0{Σ2  . 

h(a) =100,  h(b) = . 

L = {abba}. 

 

 
 

 

a | 100 b |  b |  a | 100 



Опр. Пусть 
 2ΣL . Обратным гомоморфизмом языка L называется 

язык })(Γ|{)(Γ 1 LwwL 
. 

 

Пример. },{Σ1 ba , }1,0{Σ2  . 

h(a) =100,  h(b) = . 

L = {100, 110, 111 }. 

 

)(Γ 1 L
 = ?



}{)(Γ 1   abbL .  

 

Лемма 3. Если L регулярный, то )(Γ 1 L
 тоже регулярный. 

 

Доказательство: 

Пусть язык L допускается неполным ДКА ),,,Σ,( 02 FQqφQA  . 

Построим НКА ),,,Σ,( 01 FQqδQB  ,  

где (q, x) = q  (q, h(x)) = q (1 этап); 

если h(x) = , то (q, x) = q для каждого q (2 этап). 

 

Очевидно, L(B) = ))((Γ 1 AL
. Лемма 3 доказана. 

 



Пример. },{Σ1 ba , }1,0{Σ2  . 

h(a) =100,  h(b) = . 

L = {100, 110, 111 }. 

 

1 

1 

1 0 0 

0 

A 



 
 

B  1 этап 

a 



 
 

a 

b 

b 

B  2 этап 



(повтор) Опр. Пусть L и K  языки над общим алфавитом . Будем 

называть правое частное  язык }:|Σ{1 LwuKuwLK  
. 

«префиксы слов языка L, относительно K» 

 

(повтор) Опр. Пусть L и K  языки над общим алфавитом . Будем 

называть левое частное  язык }:|Σ{1 LuwKuwLK  
. 

«суффиксы слов языка L, относительно K» 

 



Лемма 4. Если язык L регулярный а К произвольный, то 
1LK  и 

LK 1
 регулярные. 

 

Доказательство: 

2) Докажем регулярность для LK 1
. 

Рассмотрим бинарное отношение  на 
Σ : 

u  v  )()( 1111 LKvLKu   . 

 

Обозначим ,...,...,, 21 nTTT   классы эквивалентности по отношению . 

 

Для каждого nT  выполняется )()( 1111 LKuLKTn

    

для каждого nTu . 

 



  }:|{)( 111 LKtwTtwLKT nn  

LKTLktwKkTtw nn

1)(}::|{  . 

 

Пусть mSSS ,...,, 21   классы эквивалентности по отношению L~ . 

Так как L  регулярный язык, количество этих классов конечное. 

Этим классам соответствуют несовпадающие множества 

LSLS m

11

1 ,..., 
. 

 

Выше показано, что для любого nT  существует iS : in SKT  . 

 



Покажем, что количество классов ,...,...,, 21 nTTT  не превышает 

количества mSSS ,...,, 21 . 

 

(от противного) Предположим, что  2121 , TTTT  и 21 KTKT  . 

Это значит, 21 :, KTktKkTt  . 

Пусть 1min Tt   имеет наименьшую длину; 

Kk min  имеет наименьшую длину. 

 2minmin KTtk  либо 2min Tt   (противоречие с  21 TT ), либо 

существует собственный суффикс суфt  слова mint , такой, что 2Ttсуф  .  



 1min2min KTtkKTtk суфсуф   

либо 1Ttсуф   (противоречие с минимальностью длины mint ), либо 

существует собственный суффикс 2сt  слова суфt , такой, что 12 Ttс   

(противоречие с минимальностью длины mint ).  

 



1) Для доказательства регулярности 
1LK  используют аналогичные 

рассуждения для бинарных отношений: 

  на 
Σ : u  v  

1111 )()(   vLKuLK ; 

L~  на 
Σ : vu L~ 11   LvLu . 

 

Лемма 4 доказана. 

 



Опр. Пусть L язык над алфавитом . Будем называть префиксным 

замыканием языка L  язык }:Σ|Σ{)(Pref LwuuwL  
. 

«все префиксы слов языка L» 

 

Будем называть суффиксным замыканием языка L  язык 

}:Σ|Σ{)(Suff LuwuwL  
. 

«все суффиксы слов языка L» 

 

Будем называть замыканием относительно подслов языка L  язык 

}:Σ,|Σ{)( 2121 LwuuuuwLFact  
. 

«все подслова слов языка L» 

 

 



Свойства: 

1) 
1)Σ()(Pref  LL . 

2) LL 1)Σ()(Suff  . 

3) ))(Suff(Pref)(Fact LL  . 

4) ))Pref((Suff)(Fact LL  .  

Д/З  доказать, что ))Pref((Suff)(Fact LL  . 

 

Лемма 5. Если L  регулярный язык, то )(Pref L , )(Suff L , )(Fact L   

также регулярные. 

 

Доказательство следует из леммы 4 и свойств. 

 



Построение конечного автомата для )(Pref L  и )(Suff L , где L  

регулярный. 

 

Пусть язык L допускается неполным ДКА ),,,Σ,( 0 FQqφQA  , в 

котором все состояния достижимы и из любого состояния есть 

маршрут в какое-нибудь заключительное состояние (т.е. нет 

тупиковых состояний). 

 

Построим неполный ДКА ),,,Σ,( 0 QqφQP  . 

 

Очевидно, что )(Pref)( LPL  . 

 



Построим НКА ),,,Σ,( FQQφQS  . 

 

Очевидно, что )(Suff)( LSL  . 

 

Вопрос: как построить НКА для )(Fact L ? 

 



Ответ: ),,,Σ,( QQφQW  .



При построении конечного автомата для )(Suff L , где L  

регулярный, можно также использовать свойство: 

 

))((Pref))(R(Suff LRL  . 

 

Обоснование свойства: 

  LuwuLw :Σ)(Suff  

 )()()()( LRuRwRuwR  

))((Pref)( LRwR   

 

 



Д/З*. Построить конечный автомат для 
1LK  и LK 1

, где L 

регулярный, а К  произвольный. 

 

 


